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1. Lich s nghién cttu va 1y do chon dé tai

Vao nhitng nam 20 ctia thé ky XX, ké thita tu tudng vé su ton tai
nghiém ctia Dinh 1 co ban ctia Dai s6 dbi véi cac da thitc trén trudng
s6 phic, nha toan hoc Phan Lan R. Nevanlinna da xay dung nén mot
trong nhiing 1y thuyét sau sic va c6 anh hudng rong 16n cia Giai tich
phitc, d6 1a Ly thuyét phan bo gid tri ctia cdc ham phan hinh trén C,
ngay nay dudc biét dén rong rai véi tén goi Ly thuyét Nevanlinna. Ly
thuyét phan bd gia tri danh didu moét bude phat trién mang tinh dot
phé trong giai tich phtic khi chuyén huéng tit viéc nghién citu su ton
tai nghiém ctia da thitc sang khao sat su phan bd gia tri clia cdc ham
phan hinh. Hat nhén ctia Iy thuyét nay nam 6 hai dinh 1y co ban.
Cu thé, Dinh 1y co ban thit nhat déng vai tro ké thita va mé rong
sau sac Pinh 1y co ban ciia Pai s6 nham mo ta su phan bd déu gis
tri cia ham phan hinh khéc hing trén mit phing phitc C. Tiép ndi
nén tang dé, Pinh 1y co ban thtt hai mé td dnh hudng ctia dao ham
ddi v6i qué trinh phan bd gid tri nay. Trong qué trinh phét trién, Ly
thuyét Nevanlinna da thu hit su quan tAm va déng gép ciia nhicu

nha toan hoc nhu H. Cartan [72] da md rong ly thuyét cho t6 hop



tuyén tinh va céc duong cong chinh hinh trén khong gian xa anh, tao
nén tang hinh hoc cho céc nghién ctu ctia H. Weyl [57], L. Ahlfors
[68] va P. Griffiths [9, 17], ... va c6 nhiéu ting dung trong cdc linh v
khéc nhau ciia Todn hoc. Déng gép dau tién ctia toan hoc Viét Nam
cho linh vie nay phai ké dén cong trinh ctia L. V. Thiém [73] vé bai
todn ngugce ctia Iy thuyét phan bd gid tri, ong da chiing minh sy ton
tai ctia ham phan hinh véi cdc chi s6 & nhanh cho trude thong qua
Iy thuyét mat Riemann.

Mot trong nhitng tmg dung ctia 1y thuyét Nevanlinna 13 bai todn
xac dinh duy nhat déi v6i ham phan hinh, nham tim kiém céc diéu
kién dé hai ham phan hinh déng nhét ho#ic c¢é lién hé tuyén tinh. Két
qua khéi dau cho 1y thuyét nay 1a Dinh 1y 5 diém ciia R. Nevanlinna
(1926), khéng dinh mét ham phan hinh dugc x4c dinh duy nhét théng
qua anh ngudc ctia nam gid tri phan biét.

Dé thiét 1ap cong cu khéo sét bai todn xac dinh duy nhét, cic
nha todn hoc da xdy dung mot bd khung ky hiéu chuidn héa nham
mo ta su trung khép anh nguge ciia hai ham phan hinh. Cu thé, cac
cong cu nay dugce thiét 1ap nhu sau:

Cho f 13 ham phan hinh khéc hang trén C va a € C U {oo}, ky
hidu E(a) (tuong ing Es(a)) 1 tap cdc a-diém clia f trong d6 mdi
a-diém duge tinh véi boi clia né (tuong tmg 1a tap céc a-diém phan

biét ctia f). Ta ky hiéu

Es(S)=|J Ef(a); Ef(S) = Efla).

a€sS a€sS

Hai ham phéan hinh f, ¢ dudce goi 14 chia sé gid tri a ké ca boi
(khong ké boi) néu Ey(a) = Ey(a) (tuong tmg Es(a) = E4(a)). Hai



ham phan hinh f, g dugc goi 1a chia sé tap S ké ca boi (khong ké boi)
néu Ef(S) = E,(S) (tuong tng E¢(S) = Fy(S)).

T két qué ciia Nevanlinna, bai toan duge phét trién theo huéng
chia sé tap hop. F. Gross [18] nghién cttu cAu tric anh ngude ciia
cac tap hop va dé xuat khai niém tdp xic dinh duy nhat. Cac két
quéa theo huéng nghién cttu nay duge C.-C. Yang va H.-X. Yi [62]
hé théng hoéa thanh céc tiéu chuan dong nhat co ban cho ham phan
hinh thong qua bai todn xac dinh duy nhat dbi véi tap xéc dinh duy
nhat va tap song xéc dinh duy nhit. Nhdm gidm thiéu sb luong phan
ti cia cac tap chia sé, 1. Lahiri [33] dua ra phuong phap chia sé gid
tri v6i trong s6, sau dé duge A. Banerjee [5] va nhiéu tdc gia tiép tuc
phét trién.

Dong thdi, bai todn x4c dinh duy nhat cling dudc mé rong cho
céc khong gian va dbi tuong cau tric khac. Trén trudng sd p-adic,
nén tang cia ly thuyét Nevanlinna duge thiét 1ap béi H. H. Khoai
[25], tir d6 bai todn chia sé gid tri duge ong va A. Escassut [8] phat
trien. D6i véi khong gian nhicu bién, 1y thuyét duge H. Fujimoto [14]
va M. Ru [51] mé rong cho cdc dudng cong chinh hinh va éanh xa
phéan hinh.

Péng gép vao su phéat trién chung clia bai toan xac dinh duy
nhat, cdc nha toan hoc Viét Nam da dat duge nhieu két qua ddi voi
céc 16p ddi tuong khac nhau. Tiéu biéu cé thé ké dén céc nghién citu
ctia D. D. Thai — S. D. Quang [56] ddi v6i anh xa phan hinh nhiéu
bién v6i diéu kién boi bi chan, T. V. Tan [10] vé bai todn chia sé muc
tiéu di dong, T. T. H. An [1] vé sy xdc dinh duy nhét clia cic da
thitc vi phan chia sé¢ ham nhé, H. T. Phuong [50] dbi véi ly thuyét



Nevanlinna va bai todn xéc dinh duy nhat cho cac dudng cong chinh
hinh trén hinh vanh khuyén chia sé cac siéu méat. Nhing nghién ctru
nay cung véi cac cdng trinh cia cac tac gid khac da déng gop vao su
phét trién ctia 1y thuyét trong nudc.

Nam 1926, R. Nevanlinna (xem [71]) da chting minh néu hai hAm
phéan hinh chia sé nam gid tri phan biét khong ké boi thi dong nhét
bang nhau. Két qua nay cho thiy hai ham phan hinh duge xéc dinh
duy nhat thong qua anh nguoc khong ké boi ciia nam diém phan
biét. Ké tit d6, hudéng nghién ctu nay da thu hiat dude nhiéu téc gid
trong va ngoai nude, tiu biéu nhu cdc nghién ctru ciia G. Gundersen
[20, 21] vé tinh boi clia céc gid tri chia sé, hay E. Mues [70, 69] md
rong bai toan sang viéc chia sé gid tri lién quan dén dao ham, ...

Niam 1977, F. Gross [19] da phat trién vAn dé duy nhit theo
huéng méi. Thay vi xét &nh nguoc clia cic diém riéng ré, éng dé
xuit ¥ tudng xem xét anh ngucc ctia mot tap hop diém S thude
C U {oc}. Ong dit ra hai van dé nghién cttu cho ham phan hinh:

(i) Tim cdc tdp zdc dinh duy nhdat cho cdc ham phdn hinh, tic la
tim cdc tap S C CU{oo} sao cho hai ham phdn hinh chia sé tap S
k€ cd bdi hodc khong ké boi thi dong nhat bang nhau;

(ii) Tim cdc tdp song xdc dinh duy nhat cho cdc ham phan hinh,
tide la tim cdc cdp tap hop S1,52 C CU{oco} sao cho hai ham phdn
hinh chia sé tdp Sy vd Sa ké cd boi hodc khong ké boi thi dong nhat
bang nhau.

H.-X. Yi (xem [62, 65]) 1a ngudi dau tién dua ra cAu tra 18i cho
Van dé Gross. Tt d6, theo huéng nghién citu nay, cac két qua dat
dugce 14 rat phong phi va sau sac (xem [1, 5, 12, 14, 15, 26, 28, 29,



39, 43, 49, 52, 54, 61]).

Céc cong trinh nghién cttu nay dude phan chia thanh hai chi dé
cd ban:

1. Tim céc tap xéc dinh duy nhat, song xac dinh duy nhat véi s6
phan tit it nhat c6 thé cho ham phan hinh (hogc cac 16p ham dic biét
cia hAm phan hinh) duéi diéu kién cac ham hodc da thtic vi phan
ciia chiing chia sé mot hay nhiéu phan ti, tdp hop;

2. Thiét 1ap déc trung ciia tap duy nhat, song xac dinh duy nhat.

Song song véi cac chi dé trén, viéc md rong bai toan sang 16p
cac L-ham dang tré thanh huéng nghién citu chuyén sau. J. Steuding
[55] da thiét 1ap nén tang 1y thuyét phan b gid tri cho 16p Selberg
mé rong, tao tién dé cho cic dinh 1y xdc dinh duy nhat cta B. Q.
Li [36, 37]. Viéc van dung cdc k¥ thudt vé da thitc vi phan, 4nh xa
nhi¢u bién va diéu kién chia sé tdp hop — nhiing linh vic ma cac nha
toan hoc Viét Nam da déng gép quan trong néu trén — vao doi tuong
L-ham dang mang lai nhiéu két qua kha quan. Céc ky thuit nay déng
vai tro 1a cong cu then chét, cho phép mé rong cac dinh 1y xac dinh
duy nhit sang dicu kién chia sé t4p hop va muc tiéu di dong, khang
dinh gi4 tri cong cu cia phuong phép giéi tich phic trong viéc kham
phé ciu tric L-ham, dong thoi thiét 1ap co s6 1y thuyét viig chic
cho cac két qua nghién citu trong ludn 4n nay.

Du da c6 nhiéu thanh tuu vudt béc, viéc thu giam sd phan ti
clia tap chia sé va néi long cac dicéu kién vé bac doéi véi da thite duy
nhat cho 16p cac L-ham va ham phan hinh van con nhiéu van dé md.
Bén canh d6, viéc thiét 1ap moi lien hé phu thudc tuyén tinh hoac

su dong nhat bang nhau théng qua diéu kién chia sé tdp hop cia



céc da thitc vi phan hay dao ham cap cao ciing la mdt huéng nghién
citu can dudc tiép tuc lam r6. Xuat phét tit thuc tién hoc thuat do,
ching t6i lwa chon dé tai “Vé da thiic zdc dinh duy nhdt va tdp xdc
dinh duy nhdt déi vdi L-ham va ham phdn hinh” v6i mong mudn giai
quyét nhitng van dé néu trén, qua dé gép phan lam phong pht thém

ly thuyét phan bé gia tri Nevanlinna.

2. Pbi tugng va muc dich nghién citu
2.1. Péi tugng nghién ciru

Déi tugng nghién citu clia ludn 4n 1a cdc ham phan hinh trén mat
phéng phitc C va 16p L-ham thudc 16p Selberg S véi cac dic trung

gidi tich nghiém ngat.
2.2. Muc dich nghién cttu

Trong ludn 4n nay ching tdi tip trung giai quyét hai van dé sau:
VAn dé thir nhat: Xay dung mot sé dang da thitc duy nhéat cho
cac ham phan hinh, tit dé chi ra mot sé dang tap xac dinh duy nhéat
hoi#ic song xdc dinh duy nhat cho mot L-ham va mot ham phan hinh.
VAn dé th& hai: X4y dung mot s6 dinh 1y duy nhat méi lien
quan diéu kién cdc da thitc vi phan ctia L-ham va mot ham phan

hinh chia sé mot tap hitu han.

3. Tong quan vé luan an

a) Do6i v6i van dé nghién cttu thit nhat:



Cho P(z) 1a mot da thitc mot bién, F; va F» 1a hai 16p cdc ham
phan hinh trén C. Ta néi P(z) 14 da thitc duy nhat cho F; x F néu
dieu kien P(f) = P(g) kéo theo f = g v6i moi f € Fi va g € Fo.
Ta néi P(2) 1a da thttc duy nhat manh cho F; x F, néu diéu kién
P(f) = cP(g), véi ¢ 1a mot hang s khac khong, kéo theo f = g véi
moi f € Fy va g € Fs. Trong trudng hop F; = Fu = F thi ta goi
P(z) 1a da thittic duy nhat hay tuong ting 1a da thitc duy nhit manh
cho ho F.

Trong ludn 4n nay, mot cong cu quan trong dugce ching t6i van
dung xuyén sudt 1a cdc diéu kién vé da thitc duy nhat manh ciia H.
Fujimoto.

Cho P(z) la mét da thic cta C[z] ¢6 bac ¢ v6i dao ham cia
P(z) c6 k khong diém phan biét dy,ds,...,dy v6i boi tuong ting

M1, Mo, ..., M.
P'(z) =aq(z — dy)™ (2 — do)™ -+ (z — dg)™. (1.3)

Khi d6 s6 k dudc goi 1a chi s6 dao ham ctia P(z). Gié st rang;:
P(d;)) #0, 1<i<k. (1.4)
my>mg > >mp >m =1, k>2. (1.5)

Chi ¥ rang, diéu kién (1.4) suy ra P(z) chi ¢6 nghiém don.
Ta nhéc lai mot diéu kién dit ra béi nha toin hoc H. Fujimoto

(xem [14], Dinh Iy 1, trang 1176):

P(d;)) # P(dj), 1<i<j<k, k>2 (F)
Chii y rang dicu kién (F) 1a luén ding khi k& = 2. Do d6 ta chi

can quan tam dén diéu kién nay khi k > 3.



Trong ludn 4n nay ching t6i sé tap trung nghién citu theo chi dé
thit nhat cho cdc ham phéan hinh hay L-ham. Theo huéng nghién cttu
ctia chii dé nay, ddi v6i muc tiéu tim céc tdp xdc dinh duy nhat, nam
2018, Q.-Q. Yuan, X.-M. Li va H.-X. Yi [66] d& chi ra mdt dang tap
xac dinh duy nhét ké cd boi cho mot L-ham va mot ham phéan hinh.
Céc tac gid da chiing minh:

Dinh 1y 1. Cho f la ham phdn hinh khdc hdng c¢é hitu han cuc diém
va L la mot L-ham khdc hang. Dt Yy, m(2) = 2" +az™+b, vdi a,b #
0, trong dé m,n la cdc s6 nguyén duong, n > 2m + 4, ged(n,m) = 1
va Sy = {z: Yum(z) = 0}. Khi dé néu E¢(Sy) = EL(Sy) thi f = L.

Dinh 1y 1 cho ta mot dang tdp x4c dinh duy nhat cho mot L-ham
khéc hang va mdt ham phan hinh khac hang c¢6 hitu han cuc diém S
gom 7 phan tit (khi ta chon m = 1,n = 7). Da thiic Y,,,,(z) trong
Dinh 1y 1 dude goi 1a da thiic kiéu Yi.

Nam 2023, H. H. Khoai, V. H. An va N. D. Phuong [32] da thiét
ké mot dang da thitc méi Pr(z) khic vai da thiic kiéu Yy, ,(2) va
dua ra mot 16p cac tap xéc dinh duy nhat déi v6i mot L-ham va mot
ham phan hinh ¢6 hitu han cie diém gdom 5 phan tir. Cu thé, céc tac

gid da xét Pk (z) € C|z] dang:
Pg(z)=(n+m+1) i m (_—Wz”+m+1_iai +1
—\i)n+tm+1—1i
v6i diu kien a # 0, Qg (a) # —1 va Pk(a) # 0. Ky hiéu
SK = {Z . PK(Z) = O}. (1)

Céc téc gid da chimg minh két qua sau:



Dinh 1y 2 ([32]). Cho f ld hdam phdn hinh khdc hang cé hitu han cuc
diém, L la mot L-ham khdc hdang va Sk duoc xdc dinh trong (1). Khi
dé L = f néu E(Sk) = Ef(Sk) vin > m+ 2.
Dinh 1y 3 ([32]). Cho f la ham phan hinh khdc hang, L la mot L-
ham khdc hang va Sk duoc zdc dinh trong (1). Khi dé L = f néu
Er(Sk)=FEf(Sk)van>2, m>2 n+m>38.

Dinh 1y 2 cho thay su ton tai cia tdp x4c dinh duy nhat cho mot
ham phéan hinh ¢6 hitu han cuc diém va mot L-ham gom 5 phan ti
(khi chon m = 1,n = 3), gidm xudng tit 7 phan ti so véi Dinh Iy 1.
Dong thai, dinh 1y nay cling ndi 16ng diéu kién vé bac (n > m+2) va
loai bé hoan toan gia thiét ged(n, m) = 1. Dinh 1y 3 cho thay su ton
tai ciia tAp xdc dinh duy nhéat cho mot ham phan hinh téng quét va
mot L-ham gom 9 phan tit (khi chon n+m = 8). Dong thdi, dinh 1y
nay da loai bé hoan toan gia thiét "c6 hitu han cuc diém" dé ap dung
cho moi ham phéan hinh khéc hang, véi su danh ddi 1a cac diéu kién
ve bac dugc that chdt hon (n > 2, m > 2 van+m > 8).

Nam 2023, dya trén 16p da thiic P(z) thdéa man cdc diéu kién
Fujimoto, A. Banerjee va A. Kundu [7] da khang dinh su dong nhét
mot L-ham va mdt ham phan hinh théng qua viéc chia sé tap hop
v6i trong s6 2, mot tong quat két qua ciia H. H. Khoai, V. H. An va
N. D. Phuong. Cu thé céc tac gia da chting minh dinh ly:

Pinh 1y 4. Cho P(z) = a(z —a1)--- (2 — a4) ¢6 dao ham P'(z) =
aq(z —dy)? -+ (z — di)%* théa man dieu kién P(d;) # P(d;) vdi moi
1 <i<j<kwalada thic duy nhat manh cho ham phdn hinh.
Ky hiéu S = {z : P(z) = 0}. Khi doé vdi mdt ham phdan hinh khdc
hdang f va mot L-ham khdc hang L, néu min{q, g} > 2 khi k = 2,
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q > 2k+4 and E¢(S,2) = Er(S,2) (trong dé Ef(S,2) ky hiéu tdp
cic a-diém cia f véi a € S, duoc tinh vdi boi bi cat cut & mic 2;
nghia la cdc a-diém co boi k duoc tinh k lan néu k < 2, va duoc tinh
dimg 2 lan néu k > 2) thi ta cé f = L.

Dé lam noi bat cac déng gép 1y thuyét, su tuong quan gitta cac
két qua tien dé va két qua dat duge ctia ludn 4n (tiéu biéu nhu Heé
quéa 1.2.5 va Dinh 1y 1.2.4) c¢6 thé dugc tom tat qua céc tiéu chi ddi
sanh sau:

« V& dbi tugng xét: Ca DPinh 1y 1 (Q.-Q. Yuan, X.-M. Li va
H.-X. Yi), Binh 1y 2 (H. H. Khodi, V. H. An va N. D. Phuong) va
Hé qua 1.2.5 clia ludn 4n déu xét trén cling ddi tugng la ham phan
hinh ¢6 hitu han cuc diém va L-ham.

« Vé da thitc sinh va s6 phan ti: Trong khi Dinh 1y 1 st dung
da thitc kicu Yi Y, ,,(2) sinh ra tap chia sé v6i 7 phan tit, thi Hé qua
1.2.5 stt dung da thitc Px(2) gitip giam sé lugng phan tit xuéng chi
con 5 phan ti (tuong duong v6i Dinh 1y 2).

+ Vé diéu kién bac (néi 16ng gia thiét): Dinh 1y 1 doi hoi
diéu kién rang budc chat ché n > 2m + 4 va ged(n, m) = 1. Hé qua
1.2.5 clia ludn 4n da néi 1éng déng ké diéu kién nay xudng chi con
n > m+ 2 va loai bo hoan toan rang budc ged(n, m) = 1.

« Vé tinh tong quét héa: P4i v6i ham phan hinh bat ky, Pinh
Iy 3 (H. H. Khodi, V. H. An va N. D. Phuong) va Dinh ly 4 (A.
Banerjee va A. Kundu) déu cho két qua dong nhat f = L nhung di
kém céc rang budc chit ché hon vé bac (n+m > 8 hoiic ¢ > 2k +4).
Dinh 1y 2.1.7 clia ludn 4n da cai tién cic két qua nay khi chi yéu cau

diéu kién tbi wu ¢ > 2k + 4 va my > 2.
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Déi v6i viec nghién citu céc tap song xac dinh duy nhat, dic biét
13 cap gobm mot tdp hitu han S va tap cuc diém {oo}, thusng dan
dén mot hé thitc phu thudc tuyén tinh f = cg. Su ton tai ctia hé thitc
nay doi véi tap S sinh bdi da thitc Y, (2) di duge chiing minh béi
P. Li va C.-C. Yang [39] va H.-X. Yi [65]. Tiép d6, H. Fujimoto [14]
da dua ra cac diéu kién tong quat ddi véi da thitc duy nhat manh dé
giai thich su xudt hién ctia hang sb c. M4 rong bai toan nay cho cac
L-ham, Q.-Q. Yuan, X.-M. Li va H.-X. Yi [66] cung thu dugc hé thic
phu thuoc tuyén tinh tuong tu va st dung gia thiét ged(n, m) = 1 dé
suy ra su dong nhat f = g.

Theo huéng tiép can nay, nam 2021, H. H. Khodi, V. H. An va
L. Q. Ninh [30] da nghién ctu bai toan chia sé nghich anh cta cap
tap hop S, T sinh béi da thiic Y;,,,(z), chi ra su ton tai ctia hé thic
phu thudc tuyén tinh f = hL hodc su dong nhit bing nhau khi
ged(n,m) =1 théng qua dinh 1y sau:
Pinh ly 5. Cho m,n ld cdc s6 nguyén duong sao cho n > 2m + 8,
P(2),Q(2) la cdc da thifc kiéu Yy, ., vdi cic hé s6 khdc nhau. Kij hiéu
S wa T lan lugt la cdc tap khong diém cia P(2) va Q(z). Gid st f la
ham phéan hinh khdc hang ¢é hiw han cuc diém va L 1a mot L-ham

khdc hdng théa man Er(S) = E(S). Khi do:
(i) Ton tai hang sé h khdc khéng sao cho f = hL.
(ii) Néu ged(n,m) =1 thi f=L.
(iii) Ddc biét, néu f la mot L-ham khdc hdang thi f = L va P = Q.

Nhu vdy, Dinh 1y 5 cung cip mdt dang song xéc dinh duy nhat

cho mo6t ham phan hinh khéc hang c6 hitu han cuc diém va mot L-



12

ham khéc hang 1a mot cip tap hop céc khong diém cia da thic kiéu
Y,.m(2). Ngoai ra, dinh 1j nay ciing cho mot didu kién dai s6 dé mot
L-ham v& mot ham phan hinh ¢ hitu han cuc diém biéu thi tuyén
tinh qua nhau. Pinh 1y nay ciing mé ra huéng nghién cttu vé song
xéc dinh duy nhat cho cdc ham phan hinh.

Déi v6i van dé xay dung mot s6 dang da thtc duy nhat cho
S x M(C) ching t6i thu dugc hai két qua: Dinh 1y 1.2.3 va Dinh 1y
2.1.6 x4c dinh céc dang da thitc duy nhat cho S x M(C). Cu thé,
Dinh 1y 1.2.3 14 mét mé rong ctia Bé dé 9 ciia H. H. Khoai, V. H.
An va N. D. Phuong trong [32]. Dua trén cdc Dinh 1y 1.2.3 va Dinh
Iy 2.1.6, ching toi chtmg minh duge mot s6 két qua vé tap xac dinh
duy nhat cho cdc ham phan hinh nhu sau:

Déi v6i 16p L-ham va ham phan hinh c¢6 hitu han cue diém, ching
toi da thiét 1ap dudge mot dicu kién du lien quan dén béc ctia da thic
dé mot L-ham va mot ham phan hinh ¢6 hitu han cuc diém 13 tring
nhau khi chia sé mot tap hop httu han (Pinh 1y 1.2.4). Tt d6 chi ra
st ton tai clia mot 16p cac tap xac dinh duy nhat gom 5 phan tit d6i
v6i L-ham va ham phan hinh c¢6 hitu han cuc diém (Dinh 1y 1.2.4).
Ngoai ra, ching t6i xdy dung méi céc diéu kién di dé mot ham phan
hinh ¢é hitu han cuc diém va mot L-ham phu thude tuyén tinh (Dinh
Iy 1.3.1) hodc trung nhau (Pinh 1y 1.3.2) khi ching chia sé hai 16p
cua cac tap hgp httu han phan biét.

Bén canh d6, Dinh 1y 1.2.4 da cai tién Pinh 1y 2 ctia H. H. Khoai,
V. H. An va N. D. Phuong trong [32] bang cach thu giam sé phan tit
tap xac dinh duy nhat (tit 9 xuéng 5 phan ti) va md rong Dinh 1y 1
ctia Q.-Q. Yuan, X.-M. Li va H.-X. Yi trong [66] bang cach loai bo
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gia thiét ged(n,m) = 1. Dinh 1y 1.3.1 14 mdt su tong quat hoa cho
binh Iy 5 cia Q.-Q. Yuan, X.-M. Li va H.-X. Yi trong [66] va Dinh ly
2 ciia H. H. Khodi, V. H. An va N. D. Phuong trong [32] khi chuyén
bai toan tiur chia sé mot tdp hgp sang chia sé hai tdp hgp hitu han
phéan biét.

Déi v6i 16p L-ham va ham phan hinh bat ky, ching t6i da chi ra
duge mot 16p tap xac dinh duy nhat cho S x M(C) lién quan dén
khong diém ciia da thiic xéc dinh béi Fujimoto véi s6 phan ti it nhét
13 5 (Pinh 1y 2.1.7) hay lién quan dén khong diém ctia da thiic kiéu
Yi (Pinh 1y 2.1.12), tit d6 chi ra su ton tai ctia mdt 16p tap x4c dinh
duy nhat ki¢u Yi gom 10 phan tit (Chi ¥ 2.1.13). Dong thai, ludn
an ciing thiét 1ap mot dicu kién dai s6 lién quan dén khong diém ciia
hai da thtc kiéu Yi dé mét ham phan hinh biéu thi tuyén tinh qua
mot L-ham hoac hai L-ham trung nhau (Pinh 1y 2.1.11). Ngoai ra,
chiing t6i thiét 1ap cdc diéu kién du lien quan dén dai lugng khuyét
chung tai 0 va oo dé hai ham phan hinh tring nhau (Dinh Iy 2.2.1)
khi ching chia sé mot tap hop hitu han. T d6 chi ra su ton tai ctia
cac 16p tép xac dinh duy nhét véi sé phan tit duge thu gon déng ké
(xudng con tit 6 dén 10 phan ti) khi ham phan hinh c6 cic gid tri
khuyét phtt hop (Hé qué 2.2.2 va Hé qua 2.2.3).

DPang chi ¥, Dinh 1y 2.1.6 1a mot mé rong d6i véi Dinh 1y 3.4 clia
A. Banerjee va A. Kundu trong [7] théng qua viéc thay doi cac dicu
kién gia thiét, cho phép xéac lap 16p da thitc duy nhat manh déi véi
L-ham va ham phéan hinh cho cdc da thtic ¢6 cau tric nghiém cia
dao ham chtta nghiém don, vén 14 16p ddi tuong nam ngoai pham vi

ap dung ctia Dinh Iy 3.4. Tiép d6, Dinh 1y 2.1.7 da cai tién Dinh ly
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1 ctia H. H. Khodi, V. H. An va N. D. Phuong trong [32] thong qua
viée ndi 1ong diéu kién béc ctia da thte. Pinh 1y 2.1.11 1a mot md
rong truc tiép Dinh Iy 1 ctia V. H. An va N. D. Phuong trong [4].
Dic biét, két qua 6 Pinh 1y 2.2.1 da cu thé héa va chimg minh tron
ven du doan ctia H. H. Khodi va V. H. An trong [27] déi v6i quan hé
gitta ham phan hinh va L-ham, thong qua viéc dinh lugng héa cac
diéu kién vé gia tri khuyét cho su dong nhat clia hai 16p ham.

b) Déi v6i van dé nghién citu thit hai:

Db6i v6i van dé duy nhat lien quan dén diéu kién céc da thitc vi
phan chia sé mot hay nhiéu tap hop dude xem nhu khéi nguon tir gia
thuyét ctia W. K. Hayman [23] (xem thém [22]) vé su phan bd gid
tri cta da thic vi phdn. Nam 1997, C.-C. Yang va X. H. Hua [61] da
nghién cttu da thic vi phan dang f™f’ va chiing minh dinh ly sau:
Dinh 1y 6 ([61]). Cho n > 11 la mdt s6 nguyén vd a la mot s6 phiic
khdc 0. Gid sit hai ham phdn hinh khdc hang f vd g thod man cdc da
thiic vi phdan f™f" va g"g nhan gid tri a CM. Khi dé, hodc [ = dg
vdi d"Tt =1, hodc f(z) = c1e® va g(2) = cae™, d d6 ¢, ¢y, co la cdc
hang s6 vd théa man (cic2)"tc? = —a?.

Dinh 1y 6 mang lai mot tiéu chuan giai tich chat ché vé tinh duy
nhat ctia ham phan hinh thong qua cau tric da thitc vi phan. Viée
stt dung lfiy thita bac cao (n > 11) da thu gidm diéu kién tit viéc chia
sé nhiéu gid tri xudng chi con mot gia tri duy nhat a # 0 (CM), dong
thoi phan loai chinh xac hai ham s6 thanh dang ty 16 hosic dang ham
mit. Két qué nay tao tién dé 1y thuyét quan trong dé mé rong bai
toan chia sé tdp hdp cho cic dao ham cip cao va cac doi tuong phiic

tap hon nhut L-ham & céc nghién cttu sau. Tiéu biéu nhu J. Ojeda [47]
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v6i cac ting dung ctia gid thuyét W. K. Hayman trong méi trudng
p-adic, [48] vé céc da thitc vi phan chia sé tap hop hitu han; M. L.
Fang va W. Hong [11] trong viéc t6i uu héa bac clia da thiic hay 1.
Lahiri [33] v6i phuong phap chia sé c6 trong s6. Ngoai ra, cac déng
g6p cua H. Fujimoto [15] va A. Banerjee [5] cing déng vai tro quan
trong.

Déi véi 16p L-ham, nam 2017, F. Liu, X.-M. Li va H.-X. Yi [46]
da mé rong bai toan cho cic dao ham cip cao va chitng minh:
Dinh 1y 7 ([46]). Cho f la mot ham phdn hinh khdc hang, L la mot
L-ham khdc hang, n,k ld cdc s6 nguyén duong sao cho n > 3k + 6.
Gid sit rang (f")*) va (L™)®) chia sé gid tri 1 CM. Khi dé f = tL,
trong dé t la hang s6 théa man t™ = 1.

Dén nam 2019, X.-M. Li, F. Liu va H-X. Yi. [41] tiép tuc md

réong cho cac da thiic vi phan c¢é cdu tric tong quat hon va thu duge
két qua:
Dinh 1y 8 ([41]). Cho f la moét ham phan hinh khdc hang, L la mot
L-ham khdc hang, n, k la cdc s6 nguyén duong, k > 2 va n > 3k + 9.
Gid st rang cdc da thiic vi phan (f*(f —1)* va (L"(L —1))%*) chia
sé tap {1} CM. Khi dé f = L.

Luén 4n da thiét 1ap dugc dieu kién du lién quan dén viée chia sé
mot tap hitu han ctia hai da thtic vi phan kiéu (™)™ tuong ting dé
hai ham phéan hinh biéu thi tuyén tinh qua nhau hodc hai dao ham
cap cao clia chiing tring nhau (Dinh 1y 3.2.1, Hé qua 3.2.3 va Hé qua
3.2.4). Tt d6 xéc 1ap duge tap xac dinh duy nhat cho ham phan hinh
gdom 11 phan tit lién quan dén dai luong khuyét chung tai 0 va +oo
clia hai da thitc vi phan kiéu (f7)™ (Hé qua 3.2.2).
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Ludn 4n ciing thiét lap mot dieu kién du lién quan dén céc da
thitc vi phan dang (f*)™ chia sé mot tap hitu han hay moét phan ti
dé mot L-ham va mo6t ham phan hinh triing nhau hodc sai khac mot
hing s6 ty 16 1a nghiém cta don vi (Dinh 1y 3.2.9, Hé qua 3.2.10).
Ngoai ra, xay dung méi mot sd dinh 1y duy nhat lien quan dén céc
da thtic vi phan dang (f™(af™ + b))® chia sé mot tap hitu han hay
mot phan tit dé mot L-ham va mot ham phan hinh triing nhau hodc
biéu thi tuyén tinh qua nhau (Pinh 1y 3.2.11, Hé qua 3.2.12 va Dinh
Iy 3.2.13).

Theo d6, Dinh 1y 3.2.9 d& mé réng Pinh 1y 1.1 ctia F. Liu, X.-M.
Li va H.-X. Yi trong [46] thong qua viéc thiét 1ap phép chia sé tap
nghiém ctia don vi bac d theo CM cho dao ham cap k ctia don thiic
(f™)®). Hon nita, Dinh 1y 3.2.11 va Hé qué 3.2.12 1a mot su cai tién
va tong quat héa true tiép Dinh 1y 1.10 ctia X.-M. Li, F. Liu va H.-X.
Yi trong [41] thong qua viéc ndi 16ng cau tric ctia ddi tugng khéo
sat sang dao ham cia 16p da thic vi phan sinh bdi nhi thiic dang
(f"(af™+ b))(k) dudi céc rang budc dai s6 cu thé ddi véi bac n. Tiép
ndi hudng tiép can d6, Pinh 1y 3.2.13 tiép tuc tong quat hoa cic két
qué trén cho dao ham ctia 16p da thiic bac cao dang (f"Q(f)™ (véi
Q(z) 1 da thitc bac m) théng qua viéc thiét 14p diéu kién dong nhat
f = L dua trén gid thiét 2"Q(z) 1a mot da thitc duy nhat hodc duy

nhat manh déi v6i cdc ham phan hinh.

4. Phuong phap va cong cu nghién citu

Luén an st dung céc cong cu cla gidi tich phitc, Iy thuyét phan

b6 gié tri Nevanlinna va 1y thuyét cdc L-ham thudc 16p Selberg. Ve
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phuong phéap, ludn én st dung ky thuit xdy dung ham phu dé triét
tiéu dnh hudng ctia v han cuc diém trong cac chting minh déi véi 16p
ham phéan hinh téng quat. Pong thoi, nghién ctiu 4p dung ky thuat
so sanh va dbi chiéu cau tric anh ngudc ciia cac tAp hop hitu han
thong qua cac da thtic duy nhat manh dua trén céc diéu kién vé béc.

Vé cong cu, ludn 4n van dung Dinh 1y co ban thtt nhat va thi
hai ctia Ly thuyét Nevanlinna lam nén tang giai tich. Cc dic trung
chuyén biét ctia L-ham thudc 16p Selberg S nhu phuong trinh ham,
gid thuyét tich Euler va théc trién giai tich duge khai thac dé thiét
lap cac danh gid dac trung. Qua trinh nghién citu thuc hién dua trén
viée két hop cac bat ding thite Nevanlinna véi cdu tric dai sb clia cic
da thitc duy nhat dé gidi quyét bai todn xdc dinh duy nhat. Ngoai
viéc cong bd trén cac tap chi, cdc két qua chinh ctia ludn 4n da dugc

béo cao tai:

o Seminar ciia B6 mon Giai tich va Toan ng dung, Khoa Toan,

Truong Pai hoc Su pham, Pai hoc Thai Nguyén.

« Ho6i nghi Todn hoc toan qubc lan thi X, 08-12 thing 8 nam
2023, tai Truong Dai hoc Su pham - Dai hoc Da Nang.

o Hoi nghi Dai s6 - Ly thuyét s6 - Hinh hoc - T6 pd, 28-31 thang
5 nam 2024, tai Truong Dai hoc Pa Lat.
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Chuong 1

Van dé duy nhit cho
L-ham va ham phan hinh
c6 hitu han cuc diém

1.1 Mot sb khai niém va két qua bé trg

Pinh nghia 1.1.14 ([55], cdc trang 111-112). Mdt L-ham ludn duge
hiéu 14 mot L-ham trong 16p Selberg S. Mot L-ham trong 16p Selberg
S dudc dinh nghia 14 moét chudi Dirichlet hoi tu tuyét déi trong mien
Re(s) > 1:

o~ a(n)
L(s) =Y —> al)=1,
n=1 n
va théa man cac diéu kién sau:
(i) Gid thuyét Ramanujan; (i) Théc trién giai tich; (iii) Phuong

trinh ham; (iv) Gid thuyét tich Euler.
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1.2 Tap xéc dinh duy nhit déi v6i L-ham va
ham phan hinh ¢é hitu han cuc diém chia
sé tap hitu han

Dinh nghia 1.2.1. Mt da thitc P(z) duge goi 1la da thic duy
nhit trén A x B néu v6i hai ham phan hinh khéc hang bat ky f, ¢
sao cho (f,g) € A x B, diéu kien P(f) = P(g) suy ra f = g.

Pinh nghia 1.2.2. Mét da thic P(z) duge goi la da thic duy
nhit manh trén A x B néu ddi véi hai ham phan hinh khéc hing
bat ky (f,g) sao cho (f,g) € A x B, diéu kién P(f) = cP(g), v6i
c#0,suyra f =g.

Xét P(z) € Clz] la da thiic bac g ¢ dang:

P(z)=a(z—a1)---(z—aq), a#0,

v6i dao ham ctia P(z) c6 k khong diém phan biét dy, da, . .., dy voi
bdi tuong ng mq, ma, ..., my va khi do
P'(z) =aq(z —d)™ (z — do)™ -+ (2 — dy) ™. (1.3)

S6 k duge goi 1a chi s6 dao ham ctia P(2).
Gia st rang
P(d)#0, 1<i<k. (1.4)
mp>mg > > mpg >m > 1, k>2. (1.5)
Chii ¥ rang, diéu kién (1.4) suy ra P(z) chi c6 nghiém don.
Tiép theo, ta xét diéu kién Fujimoto v6i da thitc P(z) (nhu da deé
cap 6 Muc 1.1):

P(d) # P(d}), 1<i<j<hk, k>2 (F)
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Dinh 1y 1.2.3. Cho P(z) dudc xdc dinh nhu trong (1.3) vdi cdc diéu
kien (1.4), (1.5) va (F). Gid st rang mot trong cdc dieu kién sau
duoc théa man:

1) Néuk >2,q>4 vamg=1 hodcq>6 vdmg > 2.

2) Néuk =3, my > 2.

3) Néu k > 4.

Khi dé P(z) la da thic duy nhat trén S x M(C).

Dinh ly 1.2.4. Cho f la ham phdn hinh khdc hang, cé hitu han
cuc diém, L la mot L-ham, P(z) dudc zdc dinh nhu trong (1.8) vdi
cic diéu kién (1.4), (1.5), (F) va cho P(z) la da thic duy nhat trén
SxM(C), S={z:P(z) =0}. Gid st q > 2(ma +--- +my) + 3.
Khi d6 néu Er(S) = E¢(S) thi L= f.

Tu Dinh 1y 1.2.3 va Dinh 1y 1.2.4 ta nhan duge hé qua sau.
Cho n,m € N* a € C, a # 0. Xét da thiic Px(z) € C[z] c6 dang

sau:

Pg(z)=(n+m+1) <§: <m> B z”+m+1_iai> +1

=\ n+m-+1—1
trong do
_ o~ (m (-1)! nt+m+1—i i
QK(Z)_<n+m+1)(;<i>n+m+l—iz “)

Gié st rang

Qx(a) = (n+m+1) (i <m> W) gt 4,

o\ n+m+1—1
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nghia la Pg(a) # 0, (1.14)

va gia su
a#0, Qg(a)#—1. (1.15)
Khi dé Py (z) = (n+m+1)2"(z —a)™ va Pl c6 mot khong diém tai
0 bac n va mdt khong diém tai a bac m. Chi ¥ rang Pk (2) ¢6 khong

diém don khi va chi khi diéu kién (1.15) xdy ra.

Hé qua 1.2.5. Cho f la ham phdn hinh khdc hang c¢é hiu han cuc

diém, L la mot L-ham, va Pg(z) duoc dinh nghia nhu trong (1.13)

vdi cdc dieu kién (1.14) va (1.15), Sx = {z : P (z) = 0}. Khi dé:
i) Néun > 3,m = 1 thi Pg(2) la da thiic duy nhat trén S x M(C).
ii) Néu Er(Sk) = E¢(Sk) van>m+2 thi L= f.

Cha y 1.2.6. i) Hé qua 1.2.5 ii) chinh 1a Dinh 1y 2 cia H. H. Khoai,
V. H. An va N. D. Phuong [32]. Vay Dinh 1y 1.2.4 14 m6t mé6 rong
cia Dinh 1y 2 [32].

ii) Pinh 1y 5 ctia Q.-Q. Yuan, X.-M. Li va H.-X. Yi [66] dua ra
mot 16p cac tap duy nhat ddi v6i L-ham chia sé mot tadp hop gom 7
phan t& véi ham phan hinh khac hang ¢é hitu han cuc diém. Hé qua
1.2.5 ii) dua ra mot 16p cdc tap duy nhat ctia L-ham chia sé tap hop
v6i 5 phan t& v6i ham phéan hinh khéc hang c¢é hitu han cuc diém.
Vay Dinh Iy 1.2.4 1a mot cai tién ctia Dinh 1y 5 [66].

1.3 Su phu thudc tuyén tinh dbi v8i L-ham
va ham phén hinh c6 hitu han cuc diém
chia sé cac tap hitu han

Xét cac da thic P(z) va Q(z) € C[z] bac n ¢6 dang sau:
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P(z)=az"4+0z"""4+¢, v6ia,b,c#0, (1.16)
Q(z) =uz"+vz"""+t, v6iu,v,t#0. (1.17)
Gia st
a”‘b’:cm y (=1)™(n —nin)”_mmm’ (1.18)
e e S

Chu ¥ rang, da thiic P(z) (tuong ting Q(z)) c6 n khong diém don
phan biét néu va chi néu diéu kién (1.18) (tuong tmg (1.19)) duge
thoa man (xem [42], B6 dé 2.7, trang 151).

Dinh 1y 1.3.1. Chom,n la cdc s6 nguyén duong sao chon > 2m-+3,
P(2),Q(2) la cdc da thic dang (1.16) va (1.17) véi diéu kién (1.18)
va (1.19) va cho S, T lan liot la cdc tdp khong diém cia P(2), Q(2).
Gid si f la ham phdan hinh khdc hang ¢é hiu han cuc diém trong mdt
phcfng phic C va L la mot L-ham. Khi do ta co:

1) Er(S) = E¢(T) néu va chi néu f = hL va hS =T, vdi h ld
héng s6 khdc khong théa man b = g va ™ = %

2) Ep,(S) = Er,(T) néu va chi néu Ly = Lo, % =
S =T, trong do Ly, Ly la cic L-ham.

(=
o

V4

Dinh 1y 1.3.2. Chom,n la cdc $6 nguyén duong sao cho ged(n, m) =
1Lwan > 2m+3, cho P(2) la da thitc dang (1.16) vdi dieu kién (1.18),
vd cho S la tdp hop cdc khong diém cia P(z). Gid st L la mot L-ham
vad f 1d mot ham phdn hinh khdc hang c¢é hitu han cuc diém théa man

EL(S) = Ef(S). Khi dé f = L.
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Chuong 2

Van dé duy nhit cho
L-ham va ham phan hinh

2.1 Phan bb gia tri va tip xdc dinh duy nhéat
d6i v6i L-ham va ham phan hinh chia sé
tap hitru han

Pinh nghia 2.1.1. Cho f 14 m6t ham phan hinh khéc hang va k
13 mot s6 nguyén duong. Ta ky hiéu N(r, f), Nigy(r, f) lan luot 1a
ham dém céc cuc diém c6 boi > k va boi < k ciia f, § dé mdi cuc
<2 ; ” PR ;1A AT 1 7 1 N
diem duge tinh chi mot lan. Ta ky hiéu N, (r, ?), Ny (T, ?) lan
luot 1a ham dém céc khong diém c6 bdi > k va boi < k cia f, & dé
mdi khong diém dude tinh chi mot 1an.
V6i cac co s6 trén, ta tién hanh chting minh dinh 1y sau.

Dinh 1y 2.1.6. Cho P(z) la mét da thitc cé bic ¢ > 4, dugc zdc dinh
nhu trong (1.8) vdi cdc dicu kién (1.4), (1.5) va (F) 6 Chuong 1. Gid
st P(z) la da thic duy nhdt trén S x M(C) va mét trong cdc diéu

kién sau dugc thoa man:
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1) P(d;)P(dj) # P(dq)* vdi moii,j € {2,...,k} va my > 2.
2) mi > mo + 2.
Khi dé P(z) la mét da thitc duy nhat manh trén S x M(C).

Ap dung Dinh 1y 2.1.6 ta nhan dugc Dinh 1y 2.1.7 sau day.

Dinh ly 2.1.7. Cho P(z) la da thic c6 bic g > 5, duge xzdc dinh
nhu trong (1.8) vdi cic dieu kién (1.4), (1.5) va (F) dugc thiét lap
d Chuong 1. Cho P(z) la da thiic duy mhdt manh trén S x M(C)
va S = {z: P(z2) = 0}. Khi d6 S la tap zdc dinh duy nhat trén
S x M(C) néu dieu kién sau dugc théa man:

q > 2k+4 vamy > 2.

T Dinh 1y 2.1.6 va Dinh ly 2.1.7, ta nhan duge hé qué sau.

Hé qua 2.1.8. Cho f ld ham phdn hinh khdc hang, L la mot L-ham,
va Pk (z) duge dinh nghia nhu trong (1.13) vdi cic dieu kién (1.14)
va (1.15) ¢ Chuong 1, Sk = {z : Px(z) = 0}. Khi do:

i) Pk (z) la da thic duy nhat manh trén 8 x M(C) néu

Pr(0)+Px(a) #0 va n>3,m=1, hogc n>m+2 vi m>2.

i) L= f néu Er(Sk) = Ef(Sk) van+m>7,n>m > 2.

Chi ¥ 2.1.9. i) Hé qud 2.1.8, phan i) dua ra mot 16p cdc da thiic
duy nhit manh trén khong gian S x M(C) v6i 5 phan tit. Trong
khi d6, Hé qué 1.1 (trang 126, [29]) dua ra mdt 16p cac da thie duy
nhiat manh trén M(C) x M(C) (4p dung cho cdc ham phéan hinh)
v6i 6 phan tit (6 > 5). Trong Dinh Iy 3.4 (trang 502, [7]), A. Banerjee
va A. Kundu da gid thiét P(z) la da thitc duy nhat manh cho cac
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ham phén hinh, tic 1a ho van phu thudc vao chuan da thic duy nhat
manh trén M(C) x M(C). Do d6, Dinh 1y 2.1.6 (nén tang ctia Hé
qua 2.1.8 1)) thuc sy 14 mot cai tién va md rong quan trong vé mat
cau tric dai s6 so v6i Dinh 1y 3.4 trong [7].

ii) He qua 2.1.8, phan ii) véi diéu kién ngudng bac n +m > 7 1a
mot két qud cai tién truc tiép ddi véi Dinh 1y 1 trong [32] ctia nhém
tac gia H. H. Khoai, V. H. An va N. D. Phuong (2023). Tit dé khéng
dinh, Dinh 1y 2.1.7 1& mot su cai tién va md rong toan dién ctia Dinh

Iy 1 [32).

Dinh ly 2.1.11. Chom,n la cdc s6 nguyén duong sao chon > 2m+6
va m > 2, P(2),Q(2) la cdc da thic dang (1.16) va (1.17) vdi dieu
kién (1.18) va (1.19) da dvua ra ¢ Chuong 1 va cho S, T lan lugt ld
hai tdp hop cdc khong dieém cia P(z),Q(z). Gid s f la ham phan
hinh khdc hang trong mdt phdng phitc va L la L-ham. Khi dé ta cé

1) EL(S) = E¢(T) néu va chi néu f = hL va hS =T, vdi h la
héng 56 khdc khong théa man h™ = % vd ™ = %

2) Er,(S) = Er,(T) néu vd chi néu L1 = Lo, % _ b
S =T, trong do Ly, Ly la cic L-ham.

Dinh 1y 2.1.12. Chom,n ld cdc s6 nguyén duong sao cho ged(n,m) =
lwan>2m+3,m > 2, cho P(z) la da thic cia dang (1.16) vdi
diéu kién (1.18) Chuong 1 vd cho S la tdp hop cdc khong diém ciia
P(z). Gid sit rang EL(S) = E¢(S) cho mot L-ham L va mot ham
phan hinh khdc hang f. Khi dé ta ¢6 f = L.

Chu y 2.1.13. Dinh Iy 2.1.12 cho ta mét tap xac dinh duy nhat véi
10 phan ti dbi v6i L-ham va ham phan hinh khédc hang khi ching
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chia sé mot tap hop kiéu Yi. Tap xéc dinh duy nhat nhu vy khac
v6i tap x4c dinh duy nhat trong Dinh 1y 1 [32].

2.2 Phan bd gia tri va tip xic dinh duy nhét
d6i v6i ham phéan hinh chia sé tdp hitu
han

Ta dinh nghia céc gid tri khuyét Nevanlinna nhu sau:

i sup 2 V(1 fi)
O(co, (f1,- -, fv)) =1 - limsup SN T )]

. f\ilﬁ(r’ﬁ%)
O, (fr,-, fv)) = 1 =limsup =y =07

Chi § rang, 0 < ©(c0, (fi,. .., fv)) + O(a, (f1,..., fn)) < 2.

Pinh ly 2.2.1. Cho S = {a1,a2,...,a,} C C, da thic P(z) duoc
zdc dinh nhu trong phuong trinh (1.3) vdi cdc diéu kién (1.4) va (F)
d Chuong 1. Gid st P(z) la da thic duy nhat manh cho cdc ham
phan hinh. Néu k > 3, hodc k = 2 va min{my,ma} > 2 thi doi
vdi hai ham phdn hinh khdc hang f,g, dicu kien E¢(S) = E,(S),
q>2k+6—4(0(c0, (f,9)) +O(0,(f.9))) suy ra f =g.

Hé qua 2.2.2. Cho f,g la hai ham phdn hinh khdc hing vi Pg(2)
la da thic duge xdc dinh trong Hé qua 2.1.8 vdi Sk la tap cdc khong
diém cia Pr(2). Gid st E;(Sk) = E,(Sk) va mét trong cdc diéu
kién sau duoc théa man:

i) q =6, ©(co,(f,9)) +0O(0,(f,9)) > 1, hodc

i) 4> 7, (00, (f,9)) + ©(0, (f.9)) > &, hoitc

iii) ¢ > 8, ©(c0, (f,9)) +0(0,(f,9)) > 3, hogc
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iv) ¢ >9, ©(c0,(f,9)) +0(0,(f,9)) > §, hogc
v) ¢ > 10, ©(c0, (f,9)) +0O(0,(f,9)) > 0.
Khi dé f = g.

Hé qua 2.2.3. Cho f, g ld hai ham phdn hinh khdc hing vdi boi ciia
cue diém va bdi cia khong diém lan gt it nhdt la s,1, va Pr(z) la
da thic dugc xdc dinh trong Hé qud 2.1.8 vdi Sk la tap cdic khong
diém cia Pr(2). Gid st E;(Sk) = E,(Sk) va mét trong cdc diéu
kién sau duoc théa man:

1 1
i)q26,7+7<1, hodc
s

1 1
ii)qz7,f—|—7<%, hodc
s

1 1
iii)q28,7+7<%, hodc

s

1 1
iv)qz9,7+7<£, hodc

s

1 1
v)QZ1O,7+7<2.

s
Khi d6 f = g.
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Chuong 3

Van dé duy nhit cho
L-ham va ham phan hinh
v8i diéu kién da thic

vi phan

3.1 Mot sb khai niém va két qua bod trg

Trong muc nay, ludn an thiét lap va sit dung mot s6 khai niém,
tinh chét va céc bo dé ky thudt quan trong vé ham dém va tinh chét
ctia da thic vi phan lam céng cu bé trg ving chic cho viée chiing

minh céc két qua chinh ciia chuong.
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3.2 Phan bb gia tri va tap xic dinh duy nhit
d6i v6i da thic vi phan cta L-ham va
ham phan hinh chia sé tap hgp cac nghiém
cua don vi

DPinh 1y 3.2.1. Cho f vd g ld hai ham phdn hinh khdc hdang va n,m
la cdc s6 nguyén duong, P(z) dudc zdc dinh nhu trong phuong trinh
(1.3) véi cdc diéu kién (1.4) va (F) ¢ Chuong 1. Gid st P(2) la da
thite duy nhat manh cho cdc ham phan hinh. Néu k > 3, hodc k = 2
va min{my, mo} > 2 thi ta co:

1) Néu E(fn)(m)(S) = E(gn)(m)(S), n>m+2viq>2k+6-—
8(n—1)
n+m
9) Néu Eyom (S) = E,om(S), v g > 2 +6 — — g fom) —
. F0m) g(m) (D), T
g\,

thi f = cg vdi " = 1.

Hé qua 3.2.2. Cho f va g la hai ham phdn hinh khdc hang va Py (2)
la da thiic duoc zdc dinh nhu trén vdi Sk lan ludgt la tap cdc khong

diém cia Pg. Néu

k=2,0(co, (/). (9")™)) = 0,8(0, (/)™ (9")™)) = 0

thi Sk la tdp xdc dinh duy nhdt cho cdc ham phdn hinh véi it nhat
11 phan ti.

Hé qua 3.2.3. Cho f,g ld hai ham phdn hinh khdc hang, n,m ld
cdc s6 nguyén duong, va Py (2) la da thic nhu trén véi Sk la tdp
cdc khong diém cia Px. Gid st E(gnym (Sk) = Egnyom (Sk) va mot

trong cdc diéu kién sau duoc théa man:
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i) ¢ > 6 vin>m-+3, hoic
i) g >7vin>m+2.
Khi do f = cg voi " = 1.

Hé qua 3.2.4. Cho f,g la hai ham phdn hinh khdc hang, n,m ld
cdc s6 nguyén duong, va P (z) la da thic duge xdc dinh nhu trén véi
Sk la tdp cdc khong diém cia Py . Gid st E m) (Sk) = Eyom (Sk) va
mot trong cdc diéu kién sau dudc théa man:

i) q>T7vim>3;

i) g > 8 vam > 1;

iti) q > 9.

Khi dé fm) = g(m),
DPinh ly 3.2.9. Cho f la mét ham phdan hinh khdc hang, L la mot
L-ham khdc hang, n,k la cic s6 nguyén duong, va cho S la tdp cdc
nghiém cia don vi bic d. Gid si rang (f*)* va (L™)*) chia sé S
CM. Khi dé f = tL, trong dé t"® = 1, néu mot trong hai diéu kién
sau thoéa madn:

1)d =1 vin > 3k+6;

4k + 4
2)d>2,vin>k+1+ i .

d
Hé qua 3.2.10. Cho f la mdt ham phdan hinh khdc hang, L la mot

L-ham khdc hing, n,k la cic s6 nguyén duong. Gid sit rang (f7)%
va (L™)*) chia sé 1 CM. Khi dé f =tL, trong dé t* =1, néud =1
va n > 3k + 6.

DPinh ly 3.2.11. Cho f ld mét ham phdn hinh khdc hang, L la mot
L-ham khdc hang, n,m,k ld cdc s6 nguyén duong, k > 2,a,b,c,u €

C,a,b,c,u #0, va S la tdp cac nghiém bic d cia don vi. Gid st hai
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ham (L"(cL™ + u))® va (f7(af™ + b))® chia sé tap S CM, ta nhan

duoc f =tL vdit la mot hang s6 sao cho tmd = C—Z va "4 = Z;l,

néu mot trong hai dieu kién sau théa man: !
1)d=1,n>3k+m+6;
2)d22,n>max{kz+1+4k—’_2m—i_4

,m—l—Z}.
Ddc biet, néua=c, b=u, gcd(n,m)=1vad=1 tht f = L.

Hé qua 3.2.12. Cho f la mét ham phdan hinh khdc hang, L la mot
L-ham khdc hang, n,k la cdc s6 nguyén duong, n > 3k + 9,k > 2.
Néw (f*(f —1)® va (L*(L —1))*) chia sé¢ 1 CM thi f = L.

Dinh 1y 3.2.13. Cho f la mét ham phéin hinh khdc hang, L la mot
L-ham khdc hang, n,m,k la cic s6 nguyén duong, k > 2,5 ld tdp
nghiém bic d cia don vi, va cho Q(z) la mét da thic bac m. Gia si
rang (f*Q(f)N® va (L"Q(L))*) chia s¢ S CM. Khi dé f = L néu
mot trong hai dieu kién sau dudc théa man:

1)d=1,n>3k+m+6 vd 2"Q(z) ld mot da thiic duy nhat cho
cdc ham phan hinh;

4k + 2 4
2)d22,n>max{k+l++m+

d

,m + 2}, va 2"Q(z) la
mot da thiic duy nhat manh cho cdc ham phan hinh.
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Két luan chung

Luan 4n tap trung nghién ctru bai todn x4c dinh duy nhat cho céc
L-ham thudc 16p Selberg S va céc ham phéan hinh trén mit phing
phitic C théng qua viéc chia sé cac tdp hgp htu han va da thic vi
phan.

Ciéc két qua chinh ctia ludn 4n bao gdém:

1. Nghién cttu van dé duy nhat cho L-ham va ham phan hinh cé
hitu han cuc diém thong qua viéc thiét 1ap dieu kién da dé méot da
thitc 1a da thitc duy nhat (Pinh ly 1.2.3). Tt d6, thiét 1ap thanh
cong 16p cac tap xac dinh duy nhat hitu han S chi v6i 5 phan tit cho
cap ham (L, f) (Pinh 1y 1.2.4, Hé qua 1.2.5 va Dinh ly 1.3.2).

2. M6 rong bai todn duy nhéit cho trudng hop tong quat va tbi
wu héa lue luong tdp duy nhat dua trén céc dic tinh gidi tich. Cu
thé, da thiét lap céc dinh 1y duy nhat khi chia sé mot hodc hai tap
hitu han (Pinh 1y 2.1.6 va Pinh 1y 2.1.11) va chiing minh ring
luc luong ciia tap xac dinh duy nhat hitu han S ¢6 thé duge thu gon
déng ké khi ham phan hinh cé cic gia tri khuyét Nevanlinna (Pinh
ly 2.2.1, Hé qua 2.2.2 va Hé qua 2.2.3).

3. Gidi quyét bai toan duy nhat ddi véi céc toan tit vi phan bac
cao. Ludn 4n da x4c 1ap tinh duy nhat cho dao ham cip cao (Pinh
1y 3.2.1 va Dinh 1y 3.2.9) ciing cic cau tric da thiic vi phan phiic
tap dang (f™(af™ +b)® va (f*Q(f))*® (Pinh 1y 3.2.11 va Pinh
ly 3.2.13) khi chiing chia sé tip cdc nghiém cta don vi v6i L-ham.
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Mot sb huéng nghién citu mé rong tiép theo:

1. Nghién cttu mét s6 dang dinh 1y duy nhat méi cho L-ham va
ham phan hinh.

2. Tiép tuc nghién ctru van dé duy nhat cho L-ham va dudng cong
chinh hinh.
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