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Mở đầu

1. Lịch sử nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Phương trình đạo hàm riêng nhiều pha được sử dụng để mô tả các hiện

tượng mà tính chất của chúng phụ thuộc vào hướng. Một ứng dụng tiêu

biểu của lớp phương trình này là bài toán khử nhiễu ảnh thông qua mô

hình truyền nhiệt. Trong khi phương trình truyền nhiệt đẳng hướng, với cơ

chế khuếch tán tuyến tính, thực hiện quá trình làm mịn ảnh một cách đồng

đều và do đó dẫn đến hiện tượng làm mờ các cạnh và biên ảnh, thì phương

trình truyền nhiệt nhiều pha cho phép mô hình hóa quá trình khuếch tán có

chọn lọc theo từng hướng. Cụ thể, các mô hình khuếch tán nhiều pha, chẳng

hạn như phương trình Perona–Malik [36], cho phép tăng cường khuếch tán

trong các vùng ảnh đồng nhất nhằm giảm nhiễu, đồng thời hạn chế khuếch

tán theo phương vuông góc với các cạnh, nơi xảy ra sự thay đổi mạnh về

độ sắc nét, nhờ đó bảo toàn hiệu quả các thông tin quan trọng như cạnh và

biên ảnh. Ngoài ra các phương trình nhiều pha còn được dùng trong phục

chế ảnh. Các phương trình đạo hàm riêng nhiều pha cho phép truyền thông

tin theo những hướng đã có cấu trúc ảnh, chẳng hạn như hướng của các

cạnh, đường biên hoặc hoa văn, qua đó quá trình nội suy ảnh diễn ra một

cách có định hướng, bảo toàn tốt hơn hình dạng và cấu trúc của ảnh gốc.

Ở khía cạnh vật lý và khoa học vật liệu, các phương trình đạo hàm riêng

nhiều pha đóng vài trò quan trọng trong thiết kế vật liệu dị hướng với các

tính chất khác nhau [30].

Bên cạnh các phương trình đạo hàm riêng mang tính địa phương, trong

nhiều mô hình toán học hiện đại còn xuất hiện các phương trình chứa toán

tử không địa phương, nhằm mô tả những hiện tượng có tương tác dài hạn
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hoặc phụ thuộc vào toàn miền, các nhà toán học dành sự quan tâm vào

nghiên cứu các toán tử không địa phương loại elliptic (bao gồm toán tử

Laplacian thứ, p-Laplace phân thứ) trong cả nghiên cứu lý thuyết lẫn ứng

dụng. Các lớp toán tử này phát sinh khá tự nhiên trong nhiều bối cảnh khác

nhau như: Tối ưu hóa, tài chính, sự khuếch tán bất thường, mặt cực tiểu, sự

xáo trộn tinh thể, định luận bảo toàn, cơ học lượng tử, khoa học vật liệu,

sóng nước, phản ứng hóa học của chất lỏng, động lực học dân số, động lực

học về chất lỏng địa vật lý [21, 37]. Các nghiên cứu về phương trình chứa

toán tử không địa phương rất đa dạng, có thể kể ra các hướng chính như:

1. Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của các phương trình đạo hàm riêng

phân thứ.

2. Nghiên cứu tính chất của nghiệm như tính chính quy, tính đối xứng, dáng

điệu tiệm cận của nghiệm, . . . .

3. Sự bùng nổ của nghiệm các phương trình khuếch tán (truyền nhiệt, truyền

sóng).

Trong luận án này, chúng tôi tập trung vào hướng nghiên cứu đầu tiên. Ở

hướng nghiên cứu này, vấn đề nghiên cứu cũng hết sức đa dạng do sự xuất

hiện của nhiều dạng phương trình khác nhau. Bài toán kiểu Kirchhoff xuất

phát từ phương trình kiểu

ρutt −
(p0
h

+
E

2L

∫ L

0
|ux|2dx

)
uxx = 0, (1)

trong đó ρ, L,E, h, p0 là các hằng số với ý nghĩa vật lý nhất định, Kirch-

hoff [42] coi nó như một sự mở rộng của phương trình sóng cổ điển của

D’Alembert dùng để mô tả dao dộng ngang của một sợi dây căng. Tham

khảo thêm trong [32, 63] về bài toán kiểu Kirchhoff cổ điển. Trong [25], Fis-

cella và Valdinoci đưa ra một ý nghĩa vật lý đáng chú ý của phương trình

kiểu Kirchhoff. Xuất phát từ trường hợp một chiều, Họ nhận thấy rằng lực

căng trên sợi dây là một đại lượng không địa phương, do phụ thuộc vào giá

trị trung bình của động năng |ux|2
2 trên [0, L] và nó có tính chất không địa

phương do chuẩn Hs của hàm u trên không gian Sobolev phân thứ.

Phương trình Choquard được cho bởi

−∆v + V (x)v = (Iα ∗ |v|p)|v|p−2v trong RN , p > 2,
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trong đó Iα là thế vị Riesz được xác định với mỗi điểm x ∈ RN \ {0} bởi

Iα(x) =
Aα

|x|N−α ,

với

Aα =
Γ
(
N−α
2

)
Γ
(
α
2

)
πN/22α

, α ∈ (0, N),

trong đó Γ là hàm Gamma. P. Choquard [46] là người đầu tiên nghiên cứu

phương trình Choquard nhằm mô tả một electron dao động xung quanh

vùng quỹ đạo của nó. Phương trình này cũng xuất hiện trong lý thuyết

về polaron ở trạng thái nghỉ [34, 35, 59] cũng như trong các mô hình mô

tả tương tác giữa cơ học lượng tử phi tương đối và hấp dẫn [40, 56, 60].

Trong các công trình Lieb [46] và Lions [47], sự tồn tại của nghiệm yếu cho

phương trình Choquard được nghiên cứu bằng kỹ thuật biến phân, và chủ

đề này được nhiều tác giả sau đó tiếp tục nghiên cứu. Năm 2019, Teng và

Agarwal [74] nghiên cứu sự tồn tại của nghiệm không âm với năng lượng

cực tiểu và sự không tồn tại nghiệm với năng lượng cực tiểu của phương

trình Choquard-Schrödinger-Poisson như sau

(−∆)sv + V (x)v +K(x)ϕtv|v|q−2v = (Iα ∗ |v|p)|v|p−2v trong R3, (2)

trong đó ϕtv(x) = ct
∫
R3

K(y)|v(y)|q

|x− y|3−2t
dy, ct = π−3/22−2tΓ(3− 2t)

Γ(t)
, s, t ∈

(0, 1), p, q > 2 và các thế vị V và K thỏa mãn một số giả thiết phù hợp.

Ý tưởng chính của họ là chứng minh bổ đề về lý thuyết phân rã trên một

dãy các hàm trong không gian Sobolev phân thứ và bổ đề về tính cô đặc

compact. Sử dụng hai bổ đề này và kết hợp với một ánh xạ trung tâm

hạn chế trên đa tạp Nehari liên kết với phương trình (2), họ chỉ ra sự tồn

tại nghiệm với năng lượng cực tiểu cho phương trình trên. Năm 2022, Qin-

Radulescu-Tang [65] nghiên cứu nghiệm với năng lượng cực tiểu của phương

trình Choquard-Pekar

−∆v + V (x)v = (W ∗ F (v))f(v), N ≥ 2, x ∈ RN , (3)

trong đó 0 thuộc phổ của toán tử Schrödinger−∆+V và V là hàm tuần hoàn

với chu kỳ 1. Nghiệm với năng lượng cực tiểu của (3) thu được dưới một giả
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thiết thích hợp của thế vịW và hàm phi tuyến f. Ba nhà toán học trên chứng

minh sự tồn tại nhiều nghiệm bằng cách sử dụng phương pháp biến phân

và bổ đề biến dạng. Chúng tôi giới thiệu công trình của Moroz-Schaftingen

[55] như một tài liệu tổng quan cho phương trình Choquard. Bài toán hai

pha được phát triển từ lý thuyết đàn hồi phi tuyến. Giả sử Du là ma trận

có kích thước N ×N của các gradient, và u : Ω ⊂ RN → RN (N ≥ 2) là độ

dịch chuyển. Tổng năng lượng được biểu diễn bởi I(u) =
∫
Ω

f(x,Du(x))dx,

với f = f(x, ξ) : Ω× RN×N → R là hàm khả lồi theo biến thứ hai và Ω là

miền bị chặn với biên trơn. Chúng tôi xét năng lượng cực tiểu của hàm I

trên tập hoặc không gian nhất định và các tính chất của nghiệm cho trường

hợp này. Trong [81, 82], Zhiko đã mô tả bản chất của một số hiện tượng

liên quan đến hàm phi tuyến I đồng thời giới thiệu một số hàm năng lượng

liên hệ với mô hình Lavrentiev.

Năm 2020, Ambrosio-Radulescu [16] công bố công trình về sự tồn tại

nghiệm yếu của phương trình chứa toán tử hai pha (p, q)-Laplace dạng:

(−∆)spv + (−∆)sqv + V (ζx)(|v|p−2v + |v|q−2v) = f(v) trong RN , (4)

trong đó ζ > 0 là tham số nhỏ, s ∈ (0, 1), 1 < p < q <
N

s
và f là hàm

liên tục với độ tăng mũ dưới hạn trong không gian Sobolev phân thứ và V

thỏa mãn một số điều kiện nhất định. Năm 2022, Zhang-Tang-Radulescu

[78] nghiên cứu phương trình phân thứ hai pha trong trường hợp độ tăng

mũ tới hạn và trên tới hạn trong RN có dạng

(−∆)spv + (−∆)sqv + V (ζx)(|v|p−2v + |v|q−2v) = h(v) + |v|r−2v, (5)

trong đó r = q∗s hoặc r > q∗s và h : R → R là các hàm liên tục. Lưu ý rằng

khi s→ 1−, phương trình (4) trở thành

−∆pv −∆qv + V (ζx)(|v|p−2v + |v|q−2v) = f(v) trong RN , (6)

trong đó ∆rv = div(|∇v|r−2∇v), r ∈ {p, q}. Phương trình

vt = div((|∇v|p−2 + |∇v|q−2)∇(v)) + c(x, v) (7)

liên quan đến việc nghiên cứu phương trình (6) và có nhiều ứng dụng trong

thiết kế phản ứng hóa học, sinh lý học, và vật lý plasma [15, 27]. Hàm
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c(x, u) đặc trưng cho sự hao hụt và gắn liền với nguồn của phương trình đó.

Phương trình Born-Infeld [18, 19, 20], dựa trên một biến phân của mật độ

Maxwell’s Lagrangian và tồn tại trong điện từ học, điện tĩnh học và điện

động học, là nguồn cảm hứng cho phương trình nhiều pha trong RN :

−div

(
∇u

(1− 2|∇u|2)1/2

)
= h(u) trong RN .

Thật vậy, sử dụng khai triển Taylor ta thu được

(1− t)−
1
2 =

∞∑
n=0

(2n)!

4n(n!)2
tn, |t| < 1.

Áp dụng t = 2|∇u|2 vào công thức trước đó, ta thu được toán tử như sau

−∆u−∆4u−
3

2
∆6u− · · · − (2n− 3)!!

(2n− 1)!!
(n− 1)!∆2nu

đây là toán tử xấp xỉ bậc n của −div

(
∇u

(1− 2|∇u|2)1/2

)
.

Trong phương trình (6), khi f là hàm Choquard, Zhang-Zhang-Radulescu

[79] đã nghiên cứu sự nhiều và sự cô đặc nghiệm của phương trình sau:

−ζp∆pv−ζq∆qv+V (x)(|v|p−2v+|v|q−2v) = ζµ−N
( 1

|x|µ
∗F (v)

)
f(v) trong RN ,

trong đó f là hàm khả vi và thế vị V là liên tục và thỏa mãn một số giả

thiết phù hợp. Phương trình hai pha với dạng Choquard được nghiên cứu

bởi Xie-Wang-Zhang [77]:

−∆pv −∆qv + V (x)(|v|p−2v + |v|q−2v) =
( 1

|x|µ
∗ F (v)

)
f(v) trong RN ,

trong đó 1 < p < q < N, 0 < µ < N, hàm thế vị V và hàm f thỏa mãn các

giả thiết phù hợp.

Năm 2024, Ambrosio [9] và Zheng cùng các cộng sự [80] nghiên cứu sự

nhiều nghiệm và sự cô đặc nghiệm cho bài toán:

(−∆)spv + (−∆)sqv + V (ζx)(|v|p−2v + |v|q−2v) =

(
1

|x|µ
∗ F (v)

)
f(u), (8)

trong đó V thỏa mãn các điều kiện sau:
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(V1) Tồn tại hàm thực dương V0 sao cho V (x) ≥ V0 với mọi x ∈ RN ;

(V2) Tồn tại một tập bị chặn Λ ⊂ RN sao cho

V0 = min
x∈Λ

V (x) < min
x∈∂Λ

V (x).

Chú ý rằng

M := {x ∈ Λ : V (x) = V0} ̸= ∅.

Ambrosio đã chứng minh sự tồn tại và nhiều nghiệm của (8) bằng phương

pháp phạt, lý thuyết Ljusternik-Schnirelmann, và phương pháp biến phân.

So với bài toán được đưa ra trong luận án, giả thiết về V và f là khác nhau.

Hơn nữa, ta không sử dụng phương pháp phạt do điều kiện của thế vị V.

Phương trình

(−∆)spv + V (ζx)|v|p−2v = (
1

|x|µ
∗ F (v))f(v) trong RN , (9)

được nghiên cứu bởi Ambrosio trong [6]. Ngoài ra, khi p = 2, năm 2020,

Chen-Li-Yang [22] nghiên cứu sự tồn tại nhiều nghiệm và sự cô đặc nghiệm

cho phương trình:

ζ2s(−∆)sv + V (x)v = ζµ−N
( 1

|x|µ
∗ F (v)

)
f(v) + |v|2∗s−2v trong RN , (10)

trong đó V thỏa mãn điều kiện (V ) và f thỏa mãn các giả thiết thích hợp.

Trong phương trình (9), khi s → 1−, ta thu được phương trình p-Laplace

dạng

−ζp∆pv + V (ζx)|v|p−2v = (
1

|x|µ
∗ F (v))f(v) trong RN . (11)

Theo giả thiết (V1), (V2) và hàm phi tuyến f là khả vi, Alves-Yang [14]

đã chứng minh rằng (11) có ít nhất một catMδ
(M) nghiệm yếu dương

thông qua phương pháp phạt và lý thuyết Ljusternik-Schnirelmann, trong

đó Mδ = {x ∈ RN : dist(x,M) ≤ δ}, δ > 0. Năm 2020, Liu-Yang-Chen

[48] chỉ ra sự tồn tại vô hạn nghiệm nút cho phương trình Choquard với số

mũ tới hạn kép như sau

−∆u+ u = (Iα ∗ F (u))F ′(u) trong RN , (12)
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trong đó N ≥ 3. Hàm phi tuyến F =
|u|p

p
+

|u|q

q
, với p =

N + α

α
và

q =
N + α

N − 2
. Dựa trên phương pháp nhiễu và các tập bất biến, họ chỉ ra

phương trình (12) có vô số nghiệm đổi dấu. Năm 2024, Liu và Perera [45]

nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu cho bài toán hai pha trong RN có dạng

−∆pu − ∆qu = λh(x)|u|r−2u + g(x)|u|p∗−2u, thông qua nguyên lý cô đặc

compact của Lions, với 1 < q ≤ p < r < p∗. Một số kết quả về bài toán hai

pha với điều kiện kiểu Berestycki-Lions type cho hàm phi tuyến tính, độc

giả có thể xem thêm trong [10, 11].

Một phương trình Schrödinger kỳ dị có dạng

−div(|∇u|N−2∇u) + V (x) |u|N−2 u =
f(x, u)

|x|η
, x ∈ RN , (13)

trong đó N ≥ 2, 0 ≤ η < N , V : RN → R là hàm liên tục, f(x, s) liên

tục trong RN ×R. Khi η = 0, phương trình (13) là phương trình elliptic cổ

điển không chứa kỳ dị được nghiên cứu lần đầu bởi Cao [23] năm 1992 cho

trường hợp N = 2. Khi 0 < η < N , phương trình (13) trở thành phương

trình elliptic với kỳ dị. Năm 2010, Yang [2] chứng minh được sự tồn tại

nghiệm không tầm thường của phương trình dạng:

−div(|∇u|N−2∇u) + V (x) |u|N−2 u =
f(x, u)

|x|η
+ εh(x), x ∈ RN (14)

với η > 0. Khi đó, V là hàm liên tục thỏa mãn các điều kiện sau

(V1) V (x) ≥ V0 > 0 với mọi x ∈ RN ;

(V2) Với mỗi c > 0, ta có means
({
x ∈ RN : V (x) ≤ c

})
< ∞, trong đó

means là một độ đo Lebesgue trong RN .

f : RN × R → R là hàm không tuyến tính thỏa mãn:

(H1) Tồn tại ba hằng số dương α0, b1, b2 > 0 sao cho

|f(x, τ)| ≤ b1 |τ |N−1 + b2ΦN,1(α0 |τ |N/(N−1))

với mọi (x, τ) ∈ RN × R+, trong đó ΦN,1(y) = ey −
∑N−2

i=0
yj

j! .

(H2) Tồn tại µ > N sao cho với mọi x ∈ RN và τ > 0,

0 < µF (x, τ) ≡ µ

∫ τ

0
f(x, t)dt ≤ τf(x, τ).
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(H3) Tồn tại hằng số R0,M0 > 0 sao cho với mọi x ∈ RN và τ > R0,

F (x, τ) ≤M0f(x, τ).

Họ đã thiết lập một bất đẳng thức kiểu Trudinger–Moser suy biến và sử

dụng nó cùng với các phương pháp biến phân để chứng minh sự tồn tại

nghiệm yếu cho phương trình (14).

Năm 2015, Li and Yang [50] nghiên cứu phương trình dạng Kirchhoff-

Schrödinger như sau:

M

(∫
RN

(|∇u|N + V (x) |u|N)dx
)
(−div(|∇u|N−2∇u)u+ V (x) |u|N−2 u)

= λA(x) |u|p−2 u+ f(u), x ∈ RN , (15)

u ∈ W 1,N(RN), 1 < p < N , hàm Kirchhoff M(s) = sk, k > 0, hàm thế vị

V : RN → (0,∞) là hàm liên tục bị chặn dưới bởi hằng số dương và có giới

hạn dương vô cực khi |x| → ∞, λ > 0 là tham số thực, A(x) là hàm dương

trong L
N

N−p (RN) và f(t) thỏa mãn điều kiện về độ tăng mũ. Theo nguyên lý

biến phân của Ekeland và Định lý Vượt núi, họ chỉ ra sự tồn tại của ít nhất

hai nghiệm trong W 1,N(RN) của phương trình (15). Furtato và Zanata [26]

nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán:

M

(∫
R2

(|∇u|2 + b(x)u2)dx

)
(−∆u+ V (x)u) = A(x)f, x ∈ R2, (16)

trong đóM(t) là hàm số dạng Kirchhoff, V có thể nhận giá trị âm và không

có giới hạn +∞ khi |x| → ∞, A bị chặn địa phương và f có độ tăng mũ

tới hạn. Khi M ≡ 1, họ đã sử dụng các phương pháp biến phân và một bất

đẳng thức kiểu Trudinger-Moser để thu được kết quả mới cho phương trình

Schrödinger cổ điển bằng cách đưa ra ước lượng mới về mức vượt núi dựa

vào một số giả thiết phù hợp của hàm phi tuyến.

Năm 2020, Thin [70] mở ra hướng nghiên cứu về sự tồn tại nghiệm cho

phương trình kỳ dị chứa toán tử p-Laplace phân thứ trong RN với dạng

Lspu(x) + V (x) |u|p−2 u =
f(x, u)

|x|γ
, (17)

trong đó γ ∈ [0, N), s ∈ (0, 1), Lsp là toán tử p-Laplace phân thứ được định
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nghĩa bởi

Lspφ(x) = 2 lim
ϵ→0+

∫
RN\Bϵ(x)

|φ(x)− φ(y)|p−2 (φ(x)− φ(y))K(x− y)dy

với x ∈ RN , φ là hàm đủ trơn và K : RN \ {0} → R+ là hàm đo được. V

thỏa mãn các điều kiện như bài toán (14), K, f thỏa mãn:

(K1) ηK ∈ L1(RN), trong đó η(x) = min {|x|p , 1}.

(K2) Tồn tại k0 > 0 sao cho K(x) ≥ k0 |x|−2N với mọi x ∈ RN \ {0},
Bε(x) =

{
y ∈ RN : |x− y| < ε

}
.

(f1) Tồn tại các hằng số α0 ∈ (0, β∗), 0 < β∗ < α∗, b1, b2 > 0 sao cho hàm

phi tuyến liên tục f : RN × R → R thỏa mãn

|f(x, t)| ≤ b1 |t|p−1 + b2ΦN,s(α0 |t|N/(N−s)),

với mọi (x, t) ∈ RN × R, trong đó ΦN,s(y) = ey −
∑jp−2

i=0
yj

j! , jp =

min {j ∈ N : j ≥ p} .

(f2)
′ Tồn tại một hăng số µ > N

s sao cho

f(x, t)t− µF (x, t) ≥ −ρ |t|N/s ,

với mọi (x, t) ∈ RN × R, ρ ≥ 0 và F (x, t) =
∫ t
0 f(x, τ)dτ .

(f3) Tồn tại một hằng số B > 0 thỏa mãn lim supt→0
F (x,t)

|t|N/s < B đều theo

x ∈ RN , với m0s
N −BA

−N/s
N/s,γ > 0.

(f4)
′ Tồn tại γ1 > 0 đủ lớn và γ2 ≥ 0 sao cho với mọi (x, t) ∈ RN ×R, ta có

F (x, t) ≥ γ1 |t|µ − γ2 |t|N/s .

Năm 2022, Zhang, Tang và Zhang [84] nghiên cứu phương trình elliptic kiểu

Kirchhoff:{
−M

(
∥∇u∥NN

)
div(|∇u|N−2∇u) = f(x, u), trong Ω,

u = 0, trên ∂Ω,
(18)

trong đó Ω ⊂ RN(N ≥ 2) là miền bị chặn với biên trơn, hàm Kirchhoff

M : R+ → R+, f(x, s) có độ tăng mũ tới hạn. Áp dụng Định lý Vượt
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núi, họ thu được nghiệm với năng lượng cực tiểu kiểu Nehari của bài toán.

Bên cạnh đó, từ một số ước lượng mới, họ chứng minh được sự tồn tại

nghiệm không tầm thường của phương trình (18). Áp dụng bất đẳng thức

Trudinger-Moser, điều kiện hình học của Định lý Vượt núi và ước lượng

kiểu Min-max, S. Deng và S. Xiong [28] chứng minh sự tồn tại nghiệm với

năng lượng cực tiểu cho bài toán Kirchhoff-Choquard phân thứ chứa toán

tử N/s-Laplacian dạng M

(∫∫
R2N

|u(x)−u(y)|
N
s

|x−y|2N
dxdy

)
LsN/su = (Iµ ∗ F (u))f(u) trong RN

u = 0 trên RN \ Ω
,

(19)

trong đó Ω là miền bị chặn với biên Lipschitz trong RN và N ≥ 1, hàm

Kirchhoff M liên tục, Iµ = |x|µ−N với µ ∈ (0, N), F (t) =
∫ t
0 f(τ)dτ, f là

hàm liên tục với độ tăng mũ tới hạn. Bên cạnh đó,

(Iµ ∗ F (u))(x) =
∫
RN

F (u(y))

|x− y|µ
dy.

Năm 2022, Kratou [41] sử dụng phương pháp phân hoạch đa tạp Nehari

để nghiên cứu bài toán dạng Kirchhoff chứa toán tử p-Laplace phân thứ

trong Ω ⊂ RN dạng: M
(∫

R2N
|u(x)−u(y)|p

|x−y|N+sp dxdy
)
Lspu = λa(x) |u|q−2 u+ 1−α

2−α−βc(x) |u|
−α |v|1−β

M
(∫

R2N
|v(x)−v(y)|p

|x−y|N+sp dxdy
)
Lspv = µb(x) |v|q−2 v + 1−α

2−α−βc(x) |u|
1−α |v|−β

,

(20)

trong đó Ω là miền bị chặn với biên trơn, N > ps, s ∈ (0, 1), 0 < α < 1,

0 < β < 1, 2 − α − β < p ≤ pθ < q < p∗s, p
∗
s = Np

N−sp là số mũ Sobolev

phân thứ, α, µ là các tham số, a, b, c ∈ C
(
Ω
)
là các hàm trọng số không

âm, M(t) = k + ltθ−1, k > 0, l, θ ≥ 1.

Cùng năm đó, Yanjun và Chungen [51] nghiên cứu sự tồn tại nghiệm với

năng lượng cực tiểu cho phương trình kiểu Kirchhoff-Schrödinger kỳ dị với

hàm phi tuyến có độ tăng mũ trong RN như sau:

M

(∫
RN

|∇u|N + V (x) |u|N dx
)(

−∆Nu+ V (x) |u|N−2 u
)
=
f(x, u)

|x|η
,

(21)
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trong đó N ≥ 2, 0 < η < N , ∆Nu = div(|∇u|N−2∇u). V là hàm liên

tục bị chặn dưới bởi một số dương, f(x, t) có độ tăng mũ tới hạn. Đặt

M(t) =
∫ t
0 M(s)ds và giả sử M : R+ → R+ là hàm liên tục với M(0) = 0

và thỏa mãn các điều kiện sau:

(m1) với mọi d > 0, tồn tại κ := κ(d) > 0 sao cho M(t) > κ, ∀t ≥ d,

(m2) với mọi t1, t2 ≥ 0, ta có

M(t1 + t2) ≥ M(t1) +M(t2),

(m3) tồn tại θ > 1 sao cho M(t)
tθ−1 là tăng trong (0,∞).

Từ điều kiện (m3), ta có θM(t) −M(t)t ≥ 0,∀t ≥ 0. Hơn nữa, với mọi

(x, t) ∈ RN × (−∞, 0] , f(x, t) = 0 và ta giả sử rằng f thỏa mãn các điều

kiện sau:

(H ′
1) Tồn tại các hằng số dương t0 và M0 sao cho

0 < F (x, t) :=

∫ t

0
f(x, s)ds ≤M0f(x, t), ∀(x, t) ∈ RN × [t0,+∞) .

(H ′
2) Tồn tại α0, c1, c2 > 0 sao cho với mọi (x, t) ∈ RN × R+,

f(x, t) ≤ c1 |t|θN−1 + c2

[
eα0|t|

N
N−1 − SN−2(α0, t)

]
,

trong đó

SN−2(α0, t) =
N−2∑
k=0

αk0 |t|
kN
N−1

k!
.

(H ′
3) (Điều kiện Ambrosetti-Rabinowitz) Tồn tại µ > θN sao cho

0 < µF (x, t) ≤ tf(x, t), F (x, t) =

∫ t

0
f(x, τ)dτ,

trong đó x ∈ RN , t ∈ R+.

(H ′
4) lim supt→0+

NF (x,t)

|t|θN
<M(1)λη đều trong RN .

(H ′
5) Tồn tại q > θN và Cq sao cho f(x, t) > Cqt

q−1 với mọi (x, t) ∈ RN ×
(0,∞), trong đó

Cq := inf

{
C > 0 : qM(tNSNq )−NCtq ≤ qM

(((
1− η

N

) αN
α0

)N−1
)}

.

11



(H ′
6)

f(x,t)
tθN−1 tăng ngặt khi t > 0.

Kết hợp phương pháp biến phân và ước lượng mức vượt núi, họ thu được

nghiệm với năng lượng cực tiểu của bài toán (21).

Năm 2023, Zhang, Han và Thin [85] sử dụng Định lý Vượt núi để chứng

minh sự tồn tại nghiệm cho phương trình kiểu Schrödinger-Kirchhoff chứa

toán tử p-Laplace phân thứ dạng

M

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy +

∫
RN

V (x) |u(x)|p dx
)

×
(
Lspu(x) + V (x) |u|p−2 u

)
= K(x)f(x, u), (22)

trong đó M là hàm Kirchhoff liên tục, 0 < s < 1 < p < ∞, sp = N , f là

hàm số liên tục trong RN ×R với độ tăng mũ tới hạn, K, V là các hàm liên

tục dương thỏa mãn các điều kiện thích hợp.

Năm 2024, áp dụng phương pháp biến phân và lý thuyết phạm trù

Ljusternik-Schnirelmann, Deng, Tian và Xiong [29] thu được kết quả về sự

tồn tại nhiều nghiệm và cô đặc nghiệm cho phương trình Choquard trong

RN có dạng

−εNdiv(|∇u|N−2∇u) + V (x) |u|N−2 u = εµ−N(Iµ ∗ F (u))f(u), (23)

trong đó N ≥ 3, div(|∇u|N−2∇u) là toán tử N−Laplacian, ε là tham số

dương, f có độ tăng mũ tới hạn.

Năm 2024, Eddine, Ragusa và Repovš [31] đã nghiên cứu sự tồn tại nghiệm

yếu của bài toán biên Dirichlet chứa toán tử p-Laplace nhiều pha trên miền

bị chặn. Họ đã thiết lập Nguyên lý cô đặc compact cho một dãy hội tụ yếu

trong không gian Sobolev với số mũ hàm.

Xuất phát từ các nghiên cứu trên, chúng tôi thấy một số vấn đề mở cần

được khám phá thêm như sau:

Vấn đề mở 1: Năm 2020, Chen-Li-Yang [22] nghiên cứu sự tồn tại nghiệm

của phương trình Choquard (10) chứa toán tử Laplace phân thứ và số mũ

tới hạn |v|2∗s−2v. Ambrosio [6] nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương

trình Choquard chứa toán tử p-Laplace phân thứ (9). Hơn nữa [9] và Zheng

cùng các cộng sự [80] nghiên cứu sự nhiều nghiệm và sự cô đặc nghiệm cho
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phương trình Choquard chứa toán tử (p, q)-Laplace phân thứ (8). Do đó

một vấn đề tự nhiên là mở rộng kết quả của Chen-Li-Yang [22], Ambrosio

[6] cho phương trình Choquard phân thứ nhiều pha với số mũ tới hạn.

Vấn đề mở 2: Thìn [70] nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương

trình kỳ dị (17) chứa toán tử p-Laplace phân thứ với độ tăng mũ, Yanjun

và Chungen [51] nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của bài toán kiểu Kirchhoff

với kỳ dị (21) chứa toán tử p-Laplace với độ tăng mũ. Vấn đề tự nhiên là

mở rộng kết quả của Thìn [70] cho phương trình kiểu Kirchhoff.

Trong luận náy này, xuất phát từ mặt khoa học và ứng dụng thực tế của

các lớp toán tử không địa phương và phương trình đạo hàm riêng nhiều pha,

chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại và cô đặc nghiệm của một số lớp phương

trình elliptic chứa toán tử p-Laplace phân thứ. Chúng tôi hy vọng rằng sự

kết hợp của các mô hình này sẽ mô tả được nhiều hệ thống vật lý, sinh học,

hóa học hơn. Chúng tôi cố gắng giải quyết Vấn đề mở 1 và 2. Cụ thể,

luận án nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của các phương trình phân thứ

sau:

1. Phương trình Choquard phân thứ nhiều pha

m∑
i=1

((−∆)spiu+ η1|u|pi−2u) = η22[
1

|x|µ
∗H1(u)]h1(u) + η3h2(u),

trong đó hàm phi tuyến có độ tăng mũ kiểu Trudinger-Moser. Hơn nữa,

chúng tôi cũng nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình Choquard

phân thứ nhiều pha với độ tăng tới hạn

m∑
i=1

(−∆)spiv + γ1

m∑
i=1

|v|pi−2v

= γ22λ
[ 1

|x|µ
∗ F (v)

]
f(v) + (v+)q

∗
s−2v+. (Pγ1,γ2)

Sự tồn tại nghiệm của (Pγ1,γ2) làm cơ sở trong chứng minh sự tồn tại nghiệm

của phương trình tiếp theo sau đây.

2. Phương trình không ô-tô-nôm nhiều pha Choquard chứa toán tử phân
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thứ
m∑
i=1

(−∆)spiv +
m∑
i=1

V (ζx)|v|pi−2v

= λ

(
1

|x|µ
∗Q(ζy)F (v)

)
Q(ζx)f(v) + (v+)q

∗
s−2v+, v+(x) = max{v(x), 0}.

3. Cuối cùng, chúng tôi xét phương trình Kirchhoff-Schrödinger phân thứ

nhiều pha với kỳ dị trên RN như sau:

T∑
i=1

Mi

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|pi Ki(x− y)dxdy +

∫
RN

V (x) |u(x)|pi dx
)

× (Lspiu(x) + V (x) |u|pi−2 u) =
f(x, u)

|x|γ
.

Sự lựa chọn đề tài “Sự tồn tại và cô đặc nghiệm của một số lớp

phương trình elliptic chứa toán tử p-Laplace phân thứ" của chúng

tôi nhằm làm phong phú thêm các kết quả về sự tồn tại nghiệm yếu của

phương trình đạo hàm riêng chứa toán tử p-Laplace phân thứ.

2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu

Trong luận án này, mục đích của chúng tôi là chứng minh sự tồn tại nghiệm

yếu và vấn đề cô đặc của nghiệm cho một số phương trình đạo hàm riêng

phân thứ nhiều pha.

Đối tượng nghiên cứu của chúng tôi là phương trình phân thứ nhiều pha,

không gian Sobolev phân thứ.

3. Tổng quan về luận án

a) Đối với vấn đề nghiên cứu thứ nhất, chúng tôi đã:

- Chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình của các phương trình

(1.18) và (1.36). Kết quả chính của chương này là Định lý 1.2.5 và Định lý

1.3.3. Để chứng minh các kết quả này, trước hết chúng tôi chứng minh rằng

phiếm hàm năng lượng của bài toán tương ứng thỏa mãn điều kiện hình

học của Định lý vượt núi. Từ đó suy ra tồn tại dãy (PS) với mức vượt núi

được ước lượng. Tiếp theo sử dụng tiêu chuẩn compact kiểu Lions, chúng

tôi chỉ ra rằng giới hạn yếu của dãy (PS) là nghiệm yếu không tầm thường

của bài toán đã cho.

b) Đối với vấn đề thứ hai:
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- Chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu và sự cô đặc của nghiệm cho

phương trình (2.1). Các kết quả chính của chương này là Định lý 2.2.4 và

Định lý 2.2.5. Định lý 2.2.4 cho thấy sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán

không ô-tô-nôm (2.1) khi ζ đủ nhỏ và cực đại toàn cục của nghiệm cô đặc

quanh cực tiểu toàn cục của thế vị V và cực đại toàn cục của thế vị Q. Định

lý 2.2.5 nói rằng dãy nghiệm của bài toán (2.1) sau phép đổi biến tịnh tiến

sẽ hội tụ tới nghiệm của bài toán giới hạn. Trong [6], [9], [22] và [80] không

có các kết quả kiểu này. Do đó kết quả này của chúng tôi là mới. Phương

trình (2.1) chứa số mũ tới hạn và khuyết tính compact của phép nhúng

trong không gian Sobolev phân thứ, điều này gây khó khăn cho chúng ta

trong việc nghiên cứu tồn tại nghiệm yếu cũng như giới hạn của dãy nghiệm

yếu. So sánh với kết quả của Chen-Li-Yang, Ambrosio, Định lý 2.2.4 khi

m = 1, phương trình (2.1) của chúng tôi chứa hai thế vị V và Q, trong khi

bài toán mà Chen-Li-Yang [22], Ambrosio [6] xét chỉ chứa một thế vị V. Do

đó kết quả của chúng tôi là mới trong trường hợp m = 1. Hiện cũng chưa có

các kết quả cho m ≥ 2 của phương trình (2.1). Các kết quả của Ambrosio

[9], Zheng cùng các cộng sự [80] nghiên cứu sự nhiều nghiệm và sự cô đặc

nghiệm cho bài toán (8). Bài toán này không có số hạng tới hạn |u|q∗s−2u.

Hơn nữa giả thiết của hàm thế vị V thỏa mãn điều kiện (V1) và (V2), khác

với giả thiết của V trong kết quả của chúng tôi, dẫn đến họ dùng phương

pháp chặt cụt hàm phi tuyến để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm. Do đó kết

quả của chúng tôi là độc lập với kết quả của họ.

c) Đối với vấn đề thứ 3:

- Đầu tiên, chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu cho phương trình

(3.1). Kết quả đầu tiên là Định lý 3.1.11. Với các điều kiện trên thế vị V,

ta có phép nhúng compact từ không gian nghiệm W vào Lq(RN , |x|−γ) là

với mọi q ≥ N

s
. Từ đó ta chứng minh được tính compact của dãy (PS) và

giới hạn yếu của nó là nghiệm của bài toán đã cho. Định lý 3.1.11 là mở

rộng kết quả của Thìn [70]. Trong trường hợp hàm phi tuyến có độ tăng

trên tới hạn, chúng tôi thu được Định lý 3.2.4 về sự tồn tại nghiệm yếu của

phương trình (3.20). Để chứng minh kết quả này, chúng tôi giới thiệu hàm

cải biên, để đưa bài toán về trường hợp tới hạn. Tiếp theo, chúng tôi thiết
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lập ước lượng L∞ cho nghiệm và chứng minh nghiệm của bài toán cải tiến

với hàm cải biên đề xuất (3.25) là nghiệm của bài toán (3.20). Các kết quả

của chương này đang được công bố trong [75]. Theo hiểu biết của chúng

tôi, hiện chưa có bất kỳ kết quả nào cho sự tồn tại nghiệm yếu của phương

trình p-Laplacian phân thứ với độ tăng mũ trên tới hạn. Do đó, kết quả của

chúng tôi góp phần bổ sung, làm phong phú thêm vấn đề tồn tại nghiệm cho

phương trình phân thứ nhiều pha với độ tăng mũ kiểu Trudinger-Moser.

4. Phương pháp và công cụ nghiên cứu

Luận án sử dụng phương pháp biến phân để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm

yếu của các phương trình đặt ra. Đây là phương pháp nghiên cứu hiệu quả

đã được các nhà toán học trong và ngoài nước sử dụng để nghiên cứu tồn

tại nghiệm yếu của các phương trình đạo hàm riêng.

Hơn nữa, luận án sử dụng các phương pháp nghiên cứu lý thuyết như

phân tích, tổng hợp, phân loại và hệ thống hóa lý thuyết. Cụ thể, chúng

tôi phân tích, tổng hợp các kết quả của các tác giả đã công bố theo hướng

nghiên cứu của đề tài, từ đó phân loại ra các chủ đề mà các tác giả trong

và ngoài nước đang quan tâm, nghiên cứu. Tiếp theo chúng tôi hệ thống

hóa các chủ đề, kỹ thuật mà các tác giả đã sử dụng. Qua đó chúng tôi phát

hiện ra các câu hỏi mở, các vấn đề cần cải tiến, các vấn đề mới làm vấn đề

nghiên cứu trong luận án.

5. Cấu trúc luận án

Luận án bao gồm mở đầu, ba chương luận án, kết luận và tài liệu tham

khảo.

Chương 1: Sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán phân thứ nhiều pha trong

RN . Trong chương này, chúng tôi trình bày về tồn tại nghiệm yếu của phương

trình của các phương trình (1.18) và (1.36). Kết quả chính của chương này

là Định lý 1.2.5 và Định lý 1.3.3. Các kết quả của chương này được công bố

trong [76] và [62, Định lý 5].

Chương 2: Sự cô đặc của nghiệm cho phương trình Choquard phân thứ

nhiều pha trong RN với thế vị cạnh tranh. Các kết quả chính của chương

này là Định lý 2.2.4 và Định lý 2.2.5. Ngoài các kết quả chính, chúng tôi

trình bày chi tiết các bổ đề dùng để chứng minh các kết quả chính. Các kết
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quả của chương này được công bố trong [62].

Chương 3: Sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình kiểu Kirchhoff-Schröd-

inger phân thứ nhiều pha trong RN với độ tăng mũ. Các kết quả chính của

chương này là Định lý 3.1.11 và Định lý 3.2.4. Các kết quả này được công

bố trong [75].

Ngoài việc công bố trên các tạp chí, các kết quả chính của luận án đã

được báo cáo tại:

• Seminar của Bộ môn Giải tích và Toán ứng dụng, Khoa Toán, Trường

Đại học Sư phạm, Đại học Thái Nguyên.

• Hội nghị quốc tế về Hình học và Đại số được phối hợp tổ chức giữa

Trường Đại học Sư phạm- ĐHTN và Viện nghiên cứu cao cấp về Toán.
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Chương 1

Sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán

phân thứ nhiều pha trong RN

1.1 Một số kiến thức chuẩn bị

Định nghĩa 1.1.1. Cho Ω là tập mở trong RN và 1 ≤ p < ∞. Ta định

nghĩa không gian Lp(Ω) là không gian các hàm f đo được trên Ω thỏa mãn

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

<∞.

Định nghĩa 1.1.2. Cho s ∈ (0, 1) và 1 ≤ p < ∞, không gian Sobolev

phân thứ W s,p(RN) được định nghĩa là tập hợp các hàm u ∈ Lp(RN) sao

cho:

[u]W s,p(RN ) :=

(∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dx dy

)1/p

<∞.

Khi đó, ta định nghĩa:

W s,p(RN) :=
{
u ∈ Lp(RN)

∣∣ [u]W s,p(RN ) <∞
}
.

Không gian này được trang bị chuẩn sau:

∥u∥W s,p(RN ) :=
(
∥u∥pLp(RN ) + [u]pW s,p(RN )

)1/p
.

Với p = 2, ta ký hiệu

Hs(RN) :=W s,2(RN).
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Với mỗi γ > 0, ta sử dụng một chuẩn khác trên W s,pi(RN) như sau

∥u∥γ,W s,pi(RN ) =
(
γ∥u∥piLpi(RN ) + [u]piW s,pi

)1/pi
, i ∈ {1, . . . ,m}.

Ký hiệu W = ∩mi=1W
s,pi(RN), khi đó W không gian Banach với hai chuẩn

tương đương

||u||W =
m∑
i=1

||u||W s,pi(RN ) ; ||u||γ,W =
m∑
i=1

||u||γ,W s,pi(RN ).

Khi đó, ta có thể định nghĩa hằng số tối ưu Aν,γ > 0 dạng

Aν,γ = inf
u̸=0,u∈W s,N/s(RN )

∥u∥γ,W
∥u∥Lν(RN )

,

với mọi ν ∈ [Ns ,+∞). Hơn nữa, bất đẳng thức sau đúng

∥u∥Lν(RN ) ≤ A−1
ν,γ∥u∥γ,W với mọi u ∈W. (1.1)

Định nghĩa 1.1.3. Cho u : RN → R, các số thực s ∈ (0, 1), pi > 1 với

i = 1, . . . ,m, toán tử pi-Laplace phân thứ được định nghĩa (sai khác một

hằng số chuẩn hóa) bởi:

(−∆)spiu(x) := 2 lim
ε→0+

∫
RN\Bε(x)

|u(x)− u(y)|pi−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+spi
dy,

trong đó Bε(x) là hình cầu bán kính ε tâm tại x ∈ RN .

Toán tử phân thứ nhiều pha được định nghĩa bởi
∑m

i=1(−∆)spiu(x).

Định nghĩa 1.1.4. Cho hai hàm f, g : RN → R, tích chập của f và g

được định nghĩa là:

(f ∗ g)(x) :=
∫
RN

f(x− y)g(y) dy.

Trong bài toán Choquard

(K ∗ F )(x) =
∫
RN

K(x− y)F (y) dy,

nếu đặt K(x) = 1
|x|µ thì

(K ∗ F )(x) =
∫
RN

F (y)

|x− y|µ
dy.
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Định nghĩa 1.1.5. Cho hai không gian Banach X và Y và một ánh xạ

F : X → Y . Ta nói rằng F khả vi theo nghĩa Fréchet tại điểm x0 ∈ X nếu

tồn tại một ánh xạ tuyến tính liên tục A : X → Y sao cho:

lim
∥h∥X→0

∥F (x0 + h)− F (x0)− A(h)∥Y
∥h∥X

= 0

Khi đó, A được gọi là đạo hàm Fréchet của F tại x0, và ký hiệu là

F ′(x0) = A. Nếu F khả vi tại mọi x ∈ X thì ta nói F khả vi trên X. Tập

tất các các ánh xạ khả vi Fréchet từ X vào Y ký hiệu là C1(X, Y ).

Định nghĩa 1.1.6. Cho phiếm hàm J ∈ C1(X,R) trên không gian Banach

X. Đa tạp Nehari được định nghĩa bởi

N =
{
u ∈ X \ {0} : < J ′(u), u >= 0

}
.

Nói cách khác, nếu đặt ϕu(t) = J(tu) thì u ∈ N ⇐⇒ ϕ′u(1) = 0.

Điều kiện Palais-Smale. Giả sử W là không gian Banach và I là hàm

trong C1(W,R). Khi đó I thỏa mãn điều kiện compact Palais-Smale tại mức

c ∈ R nếu với mọi dãy {vj}j∈N trong W sao cho I(vj) → c và

sup
∥ϕ∥W=1

| < I ′(vj), ϕ > | → 0,

khi đó tồn tại một dãy con sao cho dãy con đó hội tụ mạnh trong W.

Chú ý rằng dãy {vj}j∈N trong W thỏa mãn I(vj) → c và

sup
∥ϕ∥W=1

| < I ′(vj), ϕ > | → 0,

được gọi là dãy (PS) mức c ∈ R.

Định lý 1.1.7 (Định lý Vượt núi). [22] Cho X là không gian thực Banach

và J ∈ C1(X,R). Khi đó giả sử:

1. Điều kiện hình học:

(a) Tồn tại ρ > 0 và α > 0 sao cho nếu ∥u∥ = ρ thì J(u) ≥ α.

(b) Tồn tại e ∈ X với ∥e∥ > ρ sao cho J(e) < 0.

2. Điều kiện Palais–Smale: Mọi dãy (un) ⊂ X với J(un) → c và

J ′(un) → 0, tồn tại một dãy con hội tụ trong X.
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Khi đó, tồn tại u ∈ X sao cho J ′(u) = 0 và

J(u) = c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

trong đó Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}. Giá trị c được gọi

là mức vượt núi.

Định lý 1.1.8 (Bất đẳng thức Trudinger–Moser phân thứ). [70] Cho s ∈
(0, 1) và sp = N . Khi đó, với mọi 0 ≤ α < α∗

s,N ,

sup
u∈W s,p(RN )

∥u∥Ws,p(RN )≤1

∫
RN

ΦN,s

(
α |u|

N
N−s

)
dx < +∞,

trong đó ΦN,s(t) = et −
∑ jp−2

i=0
ti

i! ; jp := min{ j ∈ N : j ≥ p }.
Hơn nữa, với α > α∗

s,N ,

sup
u∈W s,p(RN )

∥u∥Ws,p(RN )≤1

∫
RN

ΦN,s

(
α |u|

N
N−s

)
dx = +∞.

Bổ đề 1.1.9 (Bất đẳng thức Simon). [64]

|ξ − η|p

≤


cp
(
(|ξ|p−2ξ − |η|p−2η) · (ξ − η)

)
, khi p ≥ 2,

Cp
[
(|ξ|p−2ξ − |η|p−2η) · (ξ − η)

]p/2
(|ξ|p + |η|p)(2−p)/2 , khi 1 < p < 2,

với mọi ξ, η ∈ RN , trong đó cp và Cp là các hằng số dương chỉ phụ thuộc

vào p.

Các bổ đề sau đây cung cấp những công cụ giải tích quan trọng liên quan

đến tính compact của các dãy hàm, các bất đẳng thức nhúng Sobolev và

các ước lượng tích phân không địa phương, đóng vai trò thiết yếu trong các

chứng minh ở các phần tiếp theo.

Bổ đề 1.1.10. [6] Giả sử N > ps. Nếu {vn} là dãy bị chặn trong W s,p(RN)

và limn→∞ supy∈RN

∫
BR(y)

|vn|pdx = 0, trong đó R > 0, thì vn → 0 trong

Lt(RN) với mọi t ∈ (p, p∗s), p
∗
s =

Np
N−ps .
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Bổ đề 1.1.11. [6] Cho v ∈ W s,p(RN) và ϕ ∈ C∞
0 (RN) sao cho 0 ≤ ϕ ≤

1, ϕ = 1 trong B1(0) và ϕ = 0 trong RN \B2(0). Đặt ϕr(x) = ϕ(
x

r
). Khi đó

lim
r→∞

[vϕr − v]s,p = 0 và lim
r→∞

|vϕr − v|Lp(RN ) = 0.

Bổ đề 1.1.12. [6] Cho w ∈ Ds,p(RN) và {wn} ⊂ Ds,p(RN) là một dãy bị

chặn sao cho wn → 0 trong RN và [wn]s,p ≤ C với mọi n, trong đó C hằng

số dương. Khi đó ta có

lim
n→∞

∫
R2N

|Ap(wn + w)− Ap(wn)− Ap(w)|p
′
dx = 0,

trong đó Ap(v) =
|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))

|x− y|
N+ps

p′
với mỗi v ∈ Ds,p(RN) và

p′ =
p

p− 1
là số mũ liên hợp của p.

Bổ đề 1.1.13. [57] Cho s ∈ (0, 1) và p ∈ [1,∞) sao cho N > ps. Khi đó

tồn tại một hằng số tối ưu Sp∗s > 0 sao cho( ∫
RN

|u|p∗sdx
) p

p∗s ≤ S−1
p∗s

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy

với mọi u ∈ Ds,p(RN).

Bổ đề 1.1.14. [43] Cho r, t > 1 và 0 < µ < N sao cho
1

r
+
µ

N
+
1

t
= 2. Cho

f ∈ Lr(RN) và h ∈ Lt(RN). Khi đó tồn tại hằng số tối ưu C(r,N, µ, t) > 0

không phụ thuộc vào f và h sao cho∫
RN

∫
RN

f(x)h(y)

|x− y|µ
dxdy ≤ C(r,N, µ, t)∥f∥Lr(RN )∥h∥Lt(RN ).

Thông thường, ta cho r = t, khi đó ta có
2

t
+
µ

N
= 2, hay t =

2N

2N − µ
.

Với u ∈ Wζ , đặt h(u) = |u|l, ta thấy rằng
∫
RN

[
1

|x|µ
∗ h(u)]h(u)dx hoàn toàn

xác định trong không gian Lt(RN) với t =
2N

2N − µ
nếu q ≤ lt ≤ q∗s . Do đó,

ta cần
(2N − µ)q

2N
≤ l ≤ (2N − µ)q∗s

2N
.
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Trong bổ đề tiếp theo, ta ký hiệu K(v) =
∫
RN

1

|x|µ
∗F (v)dx với mọi v ∈ W.

Bổ đề 1.1.15. Giả sử hàm phi tuyến f thỏa mãn limt→0
f(t)

tq−1
= 0 và tồn

tại a0 > 0 sao cho với mọi t ≥ 0 ta có

|f(t)| ≤ a(1 + |t|τ−1),

trong đó q < τ < min{q(N − s)

N − qs
,
q(N − µ)

N − qs
}. Khi đó, nếu {vn} là dãy bị

chặn trong W thì tồn tại C0 > 0 sao cho |K(vn)| ≤ C0.

Chứng minh. Theo giả thiết, tồn tại a > 0 sao cho

|f(t)| ≤ a(|t|q−1 + |t|τ−1) (1.2)

với mọi t ∈ R. Suy ra

|F (t)| ≤ a(|t|q + |t|τ). (1.3)

Khi đó tồn tại C > 0 sao cho

|K(vn)(x)| =
∣∣∣ ∫
RN

F (vn)

|x− z|µ
dz
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫
|x−z|≤1

F (vn)

|x− z|µ
dz
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫

|x−z|≥1

F (vn)

|x− z|µ
dz
∣∣∣

≤ a

∫
|x−z|≤1

|vn|q + |vn|τ

|x− z|µ
dz + C, (1.4)

trong đó {vn} là dãy bị chặn trong không gian Lq(RN) và Lτ(RN). Chọn t

sao cho 1 <
N

N − µ
< t <

N

N − qs
và 0 < µ < qs. Do đó ta có thể chọn t

sao cho N >
µt

t− 1
(t >

N

N − µ
) và qt < q∗s . Vậy∫

|x−z|≤1

|vn|q

|x− z|µ
dz ≤

[ ∫
|x−z|≤1

|vn|qtdz
]1/t[ ∫

|x−z|≤1

1

|x− z|µt/(t−1)
dz
] t−1

t

< +∞.

(1.5)

Tương tự, ta chọn s′ >
N

N − µ
(khi đó N >

µs′

s′ − 1
) và s′ ≤ q∗s

τ
. Chú ý

rằng nếu τ <
q(N − µ)

N − qs
, thì ta có thể chọn s′ thỏa mãn điều kiện đó do
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q∗s
τ
>

N

N − µ
. Như vậy∫

|x−z|≤1

|vn|τ

|x− z|µ
dz (1.6)

≤
[ ∫
|x−z|≤1

|vn|τs
′
dx
]1/s′[ ∫

|x−z|≤1

1

|x− z|µs′/(s′−1)
dz
] s′−1

s′
< +∞.

Từ (1.4)-(1.6), tồn tại C0 > 0 sao cho |K(vn)| ≤ C0.

Bổ đề 1.1.16. [54] Giả sử hàm phi tuyến f thỏa mãn limt→0
f(t)

tq−1
= 0 và

tồn tại a0 > 0 sao cho với mọi t ≥ 0 ta có

|f(t)| ≤ a(1 + |t|τ−1),

trong đó q < τ < min{q(N − s)

N − qs
,
q(N − µ)

N − qs
}. Q là hàm bị chặn trong RN .

Khi đó, nếu {vn} là dãy bị chặn trong W thì tồn tại C1 > 0 sao cho

|Kζ(vn)| ≤ C1, trong đó Kζ(v) =
∫
RN

1

|x|µ
∗Q(ζy)F (v)dy.

(Xem lập luận tương tự trong [[54], Chương 2])

Ta ký hiệu K(v) =
1

2

∫
RN

K(v)(x)F (v(x))dx. Khi đó ta có kết quả sau:

Bổ đề 1.1.17. Cho {vn} là dãy trong W sao cho vn hội tụ yếu đến v. Đặt

un = vn − v, khi đó

(i). K(vn)−K(un)−K(v) = on(1) khi n→ ∞.

(ii). limn→∞ < K′(vn)−K′(un)−K′(v), ϕ >= 0 với mọi ϕ ∈W.

Chứng minh. Trước tiên ta chứng minh khẳng định (ii) bằng cách sử dụng

Định lý hội tụ Vitali. Lưu ý rằng

< K′(un), ϕ > =

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)ϕdx

=

∫
RN

∫
RN

F (un(y))f(un(x))ϕ(x)

|x− y|µ
dxdy.

Do đó, ta cần chứng minh∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn)

]
f(vn(x))ϕ(x)dx→

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (v)

]
f(v(x))ϕ(x)dx (1.7)
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và ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un(x))ϕ(x)dx→ 0 (1.8)

khi n→ ∞. Từ Bổ đề 1.1.16, ta có∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn)

]
(f(vn)− f(v))ϕ(x)dx

∣∣∣ ≤ C0

∫
RN

|(f(vn)− f(v))ϕ(x)|dx

= C0(

∫
BR(0)

|(f(vn)− f(v))ϕ(x)|dx+
∫

RN\BR(0)

|(f(vn)− f(v))ϕ(x)|dx).

(1.9)

Theo Hệ quả 7.2 [57], phép nhúng W ↪→↪→ Lt(BR(0)), t ∈ [1, q∗s) là com-

pact. Do đó, sau khi chọn một dãy con nếu cần thiết ta có vn → v trong

Lt(BR(0)) với mọi t ∈ [1, q∗s). Áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta suy ra∫
BR(0)

|f(vn)ϕ|dx ≤
( ∫
BR(0)

|f(vn)|
q

q−1dx
) q−1

q
( ∫
BR(0)

|ϕ|qdx
)1/q

. (1.10)

Theo giả thiết, tồn tại một hằng số C∗ > 0 sao cho

|f(vn)|
q

q−1 ≤ C∗

(
|vn|q + |vn|

q(τ−1)
q−1

)
. (1.11)

Lưu ý rằng τ < min{q(N − s)

N − qs
,
q(N − µ)

N − qs
} ≤ q(N − s)

N − qs
, suy ra

q <
q(τ − 1)

q − 1
< q∗s .

Vì phép nhúng từ W vào Lt(BR(0)) là compact với mọi 1 ≤ t < q∗s , nên

|f(vn)|
q

q−1 ∈ L1(BR(0)). Do đó tồn tại C∗ > 0 sao cho
∫

BR(0)

|f(vn)ϕ|dx ≤

C∗ < +∞. Tương tự, ta có
∫

BR(0)

|f(v)ϕ|dx ≤ C∗ < +∞. Ta có thể chọn

C∗ > 0 đủ lớn để cả hai bất đẳng thức đều đúng. Từ đó với mọi x ∈ BR(0)

ngoài một tập có độ đo bằng 0, |(f(vn) − f(v))ϕ(x)| ≤ κ∗ với κ∗ > 0. Với

mỗi ε∗ > 0, tồn tại δ = ε∗/κ∗ sao cho với mọi tập E∗ ⊂ BR(0) thỏa mãn

|E∗| ≤ δ, ta có ∫
E∗

|(f(vn)− f(v))ϕ(x)|dx ≤ |E∗|κ∗ = ε∗.
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Khi đó {(f(vn)−f(v))ϕ(x)}n là đồng khả tích trên BR(0). Đồng thời, (f(vn)−
f(v))ϕ(x) → 0 trong BR(0). Áp dụng Định lý hội tụ Vitali, ta thu được

lim
n→∞

∫
BR(0)

|(f(vn)− f(v))ϕ(x)|dx→ 0. (1.12)

Sử dụng bất đẳng thức Hölder, ta có∫
RN\BR(0)

|(f(vn)− f(v))ϕ(x)|dx ≤
∫

RN\BR(0)

(|f(vn)|+ |f(v)|)|ϕ(x)|dx

≤
( ∫
RN\BR(0)

|f(vn)|
q

q−1dx
) q−1

q
( ∫
RN\BR(0)

|ϕ|qdx
)1/q

+
( ∫
RN\BR(0)

|f(v)|
q

q−1dx
) q−1

q
( ∫
RN\BR(0)

|ϕ|qdx
)1/q

.

Từ (1.11) và {vn} là dãy bị chặn trong Lt(RN) (do phép nhúng liên tục từW

vào Lt(RN) với mọi t ∈ [q, q∗s ]), ta chọnR >> 0 sao cho
∫

RN\BR(0)

|ϕ|qdx ≤ εq∗,

ta có ∫
RN\BR(0)

|(f(vn)− f(v))ϕ(x)|dx→ 0 (1.13)

khi n→ ∞. Kết hợp (1.9), (1.12) và (1.13), ta thu được∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn)

]
(f(vn)− f(v))ϕ(x)dx→ 0 (1.14)

khi n→ ∞. Theo lập luận như trên, ta cũng có∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ (F (vn)− F (v))

]
f(u)ϕ(x)dx→ 0 (1.15)

khi n → ∞. Tương tự, ta chứng minh được rằng (1.10) là đúng với un. Từ

đó

lim
n→∞

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (un)

]
f(un)ϕ(x)dx→ 0 (1.16)
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với mọi ϕ ∈ W. Lưu ý rằng∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn)

]
f(vn(x))ϕ(x)dx−

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (v)

]
f(v(x))ϕ(x)dx

∣∣∣
≤
∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn)

]
(f(vn)− f(v))ϕ(x)dx

∣∣∣
+
∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ (F (vn)− F (v))

]
f(v(x))ϕ(x)dx

∣∣∣→ 0 (1.17)

khi n → ∞. Kết hợp (1.16) và (1.17), ta thu được khẳng định (ii). Khẳng

định (i) được chứng minh tương tự như Bổ đề 2.5 trong [6].

Ký hiệu Kζ(v) =
1

2

∫
RN

Kζ(v)(x)Q(ζx)F (v(x))dx. Ta thấy rằng∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗Q(ζy)F (vn)

]
Q(ζx)f(vn(x))ϕ(x)dx

−
∫
RN

[ 1

|x|µ
∗Q(ζy)F (v)

]
Q(ζx)f(v(x))ϕ(x)dx

∣∣∣
≤
∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗Q(ζy)F (vn)

]
Q(ζx)(f(vn)− f(v))ϕ(x)dx

∣∣∣
+
∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗Q(ζy)(F (vn)− F (v))

]
Q(ζx)f(v(x))ϕ(x)dx

∣∣∣→ 0

khi n→ ∞, từ đó ta thu được kết quả sau:

Bổ đề 1.1.18. Giả sử {vn} là một dãy trong W sao cho vn → v yếu Đặt

un = vn − v, ta có

(i). Kζ(vn)−Kζ(un)−Kζ(v) = on(1) khi n→ ∞.

(ii). limn→∞ < K′
ζ(vn)−K′

ζ(un)−K′
ζ(v), ϕ >= 0 với mọi ϕ ∈W.

Theo Bổ đề 2.1 [6], ta thu được kết quả như sau:

Bổ đề 1.1.19. Nếu {vn} là dãy bị chặn trong W và

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|vn(x)|tdx = 0

với R > 0, t ∈ [q, q∗s), khi đó dãy vn hội tụ mạnh tới 0 trong Ll(RN) với

l ∈ (t, q∗s).
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1.2 Sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình phân thứ nhiều

pha trong RN với độ tăng mũ

Trong phần này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình

m∑
i=1

((−∆)spiu+ η1|u|pi−2u) = η22[
1

|x|µ
∗H1(u)]h1(u) + η3h2(u), (1.18)

Trong phương trình (1.18), Hj(t) =
t∫
0

hj(t), j = 1, 2, 2 ≤ p1 = p < · · · <

pm < +∞, 0 < s < 1, N = ps, 0 < µ < N, η1, η2 > 0 và η3 > 0 là hằng số.

Ta ký hiệu O := {h : R → R là hàm số liên tục} và thỏa mãn các điều kiện

sau:

(h1) Hàm phi tuyến tính h là liên tục và h(t) = 0 trên (−∞, 0]. Với mỗi

q1 ≥ pm, q2 ≥ 1, và các số thực dương a1 > 0, a2 > 0 sao cho

h(t) ≤ a1|t|q1−1 + a2ΦN,s(α0|t|N/(N−s))|t|q2−1

trong đó ΦN,s1(y) = ey −
∑jp−2

j=0

yj

j!
, jp = min{j ∈ N : j ≥ p} và

α∗ < α∗
s,N , trong đó α∗

s,N = N
(
2(NwN )2Γ(p+1)

N !

∑∞
k=0

(N+k−1)!
k!

1
(N+2k)p

) s
N−s

(xem [83]).

(h2) limt→0+
h(t)
tpm−1 = 0.

(h3) Tồn tại θ > pm sao cho 2h(t)t ≥ h(t)t ≥ θH(t) > 0 với mọi t > 0,

trong đó H(t) =
∫ t
0 h(τ)dτ.

(h4) Tồn tại γ1 > 0 đủ lớn sao cho H(t) ≥ γ1|t|θ trên [0,∞), trong đó

θ > pm là một hằng số được nhắc đến trong điều kiện (h3).

Sau đây là một ví dụ cho hàm h. Ta kiểm tra hàm

h(t) = C(t+)q−1 + (t+)q2−1ΦN,s(α0(t
+)N/(N−s)),

t+ = max{t, 0}, t ∈ R, q = θ > pm, q2 ≥ θ, C ≥ θγ1 đủ lớn và α0 < α∗
s,N ,

thỏa mãn các điều kiện (h1) → (h4). Với t ≤ 0, h(t) = 0, điều này hiển

nhiên thỏa mãn phần đầu của (h1). Ta xét với t > 0. Hiển nhiên h liên tục

và h thỏa mãn điều kiện (h1) với q1 = q, a1 = C, và a2 = 1. Điều kiện
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α0 < α∗
s,N đã được giả thiết. Tiếp theo ta kiểm tra điều kiện (h2). Rõ ràng

h thỏa mãn điều kiện (h2). Trước hết ta tính H(t) và h(t)t. Sử dụng khai

triển chuỗi của hàm ΦN,s(y) =
∑∞

j=jp−1
yj

j! , ta viết lại h(t) với t > 0 như

sau:

h(t) = Ctq−1 +
∞∑

j=jp−1

αj0
j!
t

Nj
N−s+q2−1.

Do đó

H(t) =

∫ t

0

Cτ q−1 +
∞∑

j=jp−1

αj0
j!
τ

Nj
N−s+q2−1

 dτ

và

H(t) =
C

q
tq +

∞∑
j=jp−1

αj0
j!

t
Nj
N−s+q2

Nj
N−s + q2

.

Ta có

h(t)t = Ctq +
∞∑

j=jp−1

αj0
j!
t

Nj
N−s+q2.

Để kiểm tra điều kiện (h3), ta cần chứng minh G(t) = h(t)t − θH(t) ≥
0, t ∈ R. Dễ thấy, bất đẳng thức đúng khi t ≤ 0. Trong trường hợp t > 0,

ta có

G(t) =

(
Ctq − θ

C

q
tq
)
+

∞∑
j=jp−1

αj0
j!

(
t

Nj
N−s+q2 − θ

Nj
N−s + q2

t
Nj
N−s+q2

)

Vì q = θ nên

G(t) = 0 +
∞∑

j=jp−1

αj0
j!
t

Nj
N−s+q2

(
1− θ

Nj
N−s + q2

)

Lại có q2 ≥ θ nên 1− θ
Nj
N−s+q2

≥ 0. Do đó G(t) ≥ 0 với mọi t > 0, hay điều

kiện (h3) được thỏa mãn. Hiển nhiên điều kiện (h4) thỏa mãn vì C ≥ θγ1.

Nghiệm yếu của phương trình (1.18) được định nghĩa như sau

Định nghĩa 1.2.1. Một hàm số u ∈ W được gọi là nghiệm yếu của phương

trình (1.18) nếu với mọi hàm thử φ ∈ W , ta có
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m∑
i=1

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|pi−2(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|N+spi
dxdy

+
m∑
i=1

η1

∫
RN

|u|pi−2uφdx

= η22

∫
RN

∫
RN

H1(u(y))

|x− y|µ
h1(u(x))φ(x)dxdy + η3

∫
RN

h2(u(x))φ(x)dx.

Ta giả sử hai hàm phi tuyến tính h1 và h2 thuộc O.

Hàm năng lượng Jη1,η2,η3 : W → R của phương trình (1.18) có dạng

Jη1,η2,η3(u)

=
m∑
i=1

1

pi
∥u∥piη1,W s,pi(RN ) −

η22
2

∫
RN

∫
RN

H1(u(y))H1(u(x))

|x− y|µ
dxdy − η3

∫
RN

H2(u)dx

=
m∑
i=1

1

pi
∥u∥piη1,W s,pi(RN ) −

η22
2

∫
RN

G(u)(x)H1(u(x))dx]− η3

∫
RN

H2(u)dx,

(1.19)

với G(u)(x) =
∫
RN

H1(u(y))
|x−y|µ dy. Khi đó, theo Định nghĩa 1.2.1, ta thấy rằng

nghiệm yếu của phương trình (1.18) là một điểm tới hạn của hàm năng

lượng Jη1,η2,η3 trong W.
Áp dụng Bổ đề 1.1.14, nếu ta chọnH(u) = |u|q, thì

∫
RN

[ 1
|x|µ ∗H(u)]H(u)dx

hoàn toàn được xác định trên Lt(RN) với t = 2N
2N−µ . Nhờ vào phép nhúng

liên tụcW s,N/s(RN) ↪→ Lr(RN), với mọi r ∈ [Ns ,+∞), và qt ≥ N
s , khi đó ta

có q ≥ N
st =

2N−µ
2s . Sử dụng bất đẳng thức Trudinger-Moser phân thứ [83]

và C∞
0 (RN) là một tập con trù mật trong W s,p(RN), ta thấy rằng Jη1,η2,η3

hoàn toàn được xác định trên W ⊂ W s,N/s(RN).

Trong bổ đề sau, ta chứng minh rằng phiếm hàm Jη1,η2,η3 thỏa mãn các

điều kiện hình học cần thiết để áp dụng định lý Mountain Pass.

Bổ đề 1.2.2. Hàm số Jη1,η2,η3 thỏa mãn các điều kiện hình học sau:

(a) Tồn tại ζ∗, ρ0 > 0 thỏa mãn Jη1,η2,η3(u) ≥ ρ0 với ∥u∥η1,W = ζ∗.

(b) Tồn tại một hàm v ∈ C∞
0 (RN) với ∥v∥η1,W > ζ∗, sao cho

Jη1,η2,η3(v) < 0.
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Chứng minh. (a) Từ (h1), tồn tại b1 > 0, b2 > 0 sao cho

hj(t) ≤ b1|t|q1−1 + b2ΦN,s(α0|t|N/(N−s))|t|q2−1,

với mỗi q1 ≥ pm > N
s >

2N−µ
2s , q2 > pm. Từ đó, ta thu được

|Hj(t)| ≤ b1|t|q1 + b2|t|q2ΦN,s(α0|t|N/(N−s))

với mọi t ∈ R, j = 1, 2. Áp dụng Bổ đề 1.1.14 và lập luận tương tự [44, Bổ

đề 3], với t > 1, tồn tại hai hằng số dương D và D1 sao cho∫
RN

G(u)(x)H1(u(x))dx ≤ D1∥u∥2q1
L

2Nq1
2N−µ (RN )

+D∥u∥2q2
L

2Ntq2
2N−µ

với ∥u∥η1,W đủ nhỏ. Tương tự, với mọi ζ > 0, tồn tại C(ζ) > 0 sao cho

h2(t) ≤ ζ|t|pm−1 + C(ζ)ΦN,s(α0|t|N/(N−s))|t|q2−1 (1.20)

với q2 > pm. Từ đó, sử dụng bất đẳng thức Trudinger-Moser cho ∥u∥η1,W
đủ nhỏ, tồn tại D(ζ) > 0 sao cho∫

RN

H2(u) ≤ ζ||u||pmLpm(RN ) +D(ζ)||u||q2Lq2(RN ). (1.21)

Kết hợp (1.20) và (1.21), khi ∥u∥η1,W đủ nhỏ, ta có

Jη1,η2,η3(u) ≥
m1−pm

pm
∥u∥pmη1,W − η22

2

(
D1A−2q1

2Nq1
2N−µ ,η1

∥u∥2q1η1,W
+DA−2q2

2Ntq2
2N−µ ,η1

∥u∥2q2η1,W

)
− η3(ζA−pm

pm,η1
||u||pmη1,W −D(ζ)A−q2

q2,η1
||u||q2η1,q2). (1.22)

Khi đó nếu ta chọn ζ > 0 đủ nhỏ sao cho
m1−pm

pm
− η3ζA−pm

pm,η1
> 0, xét hàm

số

H(t) = (
m1−pm

pm
− η3ζA−pm

pm,η1
)tpm − η22

2

(
D1A−2q1

2Nq1
2N−µ ,η1

t2q1 +DA−2q2
2Ntq2
2N−µ ,η1

t2q2
)

− η3D(ζ)A−q2
q2,η1

tq2, t ≥ 0,

và bằng cách tính toán tương tự như trong [44, Bổ đề 3], tồn tại ζ∗, ρ0 > 0

sao cho Jη1,η2,η3(u) ≥ ρ0 với ∥u∥η1,W = ζ∗.

(b) Chọn u0 ∈ W \ {0} sao cho u0 ≥ 0 trong RN . Từ điều kiện (h4), ta

có

Jη1,η2,η3(tu0) ≤
m∑
i=1

tpi

pi
∥u0∥piη1,W s,pi(RN ) − η3t

θ

∫
RN

|u0|θdx→ −∞
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khi t→ ∞. Đặt e = tu0 với t đủ lớn, ta có Jη1,η2,η3(e) < 0.

Với hàm ϕ ∈W tùy ý, ta có〈
J ′
η1,η2,η3

(u), ϕ
〉

=
m∑
i=1

(
η1

∫
RN

|u|pi−2uϕdx

+

∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|pi−2(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy

)

− η22

∫
RN

((
1

|x|µ
∗H1(u)

)
H ′

1(u)ϕ

)
dx − η3

∫
RN

H ′
2(u)ϕ dx.

Từ Bổ đề 1.2.2 và Định lý Vượt núi không có điều kiện Palais-Smale, ta

thu được một dãy {un} ⊂ W sao cho Jη1,η2,η3(un) → cη1,η2,η3 và J ′
η1,η2,η3

(un) →
0 as n→ ∞, trong đó cη1,η2,η3 được cho bởi

cη1,η2,η3 = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jη1,η2,η3(γ(t))

và Γ = {γ ∈ C([0, 1],W : γ(0) = 0,Jη1,η2,η3(γ(1)) < 0}.
Kết quả tiếp theo cho phép kiểm soát mức năng lượng của phiếm hàm

năng lượng theo các dãy Palai-Smale.

Bổ đề 1.2.3. Giả sử {un} là một dãy (PS)cη1,η2,η3 cho Jη1,η2,η3. Khi đó tồn

tại một hằng số Cγ1 thỏa mãn ζ∗ ≤ cη1,η2,η3 ≤ Cγ1, trong đó

Cγ1 = (
m∑
j=1

aj)

(
1− N

θs

)(
N
∑m

j=1 aj

θsb

)N/(θs−N)

(1.23)

với φ ∈ C∞
0 (RN) và a, b > 0.

Chứng minh. Chọn φ ∈ W \ {0} sao cho φ ≥ 0 trong RN . Khi đó ta có

Jη1,η2,η3(tφ) ≤
m∑
i=1

tpi

pi
||φ||piη1,W s,pi(RN ) − γ1η3t

θ||φ||θLθ(RN ) (1.24)

Kí hiệu aj =
||φ||pjη1,W s,pj (RN )

pj
, j = 1, . . . ,m, b = γ1η3||φ||θLθ(RN ), và g(t) =∑m

j=1 ajt
pj − btθ trên [0,+∞). Khi đó

cη1,η2,η3 ≤ max
t∈[0,1]

g(t) + max
t≥1

g(t). (1.25)
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Nếu t ∈ [0, 1], ta nhận được g(t) ≤ h(t) =
∑m

j=1 ajt
N/s − btθ. Ta chọn

γ1 ≥
N
∑m

j=1 aj

θsη3||φ||θLθ(RN )

:= γ∗, khi đó ta có

max
t∈[0,1]

g(t) ≤ h(θγ1) = Cγ1, (1.26)

trong đó θγ1 =

(
N
∑m

j=1 aj

θsb

)s/(θs−N)

≤ 1. Tính toán đơn giản ta thu được

Cγ1 = h(θγ1) = (
m∑
j=1

aj)

(
1− N

θs

)(
N
∑m

j=1 aj

θsb

)N/(θs−N)

. (1.27)

Từ limγ1→+∞ θγ1 = 0, ta có limγ1→+∞ h(θγ1) = 0. Dễ thấy với mọi t ≥ 1,

g(t) ≤ h∗(t) =
∑m

j=1 ajt
pm−btθ và h∗ đạt điểm cực đại địa phương duy nhất

tại βγ1 =

(
pm
∑m

j=1 aj

θb

)1/(θ−pm)

trên (0,+∞). Nếu chọn γ1 ≥ γ∗∗, trong đó

γ∗∗ =
pm
∑m

j=1 aj

θη3||φ||θLθ(RN )

, khi đó βγ1 ≤ 1. Vậymaxt≥1 g(t) ≤ h∗(1) =
∑m

j=1 aj−b.

Đặt γ∗∗∗ =

∑m
j=1 aj

η3||φ||θLθ(RN )

> γ∗∗ > γ∗. Ta thu được

max
t≥1

g(t) ≤ 0 với mọi γ1 ≥ γ∗∗∗. (1.28)

Kết hợp các Bổ đề 1.2.2, (1.25), (1.26), (1.27) và (1.28), ta có

ζ∗ ≤ cη1,η2,η3 ≤ Cγ1 = (
m∑
j=1

aj)

(
1− N

θs

)(
N
∑m

j=1 aj

θsb

)N/(θs−N)

(1.29)

với mọi γ1 ≥ γ∗∗∗. Dễ thấy, cη1,η2,η3 là đủ nhỏ khi γ1 đủ lớn.

Bổ đề sau đây được suy ra từ kết quả của Lion:

Bổ đề 1.2.4. [54] Nếu {un} là một dãy bị chặn trong W s,N/s(RN) và

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|un(x)|N/sdx = 0

với R > 0, khi đó un → 0 trong Lq(RN) với mọi q ∈ (Ns ,+∞).
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Kết quả đầu tiên của chúng tôi được phát biểu như sau:

Định lý 1.2.5. Giả sử (h1) − (h4) được thỏa mãn, khi đó phương trình

(1.18) có nghiệm yếu không tầm thường, không âm trong W.

Chứng minh. Từ Bổ đề 1.2.2, tồn tại một dãy (PS)cη1,η2,η3 cho hàm {un}
Jη1,η2,η3 trong W, có nghĩa là Jη1,η2,η3(un) → cη1,η2,η3 và J ′

η1,η2,η3
(un) →

0 khi n→ ∞. Hơn nữa cη1,η2,η3 = infγ∈Γmaxt∈[0,1]Jη1,η2,η3(γ(t)) và

Γ = {γ ∈ C([0, 1],W ) : γ(0) = 0,Jη1,η2,η3(γ(1)) < 0}.

Ta có

cη1,η2,η3 + on(1) = Jη1,η2,η3(un) = Jη1,η2,η3(un)−
1

θ
< J ′

η1,η2,η3
(un), un >

=
m∑
j=1

(
1

pj
− 1

θ
)||un||

pj
η1,W

s,pj (RN ) −
η22
2θ

∫
RN

[
1

|x|µ
∗H1(u)](θH1(u(x))− 2h1(u)u)dx

− η3
θ

∫
RN

(θH2(u)− h2(u)u)dx ≥ (
1

p1
− 1

θ
)||un||p1η1,W s,p1(RN ). (1.30)

Từ đó suy ra tồn tại n0 sao cho với mọi n ≥ n0,

(
1

p1
− 1

θ
)||un||pη1,W s,p(RN ) ≤ cη1,η2,η3 + ξ, p1 = p, ξ > 0; (1.31)

∥un∥N/(N−s)
η1,W s,p(RN ) ≤

cη1,η2,η3 + ξ
1

p1
− 1

θ


N/(N−s)

≤

Cγ1 + ξ
1

p1
− 1

θ


N/(N−s)

<
α∗

lα0
σs/(N−s)

(1.32)

với l > 1, và gần 1, γ1 đủ lớn. Sử dụng bất đẳng thức Trudinger-Moser phân

thứ [83] và

(max{1, η1})−1/p∥u∥η1,W s,p(RN ) ≤ ∥u∥W s,p(RN ) ≤ (min{1, η1})−1/p||u||η1,W s,p(RN ),

ta suy ra

sup
u∈W s,p(RN ),∥u∥η1,Ws,p(RN )≤(min{1,η1})s/N

∫
RN

ΦN,s(αl|u|N/(N−s))dx < +∞ (1.33)
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với mọi 0 ≤ α < α∗ ≤ α∗
s,N . Bằng cách lập luận như Bổ đề 3.3 [72], ta có

J ′
η1,η2,η3

(u) = 0. Trường hợp u ̸≡ 0, u là một nghiệm yếu của phương trình

(1.18). Trường hợp u ≡ 0, ta sẽ đi tìm một nghiệm không tầm thường. Giả

sử

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|un(x)|pdx = 0, (1.34)

khi đó theo Bổ đề 1.2.4, ta thu được un → 0 trong Lq(RN) với mọi q > p =
N
s . Từ (1.34), (1.32) và các lập luận tương tự trong [54], cùng với bất đẳng

thức Trudinger-Moser, ta thu được∫
RN

[ 1

|x|µ
∗H1(un)

]
h1(un)undx→ 0 và

∫
RN

h2(un)undx→ 0 khi n→ ∞.

Vậy

o(1) = ⟨J ′
η1,η2,η3

(un), un⟩

=
m∑
j=1

∥un∥
pj
η1,W

s,pj (RN ) − η22

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗H1(un)

]
h1(un)undx

− η3

∫
RN

h2(un)undx+ on(1) =
m∑
j=1

∥un∥
pj
η1,W

s,pj (RN ) + on(1) khi n→ ∞.

Do đó un → 0 trong W. Khi đó ta có

Jη1,η2,η3(un)

=
m∑
j=1

1

pj
∥un∥p1η1,W s,pj (RN ) −

η22
2

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗H(un)

]
H(un)dx

− η3

∫
RN

H2(un)dx→ 0

khi n → ∞. Điều này mâu thuẫn với limn→∞Jη1,η2,η3(un) = cη1,η2,η3 > 0.

Do đó (1.34) đúng. Ta ký hiệu vn(x) := un(x+ yn), từ (1.34) suy ra∫
BR(0)

|vn|pdx ≥ δ/2 > 0, (1.35)
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trong đó δ > 0. Do hàm năng lượng bất biến với phép tịnh tiến Jη1,η2,η3 và

J ′
η1,η2,η3

, ta có

Jη1,η2,η3(vn) → cη1,η2,η3 và J ′
η1,η2,η3

(vn) → 0 trong W ∗.

Lưu ý rằng ∥vn∥η1,W s,pj (RN ) = ∥un∥η1,W s,pj (RN ), với mọi j = 1, . . . ,m, khi đó

dãy {vn} bị chặn trong W, và tồn tại v ∈ W sao cho vn ⇀ v trong W,

vn → v trong Lqloc(R
N) với mọi q ∈ [

N

s
,+∞), vn(x) → v(x) hầu

khắp nơi trong RN . Từ (1.35), ta thấy rằng
∫

BR(0)

|v|pdx ≥ δ/2 > 0. Vì

vậy v ̸≡ 0. Bằng các lập luận tương tự như trong Bổ đề 3.3 [72], ta có

J ′
η1,η2,η3

(v) = 0, v ̸≡ 0 trong W.

1.3 Sự tồn tại nghiệm yếu cho phương trình Choquard nhiều

pha với số mũ tới hạn

Trong phần này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình
m∑
i=1

(−∆)spiv + γ1

m∑
i=1

|v|pi−2v (1.36)

= γ22λ
[ 1

|x|µ
∗ F (v)

]
f(v) + (v+)q

∗
s−2v+,

trong đó γ1 > 0, γ2 > 0 là hằng số. Ta giả sử f là hàm phi tuyến tính thỏa

mãn các điều kiện sau:

(f1) f ∈ C(R,R) và f(t) = 0 với mọi t < 0;

(f2) limt→0
f(t)

tq−1
= 0 và tồn tại a0 > 0 sao cho |f(t)| ≤ a(1 + |t|τ−1) với mọi

t ≥ 0, trong đó q < τ < min{q(N − s)

N − qs
,
q(N − µ)

N − qs
};

(f3) tồn tại q∗s > θ > q sao cho 2f(t)t ≥ θF (t) với mọi t > 0;

(f4) hàm
f(t)

t
q
2−1

là tăng khi t > 0.

Sau đây là một ví dụ cho hàm f(t):

Giả sử các tham số của bài toán thỏa mãn q < θ < q∗s ,

f(t) =

0, nếu t < 0,

tτ−1 + tθ−1, nếu t ≥ 0.
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Trong đó, ta chọn τ sao cho q < θ < τ < min
{
q(N−s)
N−qs ,

q(N−µ)
N−qs

}
. Khi đó

F (t) =
1

τ
tτ +

1

θ
tθ.

Ta kiểm tra các điều kiện của f(t) :

• Vì limt→0+ f(t) = limt→0− f(t) = f(0) = 0 nên f(t) là hàm liên tục.

• Ta có limt→0
f(t)
tq−1 = limt→0

tτ−1+tθ−1

tq−1 = limt→0

(
tτ−q + tθ−q

)
= 0.

• Kiểm tra biểu thức: 2f(t)t− θF (t) = 2
(
tτ−1 + tθ−1

)
t− θ

(
1
τ t
τ + 1

θt
θ
)
=

2tτ+2tθ− θ
τ t
τ− tθ =

(
2− θ

τ

)
tτ+ tθ. Vì ta chọn τ > θ nên θ

τ < 1, suy ra

2− θ
τ > 1 > 0. Do đó

(
2− θ

τ

)
tτ + tθ > 0, ∀t > 0. Vậy 2f(t)t ≥ θF (t).

• Xét hàm

g(t) =
f(t)

t
q
2−1

=
tτ−1 + tθ−1

t
q
2−1

= tτ−
q
2 + tθ−

q
2 .

Để chứng minh hàm này tăng, ta xét đạo hàm của nó:

g′(t) =
(
τ − q

2

)
tτ−

q
2−1 +

(
θ − q

2

)
tθ−

q
2−1.

Vì τ > q và θ > q nên hiển nhiên τ > q
2 và θ >

q
2 . Từ đó suy ra τ− q

2 > 0

và θ − q
2 > 0. Vậy g′(t) > 0 với mọi t > 0, do đó hàm g(t) = f(t)

t
q
2−1

là

tăng trên (0,+∞).

Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình (1.36), ta xét phiếm

hàm năng lượng

Iγ1,γ2(v) =
m∑
i=1

1

pi

(∫∫
R2N

|v(x)− v(y)|pi
|x− y|N+pis

dxdy +

∫
RN

γ1|v(x)|pidx
)

− λγ22
2

∫
RN

( 1

|x|µ
∗ F (v)

)
F (v)dx+

1

q∗s

∫
RN

(v+)q
∗
sdx. (1.37)

Với hàm ϕ ∈ W tùy ý, ta có〈
I ′
γ1,γ2

(v), ϕ
〉
=

m∑
i=1

(∫∫
R2N

|v(x)− v(y)|pi−2(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+spi
dxdy

+ γ1

∫
RN

|v(x)|pi−2v(x)ϕ(x) dx
)

− λγ22

∫∫
R2N

F (v(y))f(v(x))ϕ(x)

|x− y|µ
dxdy +

∫
RN

(v+)q
∗
s−2v+ϕ(x) dx.
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Khi đó nghiệm yếu của (1.36) được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.3.1. Hàm v ∈ W được gọi là nghiệm yếu của phương trình

(1.36) nếu với mọi hàm thử ϕ ∈ W, ta có

m∑
i=1

(∫∫
R2N

|v(x)− v(y)|pi−2(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+spi
dxdy

+ γ1

∫
RN

|v(x)|pi−2v(x)ϕ(x) dx
)

− λγ22

∫∫
R2N

F (v(y))f(v(x))ϕ(x)

|x− y|µ
dxdy +

∫
RN

(v+)q
∗
s−2v+ϕ(x) dx = 0.

Từ Định nghĩa 1.3.1, ta thấy rằng hàm v ∈ W là nghiệm yếu của (1.36)

nếu
〈
I ′
γ1,γ2

(v), ϕ
〉
= 0 với mọi ϕ ∈ W. Tức là I ′

γ1,γ2
(v) = 0 trong W ∗. Ta ký

hiệu Mγ1,γ2 là đa tạp Nehari liên kết với phiếm hàm năng lượng Iγ1,γ2

Mγ1,γ2 = {v ∈ W \ {0} :< I ′

γ1,γ2
(v), v >= 0}.

Định nghĩa 1.3.2. Hàm u được gọi là nghiệm với năng lượng cực tiểu của

(1.36) nếu

Iγ1,γ2(u) = inf
{
Iγ1,γ2(v)|v ∈ W \ {0} , I ′

γ1,γ2
(v) = 0

}
.

Định lý 1.3.3. Giả sử các điều kiện (f1)− (f3) được thỏa mãn. Khi đó tồn

tại λ∗ > 0 đủ lớn sao cho phương trình (1.36) có một nghiệm yếu không

âm, không tầm thường với λ ≥ λ∗.

Chứng minh. Dễ thấy Iγ1,γ2 thỏa mãn điều kiện hình học của Định lý Vượt

núi. Khi đó tồn tại một dãy {wn} ⊂ W sao cho

Iγ1,γ2(wn) → cγ1,γ2 và I ′
γ1,γ2

(wn) → 0 khi n→ ∞.

Theo [58, Mệnh đề 3], mức vượt núi cγ1,γ2 được xác định như sau

cγ1,γ2 = inf
γ∗∈Γ

max
t∈[0,1]

Iγ1,γ2(γ∗(t)) = inf
v∈Mγ1,γ2

Iγ1,γ2(v) = inf
v∈W\{0}

max
t≥0

Iγ1,γ2(tv),

trong đó Γ = {γ∗ ∈ C([0, 1],W ) : γ∗(0) = 0, Iγ1,γ2(γ∗(1)) < 0}. Đầu tiên,

ta chỉ ra rằng tồn tại λ∗ > 0 đủ lớn sao cho

cγ1,γ2 ∈ (0,
s

N
Sq∗s

N
qs ), (1.38)
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với mọi λ ≥ λ∗. Đặt u ∈ W \ {0} với |supp(u+)| > 0, khi đó tồn tại

tλ ∈ (0,∞) sao cho Iγ1,γ2(tλu) = maxt≥0 Iγ1,γ2(tu). Từ đó ta có

< I ′

γ1,γ2
(tλu), tλu >= 0

và
m∑
i=1

tpiλ ∥u∥
pi
γ1,W s,pi(RN ) = λγ22

∫
RN

K(tλu)f(tλu)tλudx+ t
q∗s
λ

∫
RN

(u+)q
∗
sdx.

Vì f(t) ≥ 0 với mọi t ∈ R, nên
m∑
i=1

tpiλ ∥u∥
pi
γ1,W s,pi(RN ) ≥ t

q∗s
λ

∫
RN

(u+)q
∗
sdx.

Vậy {tλ} phải bị chặn khi λ → ∞ và chọn một dãy con cần thiết, ta giả

sử rằng limλ→∞ tλ = t0 ≥ 0. Nếu t0 > 0, thì
∑m

i=1 t
pi
λ ∥u∥

pi
γ1,W s,pi(RN ) → A ∈

(0,∞) và

λγ22

∫
RN

K(tλu)f(tλu)tλudx+ t
q∗s
λ

∫
RN

(u+)q
∗
sdx→ +∞.

Điều này là mâu thuẫn, vậy t0 = 0. Do đó

0 < cγ1,γ2 ≤ max
t≥0

Iγ1,γ2(tu) ≤
m∑
i=1

tpiλ ∥u∥
pi
γ1,W s,pi(RN ).

Tồn tại λ∗ > 0 đủ lớn sao cho

m∑
i=1

tpiλ ∥u∥
pi
γ1,W s,pi(RN ) <

s

N
Sq∗s

N
qs

với mọi λ ≥ λ∗. Hơn nữa, ta có

cγ1,γ2 + on(1)∥wn∥W = Iγ1,γ2(wn)−
1

θ
< I ′

γ1,γ2
(wn), wn >

=
m∑
i=1

( 1
pi

− 1

θ

)
∥wn∥piγ1,W s,pi(RN ) +

λγ22
θ

∫
RN

K(wn)(f(wn)wn −
θ

2
F (wn))dx

+ (
1

θ
− 1

q∗s
)

∫
RN

(w+
n )

q∗sdx ≥
m∑
i=1

( 1
pi

− 1

θ

)
∥wn∥piγ1,W s,pi(RN ).
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Dễ thấy dãy {wn} bị chặn trong W. Chọn một dãy con cần thiết, ta có thể

giả sử rằng wn hội tụ yếu đến w trong Lt(RN), t ∈ [q, q∗s) và wn(x) → w(x)

hầu khắp nơi trong RN . Áp dụng Định lý hội tụ Vitali, ta thu được∫∫
R2N

|wn(x)− wn(y)|t−2(wn(x)− wn(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|N+st
dxdy

−→
∫∫

R2N

|w(x)− w(y)|t−2(w(x)− w(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|N+st
dxdy (1.39)

và ∫
RN

|wn(x)|t−2wn(x)ϕ(x) dx→
∫
RN

|w(x)|t−2w(x)ϕ(x) dx, (1.40)∫
RN

(w+
n )

q∗s−2w+
n ϕ(x) dx→

∫
RN

(w+)q
∗
s−2w+ϕ(x) dx (1.41)

khi n→ ∞ và t ∈ {p1, ..., pm}. Theo Bổ đề 1.1.17 ta có∫
RN

(
1

|x|µ
∗ F (wn)

)
(x) · f(wn(x))φ(x) dx

−→
∫
RN

(
1

|x|µ
∗ F (w)

)
(x) · f(w(x))φ(x) dx

tức là∫∫
R2N

F (wn(y))f(wn(x))φ(x)

|x− y|µ
dx dy →

∫∫
R2N

F (w(y))f(w(x))φ(x)

|x− y|µ
dx dy

(1.42)

khi n→ ∞. Từ (1.39), (1.40), (1.41), (1.42) ta có

I ′

γ1,γ2
(wn) → I ′

γ1,γ2
(w) khi n→ ∞. (1.43)

Theo giả thiết I ′

γ1,γ2
(wn) → 0 khi n → ∞ nên I ′

γ1,γ2
(w) = 0. Nếu w ̸≡ 0

thì w là một nghiệm yếu không tầm thường của (1.36). Nếu w ≡ 0, ta sẽ

chứng minh sự tồn tại nghiệm như sau. Giả sử

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|wn(x)|qdx = 0. (1.44)

Theo Bổ đề 1.2.4, ta có wn → 0 trong Lt(RN) với mọi t ∈ (q, q∗s). Áp dụng

Bổ đề 1.1.16, ta thu được∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (wn)

]
f(wn)wndx→ 0 khi n→ ∞.
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Khi đó

on(1) =< I ′
γ1,γ2

(wn), wn >

=

p∑
i=1

∥wn∥piγ1,W s,pi(RN ) − γ22λ

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (wn)

]
f(wn)wndx−

∫
RN

(w+
n )

q∗sdx

=

p∑
i=1

∥wn∥piγ1,W s,pi(RN ) −
∫
RN

(w+
n )

q∗sdx+ on(1)

khi n→ ∞. Vậy dãy {wn} bị chặn trong W và

p∑
i=1

∥wn∥piγ1,W s,pi(RN ) → B ≥ 0 và

∫
RN

(w+
n )

q∗sdx→ B. (1.45)

Từ Bổ đề 1.1.16 và điều kiện (f2), với mọi δ > 0, tồn tại C(δ) > 0 sao cho

|F (t)| ≤ δ|t|q + C(δ)|t|τ với mọi t ∈ R. Vậy∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (wn)

]
F (wn)dx

∣∣∣ ≤ C0δ

∫
RN

|wn|qdx+ C0C(δ)

∫
RN

|wn|τdx→ 0

khi n→ ∞. Dễ thấy

cγ1,γ2 = Iγ1,γ2(wn) + on(1)

=
m∑
i=1

∥wn∥piγ1,W s,pi(RN )

pi
− λγ22

2

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (wn)

]
F (wn)dx

− 1

q∗s

∫
RN

|w+
n |q

∗
sdx ≥ s

N
B

khi n→ ∞. Hơn nữa,∫
RN

|w+
n |q

∗
sdx


q
q∗s

≤ S−1
q∗s

m∑
i=1

∥wn∥piγ1,W s,pi(RN ).

Khi đó B
q
q∗s ≤ S−1

q∗s
B, kéo theo B ≥ Sq∗s

N
qs . Vậy ta thu được

cγ1,γ2 ≥
s

N
Sq∗s

N
qs .

Điều này mâu thuẫn với cγ1,γ2 ∈ (0,
s

N
Sq∗s

N
qs ). Do đó (1.44) không thỏa mãn.
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Khi đó tồn tại δ > 0, R > 0 và dãy {yn} ⊂ RN sao cho

lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|wn(x)|qdx ≥ δ > 0. (1.46)

Ký hiệu vn(x) = wn(x+ yn), từ (1.46), ta suy ra∫
BR(0)

|vn|qdx ≥ δ/2 > 0 (1.47)

với n đủ lớn. Khi đó ta có

Iγ1,γ2(vn) → cγ1,γ2 và I ′
γ1,γ2

(vn) → 0 trong W ∗.

Vì ∥vn∥W = ∥wn∥W , nên {vn} là bị chặn trong W, vậy tồn tại v ∈ W sao

cho vn hội tụ yếu đến v trong W, vn → v trong Ltloc(RN) (t ∈ [q, q∗s)) và

vn(x) → v(x) hầu khắp nơi trong RN . Từ (1.47), ta suy ra
∫

BR(0)

|v|qdx ≥

δ/2 > 0, khi đó v ̸≡ 0. Áp dụng các lập luận tương tự (1.43), ta thu được

I ′
γ1,γ2

(v) = 0. Khi đó v là một nghiệm yếu không tầm thường của phương

trình (1.36). Do f(t) = 0 với mọi t ≤ 0, nên v ≥ 0 trong RN . Áp dụng các

phương pháp trong Hệ quả 2.1 [16], ta có v ∈ Cδ(RN) nên σ ∈ (0, 1). Chú

ý rằng

cγ1,γ2 ≤ Iγ1,γ2(v) = Iγ1,γ2(v)−
1

θ
< I ′

γ1,γ2
(v), v >

=
m∑
i=1

(
1

pi
− 1

θ
)||v||piγ1,W s,pi(RN ) + λγ22

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (v)

]
(
1

θ
f(v)v− 1

2
F (v))dx

≤ lim inf
n→∞

m∑
i=1

(
1

pi
− 1

θ
)||vn||piγ1,W s,pi(RN )

+ λγ22 lim inf
n→∞

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn)

]
(
1

θ
f(vn)vn −

1

2
F (vn))dx

= lim inf
n→∞

(Iγ1,γ2(vn)−
1

θ
< I ′

γ1,γ2
(vn), vn >) = cγ1,γ2.

Vậy v là một nghiệm với năng lượng cực tiểu của phương trình (1.36), tức

là

cγ1,γ2 = Iγ1,γ2(v) = inf
u∈Mγ1,γ2

Iγ1,γ2(u).
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Kết luận Chương 1

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương

trình phân thứ nhiều pha mà hàm phi tuyến có dạng Choquard. Bài toán

được xét khi hàm phi tuyến có độ tăng tới hạn và độ tăng mũ kiểu Trudinger-

Moser. Các kết quả chính của chương này là Định lý 1.2.5 và Định lý 1.3.3.

Để chứng minh các kết quả này, trước hết chúng tôi chứng minh rằng phiếm

hàm năng lượng của bài toán tương ứng thỏa mãn điều kiện hình học của

Định lý vượt núi. Từ đó suy ra tồn tại dãy (PS) với mức vượt núi được ước

lượng. Tiếp theo sử dụng tiêu chuẩn compact kiểu Lions, chúng tôi chỉ ra

rằng giới hạn yếu của dãy (PS) là nghiệm yếu không tầm thường của bài

toán đã cho. Các kết quả của chương này được công bố trong [76] và [62,

Định lý 5].
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Chương 2

Sự cô đặc của nghiệm cho phương

trình Choquard phân thứ nhiều pha

trong RN với thế vị cạnh tranh

2.1 Sự tồn tại nghiệm với năng lượng cực tiểu

Xuất phát từ các bài toán nhiều pha không cân bằng, trong chương này,

chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình chứa toán tử

phân thứ nhiều pha trong RN với hàm phi tuyến Choquard và số mũ tới

hạn

m∑
i=1

(−∆)spiv +
m∑
i=1

V (ζx)|v|pi−2v (2.1)

= λ

(
1

|x|µ
∗Q(ζy)F (v)

)
Q(ζx)f(v) + (v+)q

∗
s−2v+, v+(x) = max{v(x), 0},

trong đó λ > 0 đủ lớn, F (t) =
t∫
0

f(τ)dτ, m ≥ 2, 2 ≤ p = p1 < · · · < pm =

q <
N

s
, s ∈ (0, 1), ζ > 0 là tham số nhỏ, 0 ≤ µ < qs.

Hàm thế vị V : RN → R là bị chặn và thỏa mãn điều kiện Rabinowitz:

(V ) V ∈ C(RN) sao cho

+∞ > V∞ = lim inf
|x|→∞

V (x) ≥ inf
x∈RN

V (x) = Vmin > 0.

Với hàm thế vị Q, ta giả sử Q thỏa mãn các điều kiện sau:

44



(Q) Q ∈ C(RN) ∩ L∞(RN) và lim sup|x|→∞Q(x) = Q∞ và

Qmin := inf
x∈RN

Q(x) > 0.

(V Q) V (0) = Vmin, Q(0) = Qmax := supx∈RN Q(x) > Q∞. Khi đó V ∩Q ̸=
∅, với

V = {x ∈ RN : V (x) = Vmin},Q = {x ∈ RN : Q(x) = Qmax}.

Hàm phi tuyến tính f thỏa mãn các điều kiện (f1)− (f4).

Hàm thế vị V và Q có thể được minh họa thông qua ví dụ sau:

V (x) = 2− e−|x|2, Q(x) = 1 + 2e−|x|2.

Bây giờ, ta kiểm tra các điều kiện của V và Q. Dễ thấy, hàm V (x) như trên

là liên tục trên RN . Bên cạnh đó, vì 0 < e−|x|2 ≤ 1, nên 1 ≤ V (x) < 2. Do

đó, hàm này bị chặn. Tiếp theo ta kiểm tra điều kiện Rabinowitz:

• V∞ = lim inf |x|→∞ V (x) = lim|x|→∞

(
2− e−|x|2

)
= 2− 0 = 2.

• infx∈RN V (x) = Vmin = V (0) = 1.

Vậy +∞ > V∞ = lim inf |x|→∞ V (x) ≥ infx∈RN V (x) = Vmin > 0. Hàm Q(x)

liên tục trên RN và do 1 < Q(x) ≤ 3 nên bị chặn. Lại có:

• Q∞ = lim sup|x|→∞Q(x) = lim|x|→∞

(
1 + 2e−|x|2

)
= 1.

• Qmin = infx∈RN Q(x) = Q(0) = 1 > 0

. Vậy điều kiện của hàm Q được thỏa mãn.

Sau đây, chúng tôi giới thiệu không gian nghiệm cho bài toán (2.1). Ký

hiệu W s,pi
V,ζ (R

N) (i = 1, . . . ,m) là bao đóng của C∞
0 (RN), với chuẩn

∥v∥W s,pi
V,ζ (RN ) =

(
[v]pis,pi + ∥v∥piV,pi,ζ

)1/pi
, ∥v∥piV,pi,ζ =

∫
RN

V (ζx)|v(x)|pidx.

Đặt Wζ = ∩mi=1W
s,pi
V,ζ (R

N). Khi đó Wζ không gian Banach lồi đều (tương tự

[64], Bổ đề 10) với chuẩn ∥v∥Wζ
=
∑m

i=1 ∥v∥W s,pi
V,ζ (RN ), và khi đóWζ là không

gian phản xạ.

Tồn tại các phép nhúng Wζ ↪→ W s,pi
V,ζ (R

N) ↪→ W s,pi(RN), i = 1, . . . ,m.

Theo điều kiện (V ) và Định lý 6.9 [57], ta có phép nhúng từWζ vào L
ν(RN)
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là liên tục với mọi ν ∈ [pi, (pi)
∗
s], i = 1, . . . ,m, khi đó tồn tại hằng số tối ưu

Sν,ζ > 0 với mọi ν ∈ [pm, (pm)
∗
s] như sau:

Sν,ζ = inf
v ̸=0,v∈Wζ

∥v∥Wζ

∥v∥Lν(RN )

.

Suy ra

∥v∥Lν(RN ) ≤ S−1
ν,ζ∥v∥Wζ

với mọi u ∈Wζ . (2.2)

Để nghiên cứu nghiệm yếu của phương trình (2.1), ta xét phiếm hàm

năng lượng Jζ : Wζ → R có dạng

Jζ(v) =
m∑
i=1

1

pi
∥v∥pi

W
s,pi
V,ζ (RN )

− λKζ(v)−
1

q∗s

∫
RN

(v+)q
∗
sdx, (2.3)

trong đó Kζ(v) =
1

2

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗Q(ζy)F (v)

]
Q(ζx)f(v)dx. Với Q ∈ L∞(RN),

Qmax = ∥Q∥L∞(RN ) ta có:∣∣∣ ∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)F (v(y))F (v(x))

|x− y|µ
dxdy

∣∣∣
≤ Q2

max

∫
RN

∫
RN

|F (v(y))| |F (v(x))|
|x− y|µ

dxdy.

Với mọi v ∈ Wζ, sử dụng Bổ đề 1.1.14 cho F (v(y)) và F (v(x)) ∈ Lt(RN),

tồn tại C > 0 sao cho∣∣∣ ∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)F (v(y))F (v(x))

|x− y|µ
dxdy

∣∣∣ ≤ CQ2
max(∥F (v)∥Lt(RN ))

2,

trong đó t =
2N

2N − µ
. Theo điều kiện (f2) và (f3), tồn tại a > 0 sao cho

|F (v)| ≤ a (|v|q + |v|τ) .

Suy ra

∥F (v)∥Lt(RN ) ≤ ∥a(|v|q + |v|τ)∥Lt(RN ) ≤ a(∥vq∥Lt(RN ) + ∥vτ∥Lt(RN ))

= a(∥v∥qLqt(RN ) + ∥v∥τLτt(RN )).
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Kết hợp với phép nhúng liên tục từ Wζ vào L
r(RN) (r ∈ [q, q∗s ]), ta có

(∥F (v)∥Lt(RN ))
2 ≤ 2a2(∥v∥2qLqt(RN ) + ∥v∥2τLτt(RN ))

≤ 2a2(S−2q
tq,ζ ∥v∥

2q
Wζ

+ S−2τ
τt,ζ ∥v∥

2τ
Wζ

) (2.4)

với tq, tτ ∈ [q, q∗s ].

Từ (2.4), ta suy ra Jζ hoàn toàn xác định trên Wζ và Jζ ∈ C1(Wζ ,R).
Đạo hàm của Jζ có dạng

< J
′

ζ(v), ϕ >=
m∑
i=1

∫
R2N

|v(x)− v(y)|pi−2(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+pis
dxdy

+
m∑
i=1

∫
RN

V (ζx)|v|pi−2vϕdx− λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)F (v(y))

|x− y|µ
Q(ζx)f(v(x))ϕ(x)dxdy

−
∫
RN

(v+)q
∗
s−2v+ϕdx

với mọi v, ϕ ∈ Wζ . Nghiệm yếu của phương trình (2.1) được định nghĩa như

sau:

Định nghĩa 2.1.1. Hàm v ∈ Wζ được gọi là nghiệm yếu của (2.1) nếu với

mọi ϕ ∈ Wζ , ta có

m∑
i=1

∫
R2N

|v(x)− v(y)|pi−2(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+pis
dxdy

+
m∑
i=1

∫
RN

V (ζx)|v|pi−2vϕdx− λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)F (v(y))

|x− y|µ
Q(ζx)f(v(x))ϕ(x)dxdy

−
∫
RN

(v+)q
∗
s−2v+ϕdx = 0.

Do đó nghiệm yếu v của (2.1) là điểm tới hạn của phiếm hàm năng lượng

Jζ trong Wζ . Tức là ta có < J
′

ζ(v), ϕ >= 0 với mọi ϕ ∈ Wζ .

Để chứng minh kết quả chính của chương, ta cần phiên bản của Định lý

Vượt núi như sau:

Bổ đề 2.1.2. [66, 68] Cho I ∈ C1(X,R) và X là không gian Banach. Giả

sử I(0) = 0 và
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(I1) Tồn tại các hằng số β0, ρ0 > 0 thỏa mãn với mọi u ∈ X : ∥u∥ = β0 :

I(u) ≥ ρ0.

(I2) Tồn tại u1 ∈ X : ∥u1∥ > β0 sao cho I(u1) < 0.

Đặt Γ = {γ∗ ∈ C([0, 1], X) : γ∗(0) = 0, I(γ∗(1)) < 0}. Khi đó,

c = inf
γ∗∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ∗(t)) ≥ ρ0,

và tồn tại một dãy {un}n là (PS)c của I trong X. Bên cạnh đó, I có một

giá trị tới hạn c ≥ ρ0 nếu nó thỏa mãn điều kiện Palais-Smale.

Tiếp theo, ta chỉ ra hàm năng lượng Jζ thỏa mãn điều kiện hình học của

Định lý Vượt núi:

Bổ đề 2.1.3. Hàm năng lượng Jζ có các tính chất sau:

(i) tồn tại α1, ρ1 > 0 sao cho Jζ(v) ≥ α1 với mọi v ∈Wζ : ∥v∥Wζ
= ρ1;

(ii) tồn tại e ∈ Wζ với ∥e∥Wζ
> ρ1 sao cho Jζ(e) < 0.

Chứng minh. Từ (2.4), khi ||v||Wζ
đủ nhỏ, tồn tại C∗ > 0 sao cho

Jζ(v) ≥
m∑
i=1

∥v∥pi
W

s,pi
V,ζ (RN )

pi
− C∗(∥v∥2qWζ

+ ∥v∥2τWζ
)−

∫
RN

|v|q∗sdx

≥ m1−pm

pm
(
m∑
i=1

∥v∥W s,pi
V,ζ (RN ))

pm − C∗(∥v∥2qWζ
+ ∥u∥2τWζ

)−
∫
RN

|v|q∗sdx

=
m1−pm

pm
∥v∥qWζ

− C∗(∥v∥2qWζ
+ ∥v∥2τWζ

)− S
−q∗s
q∗s ,ζ

||v||q
∗
s

Wζ
.

Bằng các ước lượng đơn giản, ta chỉ ra rằng tồn tại α1, ρ1 > 0 sao cho

Jζ(v) ≥ α1 với mọi v ∈ Wζ sao cho ∥v∥Wζ
= ρ1 đủ nhỏ.

Chọn u0 ∈ Wε \ {0} sao cho u0 ≥ 0. Khi t→ ∞ ta có

Jζ(tu0) ≤
m∑
i=1

tpi

pi
∥u0∥piW s,pi

V,ζ (RN )
− tq

∗
s

∫
RN

|u0|q
∗
sdx→ −∞. (2.5)

Đặt e = tu0, t đủ lớn, ta có Jζ(e) < 0.

Từ Bổ đề 2.1.3 và sử dụng Định lý Vượt núi, tồn tại một dãy Palais-Smale

{vn} ⊂ Wζ cho Jζ sao cho

Jζ(vn) → cζ và J
′
ζ(vn) → 0 khi n→ ∞, (2.6)
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trong đó

cζ = inf
γ∗∈Γ

max
t∈[0,1]

Jζ(γ∗(t)), (2.7)

với

Γ = {γ∗ ∈ C([0, 1],Wζ) : γ∗(0) = 0, Jζ(γ∗(1)) < 0}.

Ký hiệu A+
ζ = {u ∈Wζ : |supp{u+}| > 0}. Khi đó ta có kết quả sau:

Bổ đề 2.1.4. Giả sử điều kiện (V ), (f2) và (f3) thỏa mãn. Khi đó với mỗi

ζ > 0, ta có:

(i) J
′

ζ biến các tập bị chặn của Wζ thành các tập bị chặn của W ∗
ζ .

(ii) J
′

ζ liên tục yếu theo dãy trong Wζ .

(iii) limn→∞ Jζ(tnvn) = −∞, trong đó vn ∈ K và K ⊂ A+
ζ \ {0} là tập con

compact trong Wζ .

Chứng minh. (i). Giả sử {vn} là dãy bị chặn trong Wζ và ϕ ∈Wζ . Khi đó

| < J
′

ζ(vn), ϕ > |

≤
m∑
i=1

∣∣∣ ∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|pi−2(vn(x)− vn(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+pis
dxdy

∣∣∣
+

m∑
i=1

∫
RN

V (ζx)|un|pi−1|ϕ(x)|dx

+ λ

∫
RN

∣∣∣[ 1

|x|µ
∗ (Q(ζy)F (vn))

]∣∣∣|Q(ζx)f(vn(x))ϕ(x)|dx+ ∫
RN

(v+n )
q∗s−1ϕdx.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder ta được∣∣∣ ∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|t−2(vn(x)− vn(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ts
dxdy

∣∣∣
+

∫
RN

V (ζx)|vn|t−1|ϕ(x)|dx

≤
( ∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|t

|x− y|N+ts
dxdy

) t−1
t
( ∫
R2N

|ϕ(x)− ϕ(y)|t

|x− y|N+ts
dxdy

) 1
t
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+
( ∫
RN

V (ζx)|vn|tdx
) t−1

t
( ∫
RN

V (ζx)|ϕ(x)|tdx
) 1

t

≤ 2∥vn∥t−1
Wζ

∥ϕ∥Wζ

với mọi t ∈ {p1, . . . , pm}. Sử dụng Bổ đề 1.1.16, ta có

| < J
′

ζ(vn), ϕ > | (2.8)

≤ 2(∥vn∥p1−1
Wζ

∥ϕ∥Wζ
+ · · ·+ ∥vn∥pm−1

Wζ
∥ϕ∥Wζ

)

+ C1Qmaxλa

∫
RN

(|vn|q−1 + |vn|τ−1)|ϕ(x)|dx+
∫
RN

|vn|q
∗
s−1ϕdx. (2.9)

Áp dụng bất đẳng thức Hölder trong (2.8), ta được

| < J
′

ζ(vn), ϕ > |
≤ 2(∥vn∥p1−1

Wζ
∥ϕ∥Wζ

+ · · ·+ ∥vn∥pm−1
Wζ

∥ϕ∥Wζ
)

+ C1Qmaxaλ(S
−q
q,ζ∥vn∥

q−1
Wζ

∥ϕ∥Wζ
+ S−τ

τ,ζ ∥vn∥
τ−1
Wζ

∥ϕ∥Wζ
)

+ S
−q∗s
q∗s ,ζ

||vn||q
∗
s−1
Wζ

||ϕ||Wζ
.

Vậy ∥J ′

ζ∥W ∗
ζ
là tập bị chặn và từ đó (i) được chứng minh.

(ii) Giả sử vn → v yếu trong Wζ và ϕ ∈Wζ . Ta sẽ chỉ ra rằng

< J
′

ζ(vn), ϕ >→< J
′

ζ(v), ϕ >

khi n → ∞. Sử dụng phép nhúng compact từ Wζ(BR(0)) vào L
ν(RN) với

mọi ν ∈ [1, q∗s), ϕ ∈ Wζ và Định lý hội tụ Vitali, ta có∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|t−2(vn(x)− vn(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ts
dxdy

→
∫

R2N

|v(x)− v(y)|t−2(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ts
dxdy (2.10)

và ∫
RN

V (ζx)|vn|t−2vnϕdx→
∫
RN

V (ζx)|v|t−2vϕdx (2.11)

∫
RN

(v+n )
q∗s−2v+n ϕdx→

∫
RN

(v+)q
∗
s−2v+ϕdx (2.12)
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khi n→ ∞, t ∈ {p1, . . . , pm}. Lập luận tương tự Bổ đề 1.1.17, ta có∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ (Q(ζy)F (vn))

]
Q(ζx)f(vn(x))ϕ(x)dx

→
∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ (Q(ζy)F (v))

]
Q(ζx)f(v(x))ϕ(x)dx (2.13)

khi n→ ∞. Kết hợp (2.10)-(2.13), ta được

< J
′

ζ(vn), ϕ >→< J
′

ζ(v), ϕ > khi n→ ∞. (2.14)

(iii). Từ (2.5), ta có

Jζ(tnvn) ≤
m∑
i=1

tpin
pi
||vn||piW s,pi

V,ζ (RN )
− tn

q∗s

q∗s

∫
RN

|v+n |q
∗
sdx. (2.15)

Vì vn ∈ K ⊂ A+
ζ \ {0} là một tập compact nên khi chọn một dãy con nếu

cần thiết, ta có thể giả sử rằng vn → v ∈ K ⊂ A+
ζ \ {0}. Từ (2.15), cho

n→ ∞, ta thu được Jζ(tnvn) → −∞ khi n→ ∞.

Ký hiệu Nζ là đa tạp Nehari liên kết với bài toán (2.1) như sau:

Nζ = {v ∈ Wζ \ {0} :< J
′

ζ(v), v >= 0}.

Đặt Sζ = {v ∈ Wζ : ∥v∥Wζ
= 1} và S+ζ = Sζ ∩ A+

ζ . Khi đó ta có kết quả

sau:

Mệnh đề 2.1.5. Giả sử các điều kiện (V ), (f2) − (f3) thỏa mãn. Khi đó

với mọi ζ > 0, các khẳng định sau đúng:

(i1) với mọi v ∈ S+ζ , tồn tại duy nhất tv > 0 thỏa mãn tvv ∈ Nζ . Hơn nữa,

mζ(v) = tvv là điểm cực đại duy nhất của Jζ trên Wζ .

(i2) Tập Nζ bị chặn dưới bởi 0. Ngoài ra, Nζ là tập đóng trong Wζ .

(i3) Với mỗi phần tử v ∈ S+ζ , tồn tại một số thực dương α > 0 sao cho

tv ≥ α. Với mỗi tập compact A ⊂ S+ζ , tồn tại CA > 0 sao cho tv < CA với

mọi v ∈ A.

(i4) Với mỗi v ∈ Nζ , ta có m−1
ζ (u) =

v

∥v∥Wζ

∈ Nζ . Hơn nữa, Nζ là một đa

tạp khả vi và đồng phôi với S+ζ .
(i5) cζ = infNζ

Jζ ≥ ρ1 > 0 và Jζ bị chặn dưới trên Nζ .
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Chứng minh. (i1). Với mỗi v ∈ S+ζ và t > 0, ta đặt h(t) = Jζ(tv). Theo Bổ

đề 2.1.3, ta có h(t) > 0 khi t > 0 đủ nhỏ và h(t) < 0 khi t đủ lớn. Khi

đó, maxt≥0 h(t) đạt cực đại tại t = tv > 0 và theo Định lý Fermat, ta có

h′(tv) = 0 và tvv ∈ Nζ . Chú ý rằng tv ∈ Nζ nếu

m−1∑
i=1

∥v∥p
W

s,pi
V,ζ (RN )

tq−pi
+ ∥v∥W s,q

V,ζ(RN )

= λ

∫
{x:v(x)>0}

∫
{y:v(y)>0}

Q(ζy)F (tv(y))

(tv(y))
q
2

Q(ζx)f(tv(x))

(tv(x))
q
2−1

v(y)
q
2v(x)

q
2

|x− y|µ
dxdy

+ tq
∗
s−q
∫
RN

(v+)q
∗
sdx. (2.16)

Từ điều kiện (f4), ta thấy rằng
F (t)

t
q
2

và
f(t)

t
q
2−1

tăng khi t > 0. Giả sử rằng

với mỗi v, tồn tại t1 < t2 sao cho t1v, t2v ∈ Nζ , khi đó ta có

0 <
m−1∑
i=1

( 1

tq−pi1

− 1

tq−pi2

)
∥v∥pi

W
s,pi
V,ζ (RN )

= λ

∫
{x:v(x)>0}

∫
{y:v(y)>0}

Q(ζy)Q(ζx)

×
(F (t1v(y))
(t1v(y))

q
2

f(t1v(x))

(t1v(x))
q
2−1

− F (t2v(y))

(t2v(y))
q
2

f(t2v(x))

(t2v(x))
q
2−1

)
× v(y)

q
2v(x)

q
2

|x− y|µ
dxdy + (t

q∗s−q
1 − t

q∗s−q
2 )

∫
RN

(v+)q
∗
sdx < 0.

Vô lý, vậy tv là duy nhất.

(i2) Từ điều kiện (f2) và v ∈ Nζ , ta có

m∑
i=1

∥v∥pi
W

s,pi
V,ζ (RN )

= λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)F (v(y))

|x− y|µ
Q(ζx)f(v(x))v(x)dx+

∫
RN

(v+)q
∗
sdx.

(2.17)

Áp dụng Bổ đề 1.1.14, tồn tại C > 0 sao cho∣∣∣ ∫
RN

∫
RN

|F (v(y))f(v(x))v(x)|
|x− y|µ

dxdy
∣∣∣ ≤ C∥F (v)∥Lt(RN )∥f(v)v∥Lt(RN ), (2.18)

trong đó t =
2N

2N − µ
. Từ (1.2), ta có |f(t)t| ≤ a(|t|q + |t|τ) với mọi t ∈ R.
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Lập luận tương tự (2.4), tồn tại C1 > 0 sao cho

∥F (v)∥Lt(RN ) ≤
2

θ
∥f(v)v∥Lt(RN ) ≤ C1(∥v∥qWζ

+ ∥v∥τWζ
). (2.19)

Kết hợp (2.17)-(2.19), tồn tại C∗ > 0 sao cho

m∑
i=1

∥v∥pi
W

s,pi
V,ζ (RN )

≤ Cλ.C∗Q
2
max(∥v∥

2q
Wζ

+ ∥v∥2τWζ
) + S

−q∗s
q∗s ,ζ

||v||q
∗
s

Wζ

với mọi u ∈ Nζ . Nếu tồn tại một dãy con {vn}n ⊂ Nζ sao cho vn → 0 trong

Wζ , khi đó ta có

m1−q∥vn∥qWζ
≤ λC.C∗Q

2
max(∥vn∥

2q
Wζ

+ ∥vn∥2τWζ
) + S

−q∗s
q∗s ,ζ

||vn||q
∗
s

Wζ
.

Điều này là mâu thuẫn vì 2q > q và 2τ > q. Do đó tồn tại κ > 0 sao cho

∥v∥Wζ
≥ κ > 0 với mọi v ∈ Nζ . Bây giờ ta chứng minh rằng tập Nζ là đóng

trong Wζ . Gọi {vn} là một dãy trong Nζ sao cho vn → v trong Wζ . Theo

(i) của Bổ đề 2.1.4, ta thấy rằng {J ′

ζ(vn)} là bị chặn trong W ∗
ζ . Do đó, sử

dụng (2.14) với ϕ = v, ta có

< J
′

ζ(vn), vn > − < J
′

ζ(v), v >

=< J
′

ζ(vn)− J
′

ζ(v), v > + < J
′

ζ(vn), vn − v > → 0.

Suy ra < J
′

ζ(v), v >= 0 vì vn ∈ Nζ . Khi đó Nζ là đóng trong Wζ .

(i3). Với mỗi v ∈ S+ζ , tồn tại tv > 0 sao cho tvv ∈ Nζ . Từ (i2), ta có

tv = ∥tvv∥ ≥ κ := α. Tiếp theo ta chỉ ra rằng tồn tại CA > 0 sao cho

tv ≤ CA với mọi v ∈ A ⊂ S+ζ . Ngược lại, giả sử tồn tại {vn} ⊂ A sao cho

tn = tvn → +∞. Vì A là tập con compact, ta có thể giả sử rằng tồn tại

v ∈ A sao cho vn → v. Từ (2.15), ta có

Jζ(tnvn) → −∞. (2.20)

Hơn nữa, với mọi v ∈ Nζ , đẳng thức sau đúng

m∑
i=1

∥v∥pi
W

s,pi
V,ζ (RN )

= λ

∫
RN

Kζ(v)Q(ζx)f(v)vdx+

∫
RN

(v+)q
∗
sdx.
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Khi đó

Jζ(v) ≥
1

q

m∑
i=1

∥v∥pi
W

s,pi
V,ζ (RN )

− λ

2

∫
RN

Kζ(v)Q(ζx)F (v)dx−
1

q∗s

∫
RN

(v+)q
∗
sdx.

= λ

∫
RN

Kζ(v)Q(ζx)
(f(v)v

q
− F (v)

2

)
dx+

s

N

∫
RN

(v+)q
∗
sddx ≥ 0

Theo điều kiện (f3), ta suy ra Jζ(tnvn) ≥ 0 với mọi n. Điều này mâu thuẫn

với (2.20) và do đó (i3) được chứng minh.

(i4). Ta định nghĩa ánh xạ m̂ζ : Wζ \ {0} → Nζ và mζ : S+ζ → Nζ như sau:

m̂ζ(v) = tvv và mζ = m̂ζ |S+ζ .

Theo (i1)−(i3), ta áp dụng Mệnh đề 8 [69] ta thấy mζ là một song ánh giữa

S+ζ và Nζ . Khi đó ta có m−1
ζ (v) =

v

∥v∥Wζ

, trong đó m−1
ζ là ánh xạ ngược

của mζ . Vậy, Nζ là đa tạp và đồng phôi với S+ζ .
(i5). Theo Bổ đề 2.1.3, tồn tại C∗(ζ) > 0 và với mỗi v ∈ Wζ \ {0} ta có

Jζ(tv) ≥
m1−qtq

q
∥v∥qWζ

− λC∗(ζ)(t
2q∥v∥2qWζ

+ t2τ∥v∥2τWζ
)− S

−q∗s
q∗s ,ζ

||v||q
∗
s

Wζ

với t > 0 đủ nhỏ, khi đó tồn tại ρ1 > 0 sao cho Jζ(tv) ≥ ρ1 > 0. Theo

(i1) − (i3) và bằng các lập luận tương tự trong [58, Mệnh đề 3] và [69], ta

thu được

cζ = inf
v∈Nζ

Jζ(v) = inf
v∈Wζ\{0}

max
t≥0

Jζ(tv) = inf
v∈S+ζ

max
t≥0

Jζ(tv). (2.21)

Ta thấy rằng cζ ≥ ρ1 và khi đó Jζ(v) ≥ ρ1 với mọi v ∈ Nζ .

Trước hết, ta có các kết quả sau:

Bổ đề 2.1.6. Cho dãy {un} ⊂ Nζ với Jζ sao cho Jζ(un) → c ∈ (0,
s

N
Sq∗s

N
qs )

và un → 0 yếu trong Wζ . Khi đó một trong hai khả năng sau xảy ra:

(i) un → 0 trong Wζ ;

(ii) tồn tại một dãy {yn} ⊂ RN và hằng số R, β > 0 sao cho

lim sup
n→∞

∫
BR(yn)

|un|qdx ≥ β > 0.
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Chứng minh. Giả sử (ii) là sai, khi đó limn→∞ supy∈RN

∫
BR(y)

|un|qdx = 0.

Vì Wζ nhúng liên tục vào W, sử dụng Bổ đề 1.2.4, ta được un → 0 trong

Lt(RN) với mọi t ∈ (q, q∗s). Từ giả thiết {un} ⊂ Nζ và Bổ đề 1.1.16, ta thu

được
m∑
i=1

∥un∥piW s,pi
V,ζ (RN )

= λ

∫
RN

Kζ(un)Q(ζx)f(un)undx+

∫
RN

|u+n |q
∗
sdx

≤ C1Qmax(δ∥un∥Lq(RN ) + C(δ)∥un∥Lτ (RN )) +

∫
RN

|u+n |q
∗
sdx (2.22)

với mọi δ > 0. Ta có limn→∞
∫
RN

|u+n |q
∗
sdx = 0 do c ∈ (0,

s

N
Sq∗s

N
qs ). Từ (2.22),

khi n→ ∞, ta suy ra un → 0 trong Wζ .

Bổ đề 2.1.7. Giả sử {vn} là một dãy (PS)c cho Jζ trong Wζ sao cho

vn → 0 yếu trong Wζ. Nếu vn ̸→ 0 mạnh trong Wζ , khi đó c ≥ cV∞,Q∞, với

cV∞,Q∞ = inf
v∈MV∞,Q∞

IV∞,Q∞(v) = inf
v∈W\{0}

max
t≥0

IV∞,Q∞(tv).

Chứng minh. Gọi {tn} là một dãy sao cho {tnvn} ⊂ MV∞,Q∞.

Khẳng định 1. Ta chứng minh rằng lim supn→∞ tn ≤ 1. Ngược lại, chọn

một dãy con nếu cần, ta giả sử tồn tại một số thực dương δ > 0 sao cho

tn ≥ 1 + δ, với mọi n ∈ N. (2.23)

Vì {vn} là dãy (PS)c nên < J
′

ζ(vn), vn >= on(1) khi n→ ∞ và Jζ(vn) → c.

Điều này kéo theo
m∑
i=1

([vn]
pi
s,pi

+

∫
RN

V (ζx)|vn|pidx) (2.24)

= λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)F (vn(y))Q(ζx)f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ
dxdy +

∫
RN

(v+n )
q∗sdx+ on(1).

Lưu ý rằng
m−1∑
i=1

tpi−q([vn]
pi
s,pi

+

∫
RN

V∞|vn|pidx) + [vn]
q
s,q +

∫
RN

V∞|vn|qdx

= λQ2
∞

∫
RN

∫
RN

F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

tq−1
n |x− y|µ

dxdy + tq
∗
s−q
∫
RN

(v+n )
q∗sdx. (2.25)
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Từ (2.24) và (2.25), ta có

λ

∫
RN

∫
RN

(Q2
∞F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− Q(ζy)Q(ζx)F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ
)
dxdy

≤
m−1∑
i=1

∫
RN

(V∞ − V (ζx))|vn|pidx+
∫
RN

(V∞ − V (ζx))|vn|qdx+ on(1)

+ (1− tq
∗
s−q)

∫
RN

(v+n )
q∗sdx. (2.26)

Chú ý rằng

Q2
∞

∫
RN

∫
RN

F (tnvn(y))f(tnvn(x))vn(x)

tq−1
n |x− y|µ

dydx

−
∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ
dydx

= Q2
∞

∫
RN

∫
RN

(
F (tnvn(y))f(tnvn(x))vn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ

)
dydx

+

∫
RN

∫
RN

(Q2
∞ −Q(ζy)Q(ζx))F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ
dydx. (2.27)

Theo điều kiện của các thế vị (V ) và (Q), với mọi ζ∗ > 0, tồn tại một số

thực dương R = R(ζ∗) > 0 sao cho

V (ζx) ≥ V∞ − ζ∗, Q(ζx) ≤ Q∞ + ζ∗ với mọi |x| ≥ R. (2.28)

Ta suy ra

|Q2
∞ −Q(ζy)Q(ζx)| = |(Q∞ −Q(ζy))Q∞ +Q(ζy)(Q∞ −Q(ζx))|

≤ |(Q∞ −Q(ζy))|Q∞ +Qmax|Q∞ −Q(ζx))|
≤ 2ζ∗Qmax (2.29)

với mọi |x| ≥ R và |y| ≥ R. Chú ý rằng Wζ nhúng liên tục vào Lt(RN) với

mọi t ∈ [pi, (pi)
∗
s), i = 1, . . . ,m và là compact địa phương. Khi đó, ta có

vn → 0 trong Lpi(BR(0)), i = 1, . . . ,m. Điều này kéo theo
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∫
RN

(V∞ − V (ζx))|vn|pidx

=

∫
BR(0)

(V∞ − V (ζx))|vn|pidx+
∫
Bc

R(0)
(V∞ − V (ζx))|vn|pidx

≤ V∞

∫
BR(0)

|vn|pi dx+ ζ∗

∫
Bc

R(0)
|vn|pi dx

≤ on(1) +
ζ∗
V0

∫
Bc

R(0)
V (ζx) |vn|pi dx

≤ on(1) +
ζ∗
V0

∥vn∥piWζ
≤ on(1) +

ζ∗C

m
(2.30)

với mọi i = 1, . . . ,m trong đó C > 0 là hằng số thích hợp. Kết hợp (2.26),

(2.27) và (2.30), ta có

λQ2
∞

∫
RN

∫
RN

(
F (tnvn(y))f(tnvn(x))vn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ

)
dydx

≤ λ

∫
BR(0)

∫
BR(0)

(Q2
∞ −Q(ζy)Q(ζx))F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ
dydx

+ λ

∫
Bc

R(0)

∫
Bc

R(0)

(Q2
∞ −Q(ζy)Q(ζx))F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ
dydx

+ 2λ

∫
Bc

R(0)

∫
BR(0)

(Q2
∞ −Q(ζy)Q(ζx))F (vn(y))f(vn(x))vn(x)

|x− y|µ
dydx

+ ζ∗C + on(1).

Theo Bổ đề 1.1.16, tồn tại C0 > 0 sao cho
∣∣∣∫RN

F (vn(y))
|x−y|µ dy

∣∣∣ ≤ C0. Hơn nữa,

|Q2
∞ −Q(ζy)Q(ζx)| ≤ 2Q2

max

trong RN , khi đó∫
RN

∫
RN

[
F (tnvn(y)) f (tnvn(x)) vn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− F (vn(y)) f (vn(x)) vn(x)

|x− y|µ

]
dxdy

≤ 2ζ∗C + on(1) (2.31)

với C > 0 là hằng số thích hợp. Vì vn ↛ 0 trong Wζ nên ta có thể sử dụng

Bổ đề 1.1.10 để suy ra sự tồn tại của một dãy (yn) ⊂ RN và hai hằng số
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dương R và β thỏa mãn ∫
BR(yn)

|vn|q dx ≥ β > 0. (2.32)

Ta ký hiệu v−n (x) = min{vn(x), 0} và v+n (x) = max{vn(x), 0}. Vì {vn}
là dãy bị chặn trong Wζ , nên {v−n } cũng là dãy bị chặn trong Wζ và <

J
′

ζ(vn), v
−
n >→ 0 as n → ∞. Theo điều kiện f(t) = 0 với mọi t ∈ (−∞, 0],

ta có ∥v−n ∥Wζ
→ 0 khi n → ∞. Do đó v−n → 0 trong Wζ . Đặt wn =

vn(x+ yn). Vì chuẩn ∥.∥Vmin,W là bất biến qua phép tịnh tiến nên

∥wn∥qVmin,W
= ∥vn∥qVmin,W

≤ ∥vn∥qWζ

khi Vmin ≤ V (ζx). Do đó {wn} là dãy bị chặn trong W. Trích một dãy con

nếu cần, ta có thể giả sử tồn tại w ∈ W sao cho wn → w yếu trong W và

wn(x) → w(x) hầu khắp nơi trên RN . Từ Bổ đề Fatou, ta suy ra

∥w−∥Vmin,W ≤ lim inf
n→∞

∥w−
n ∥Vmin,W ≤ lim inf

n→∞
∥w−

n ∥Wε
= 0.

Vậy w = w+. Từ (2.32), ta có
∫

BR(0)

|w|qdx ≥ β

2
> 0. Điều này kéo theo

sự tồn tại của a > 0 và một tập con Ω ⊂ BR(0) sao cho |Ω| > 0 và

w(x) > a > 0, wn(x) >
a

2
> 0 với mọi x ∈ Ω khi n đủ lớn. Từ (2.31), ta có

∫
supp(w+

n )

∫
supp(w+

n )

[
F (tnwn(y))f(tnwn(x))wn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− F (wn(y))f(wn(x))wn(x)

|x− y|µ

]
dxdy

=

∫
RN

∫
RN

[
F (tnwn(y)) f (tnwn(x))wn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− F (wn(y)) f (wn(x))wn(x)

|x− y|µ

]
dxdy

=

∫
RN

∫
RN

[
F (tnvn(y)) f (tnvn(x)) vn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− F (vn(y)) f (vn(x)) vn(x)

|x− y|µ

]
dxdy

≤ 2ζ∗C + on(1). (2.33)

Vì
f(t)

t
q
2−1

và
F (t)

t
q
2

là các hàm tăng với mọi t > 0, nên từ (2.33), ta suy ra

rằng
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0 <

∫∫
Ω2

[
F ((1 + δ)w(y)) f ((1 + δ)w(x))w(x)

(1 + δ)q−1|x− y|µ
− F (w(y)) f (w(x))w(x)

|x− y|µ

]
dxdy

=

∫
Ω

∫
Ω

|w(x)|
q
2 |w(y)|

q
2

×
[

F ((1 + δ)w(y)) f ((1 + δ)w(x))w(x)

((1 + δ)w(y))
q
2 |x− y|µ((1 + δ)w(x))

q
2−1

− F (w(y)) f (w(x))w(x)

|w(y)| q2 |w(x)| q2 |x− y|µ

]
dxdy

≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

∫
Ω

|wn(x)|
q
2 |wn(y)|

q
2

×
[
F (tnwn(y)) f (tnwn(x))w(x)

(tnwn(y))
q
2 |x− y|µ(tnwn(x))

q
2−1

− F (wn(y)) f (wn(x))wn(x)

|wn(y)|
q
2 |wn(x)|

q
2 |x− y|µ

]
dxdy

≤
∫
supp(w+

n )

∫
supp(w+

n )

[
F (tnwn(y)) f (tnwn(x))wn(x)

tq−1
n |x− y|µ

− F (wn(y)) f (wn(x))wn(x)

|x− y|µ

]
dxdy

≤ 2ζ∗C + on(1) (2.34)

với mọi ζ > 0. Điều này là mâu thuẫn. Vậy Khẳng định 1 được chứng

minh. Bây giờ ta xét các trường hợp sau:

Trường hợp 1. lim supn→∞ tn = 1. Trích ra một dãy con nếu cần thiết, ta

giả sử tn → 1. Vì Jζ(vn) → c và {tnvn} ⊂ MV∞,Q∞, nên

c+ on(1) = Jζ(vn) = Jζ(vn)− IV∞,Q∞(tnvn) + IV∞,Q∞(tnvn)

≥ Jζ(vn)− IV∞,Q∞(tnvn) + cV∞,Q∞. (2.35)

Chú ý rằng

Jζ(vn)− IV∞,Q∞(tnvn)

=
m∑
i=1

(1− tpin )

pi
[vn]

pi
s,pi

+
1

pi

∫
RN

(V (ζx)− tpin V∞) |vn|pi dx

+ λ(Q2
∞K (tnvn)−Kζ (vn)) +

t
q∗s
n − 1

q∗s

∫
RN

(v+n )
q∗sdx. (2.36)
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Q2
∞K (tnvn)−Kζ (vn) (2.37)

=
1

2

∫
RN

∫
RN

(
Q2

∞F (tnvn(y))F (tnvn(x))

|x− y|µ
dxdy

− Q(ζy)F (vn(y))Q(ζx)F (vn(x))

|x− y|µ

)
dxdy

=
1

2

∫
RN

∫
RN

(Q2
∞ −Q(ζx)Q(ζy))F (tnvn(y))F (tnvn(x))

|x− y|µ
dxdy

+
1

2

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)(F (tnvn(x))F (tnvn(y))− F (vn(x))F (vn(y)))

|x− y|µ
dxdy

và

F (tnvn(x))F (tnvn(y))− F (vn(x))F (vn(y)) (2.38)

= F (tnvn(x))(F (tnvn(y))− F (vn(y))) + (F (tnvn(x))− F (vn(x)))F (vn(y)).

Từ giả thiết của (V ) và (Q), vn → 0 trong Lt (BR(0)) , t ∈ {p1, . . . , pm}, tn →
1, (2.28), với mọi |x| ≥ R, ta có

V (ζx)− tpin V∞ = (V (ζx)− V∞) + (1− tpin )V∞ ≥ −ζ∗ + (1− tpin )V∞,

suy ra∫
RN

(V (ζx)− tpin V∞) |vn|pi dx

=

∫
BR(0)

(V (ζx)− tpin V∞) |vn|pi dx+
∫
Bc

R(0)
(V (ζx)− tpin V∞) |vn|pi dx

≥ (Vmin − tpin V∞)

∫
BR(0)

|vn|pi dx− ζ∗

∫
Bc

R(0)
|vn|pi dx

+ V∞ (1− tpin )

∫
Bc

R(0)
|vn|pi dx

≥ on(1)− ζ∗C, (2.39)

với mọi i = 1, . . . ,m. Do {vn} là dãy bị chặn nên

lim
n→∞

(1− tpin )

pi
[vn]

pi
s,pi

= 0, (2.40)
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với mọi i = 1, . . . ,m. Kết hợp (2.36)-(2.40), ta có

Jζ (vn)− IV∞ (tnvn) ≥ λ(Q2
∞K (tnvn)−Kζ (vn)) + on(1)− 2ζ∗C. (2.41)

Vì tn → 1, sử dụng Định lý giá trị trung bình, điều kiện (f2), (2.37), (3.30)

và Bổ đề 1.1.16, ta có Q2
∞K (tnvn) − Kζ (vn) → 0 khi n → ∞. Kết hợp

(2.35) và (2.41), ta suy ra

c+ on(1) ≥ cV∞,Q∞ + on(1)− 2ζ∗C.

Cho n→ ∞ và ζ∗ → 0, ta thu được c ≥ cV∞,Q∞.

Trường hợp 2. Giả sử lim supn→∞ tn = t0 < 1. Khi đó, chọn một dãy

con nếu cần, ta giả sử tn → t0 < 1 và tn < 1 với mọi n ∈ N. Vì〈
I ′
V∞,Q∞

(tnvn) , tnvn
〉
= 0 và IV∞,Q∞ (tnvn) ≥ cV∞,Q∞, t 7→ 1

qf(t)t −
1
2F (t)

là hàm tăng khi t > 0, ta có

cV∞,Q∞ ≤ IV∞,Q∞ (tnvn)

= IV∞,Q∞ (tnvn)−
1

q

〈
I ′
V∞,Q∞

(tnvn) , tnvn
〉

=
m−1∑
i=1

( 1
pi

− 1

q

)
∥tnvn∥V∞,W s,p(RN )

+
λQ2

∞
q

∫
RN

∫
RN

F (tnvn(y)) f (tnvn(x)) tnvn(x)

|x− y|µ

− λQ2
∞

2

∫
RN

∫
RN

F (tnvn(y))F (tnvn(x))

|x− y|µ
dxdy

+
(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|tnv+n |q
∗
sdx

≤
m−1∑
i=1

( 1
pi

− 1

q

)
∥vn∥V∞,W s,p(RN )

+
λQ2

∞
q

∫
RN

∫
RN

F (vn(y)) f (vn(x)) vn(x)

|x− y|µ
dxdy

− λQ2
∞

2

∫
RN

∫
RN

F (vn(y))F (vn(x))

|x− y|µ
dxdy +

(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|v+n |q
∗
sdx

= Jζ(vn)−
1

q
< J

′

ζ(vn), vn > +on(1) = c+ on(1).

Điều này kéo theo c ≥ cV∞,Q∞.
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Bổ đề 2.1.8. Cho (un) là dãy (PS)c cho Jζ, trong đó c < cV∞,Q∞. Khi đó

(un) là một dãy con hội tụ trong Wζ .

Chứng minh. Đầu tiên, ta thấy rằng (un) bị chặn trong Wζ . Trích một dãy

con, ta có thể giả sử un → u yếu trong Wζ , un → u trong Ltloc
(
RN
)
với mọi

t ∈ [1, (pi)
∗
s) với mọi i = 1, . . . ,m và un → u hầu khắp nơi trong RN . Ta

kiểm tra được rằng J ′
ζ(u) = 0. Bây giờ, đặt vn = un− u. Theo Bổ đề 1.1.18,

ta có

Jζ (vn) =
m∑
i=1

∥un∥piW s,pi
V,ζ (RN )

pi
−

∥u∥pi
W

s,pi
V,ζ (RN )

pi

−Kζ (un) +Kζ(u)

− 1

q∗s
||u+n ||

q∗s
Lq∗s (RN )

+
1

q∗s
||u+||q

∗
s

Lq∗s (RN )
+ on(1)

= Jζ (un)− Jζ(u) + on(1)

= c− Jζ(u) + on(1) =: d+ on(1). (2.42)

Hơn nữa ta có thể chỉ ra được J ′
ζ (vn) = on(1). Thật vậy, theo Bổ đề 1.1.12

với wn = vn và w = u, ta thu được∫∫
R2N

|At (un)− At (vn)− At(u)|t
′
dx = on(1), (2.43)∫

RN

V (ζx)∥vn|t−2vn − |un|t−2un + |u|t−2u|t′dx = on(1), (2.44)

trong đó t ∈ {p1, . . . , pm}. Từ bất đẳng thức Hölder, với mọi ϕ ∈ Wζ sao

cho ∥ϕ∥ζ ≤ 1, ta có

| < J ′
ζ(vn)− J ′

ζ(un) + J ′
ζ(u), ϕ > |

≤
∑

t∈{p1,...,pm}

[(∫∫
R2N

|At(vn)− At(un)− At(u)|t
′
dxdy

) 1
t′

[ϕ]s,t

+

∫
RN

V (ζx)||vn|t−2vn − |un|t−2un + |u|t−2u|t′dx

 1
t′
∫
RN

V (ζx)|ϕ|tdx

 1
t ]

+

∫
RN

||vn|q
∗
s−2vn − |un|q

∗
s−2un + |u|q∗s−2u|(q∗s )′dx

 1
(q∗s )′
∫
RN

|ϕ|q∗sdx

 1
q∗s

+ λ
∣∣< K′

ζ (vn)−K′
ζ (un) +K′

ζ(u), ϕ >
∣∣ . (2.45)
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Kết hợp (2.43), (2.44),(2.45) và J
′

ζ(un) = 0, J
′

ζ(u) = 0, ta được< J ′
ζ(vn), ϕ >=

on(1) với mọi ϕ ∈ Wζ sao cho ∥ϕ∥ζ ≤ 1. Theo điều kiện (f2), ta thấy rằng

Jζ(u)

= Jζ(u)−
1

q
< J ′

ζ(u), u >

≥
m−1∑
i=1

( 1
pi

− 1

q

)
∥u∥pi

W
s,pi
V,ζ (RN )

+ λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)

|x− y|µ

(
F (u(y))f(u(x))u(x)

q
− F (u(y))F (u(x))

2

)
dxdy

≥ 0. (2.46)

Từ (2.42) và (2.46), ta suy ra

d ≤ c < cV∞,Q∞,

kết hợp với Bổ đề 2.1.7, ta nhận được vn → 0 trong Wζ , tức là un → u

trong Wζ .

Bổ đề 2.1.9. Ta có lim supζ→0+ cζ ≤ cVmin,Qmax
.

Chứng minh. Ta khẳng định rằng tồn tại ζ > 0 sao cho cζ < cVmin,Qmax
với

mọi ζ ∈ (0, ζ). Từ điều kiện (V Q), ta có V (0) = Vmin và Q(0) = Qmax.

Chọn hàm trơn Φ ∈ C∞
0 (RN , [0, 1]) thỏa mãn

Φ(x) =

 1 nếu x ∈ B1(0),

0 nếu x ∈ RN \B2(0).

Ký hiệu vr(x) = Φ(
x

r
)w(x) với mỗi r > 0, w ∈ W là một nghiệm dương

không tầm thường với năng lượng cực tiểu của các bài toán giới hạn (Pγ1,γ2)

(Theo Định lý 1.3.3). Khi đó tồn tại tζ,r > 0 sao cho tζ,rvr ∈ Nζ , ta có

cζ ≤ Jζ(tζ,rvr) =
m∑
i=1

1

pi
||tζ,rvr||pi

− λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)F (tζ,rvr(y))F (tζ,rvr(x))

|x− y|µ
dydx

− 1

q∗s
||tζ,rvr||q

∗
s

Lq∗s (RN )
.

63



Với mọi u ∈ Nζ , ta có

m∑
i=1

∥u∥pi
W

s,pi
V,ζ (RN )

= λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)F (u(y))f(u(x))u(x)

|x− y|µ
dydx+

∫
RN

(u+)q
∗
sdx.

Vậy

Jζ(u)|Nζ
=

m∑
i=1

1

pi
∥u∥pi

W
s,pi
V,ζ (RN )

(2.47)

− λ

2

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)F (u(y))F (u(x))

|x− y|µ
dydx− 1

q∗s

∫
RN

(u+)q
∗
sdx

= Jζ(u)−
1

q
< J

′

ζ(u), u >

≥ λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζy)Q(ζx)F (u(y))

|x− y|µ
[
1

q
f(u(x))u(x)− 1

2
F (u(x))]dydx ≥ 0.

Do đó, từ (2.47), với mỗi r > 0, {tζ,r} là dãy bị chặn khi ζ đủ nhỏ. Thật

vậy, giả sử rằng limζ→0+ tζ,r = +∞, khi đó với r, cố định, ta có

Jζ(tζ,rvr) ≤
m∑
i=1

tpζ,r
pi

||vr||piW s,pi
V,ζ (RN )

−
t
q∗s
ζ,r

q∗s
||vr||q

∗
s

Lq∗s (RN )
→ −∞.

Điều này mâu thuẫn với (2.47). Do đó, ta có thể giả sử tζ,r → tr khi ζ → 0+.

Chú ý rằng vr có giá compact, khi đó

lim sup
ζ→0+

cζ ≤
m∑
i=1

1

pi
||trvr||piVmin

− λQ2
max

2

∫
RN

∫
RN

F (trvr(y))F (trvr(x))

|x− y|µ
dydx

− 1

q∗s

∫
RN

|trvr|q
∗
sdx = IVmin,Qmax

(trvr)

theo Định lý Vitali. Ta nhắc lại rằng trvr, w ∈ MVmin,Qmax
và theo [3, Bổ

đề 2.2], limr→+∞ vr = w trong W. Do đó, theo điều kiện (f5) ta suy ra

limr→∞ tr = 1 và

lim sup
ζ→0+

cζ ≤ lim
r→+∞

IVmin,Qmax
(trvr) = IVmin,Qmax

(w) = cVmin,Qmax
.

Vậy cζ < cV∞,Q∞ với mọi ζ > 0 đủ nhỏ.
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Từ cơ sở phương pháp biến phân đã trình bày ở trên, ta chỉ ra sự tồn tại

nghiệm với năng lượng cực tiểu cho bài toán (2.1) với mọi ζ đủ nhỏ. Kết

quả chính của chương này được phát biểu như sau:

Định lý 2.1.10. Giả sử (V ), (Q), (V Q) và (f1)− (f3) được thỏa mãn. Khi

đó tồn tại ζ0 > 0 sao cho bài toán (2.1) có nghiệm với năng lượng cực tiểu

với mọi ζ ∈ (0, ζ0).

Chứng minh. Theo Bổ đề 2.1.3, Jζ thỏa mãn các điều kiện hình học của

Định lý Vượt núi. Do đó tồn tại dãy (PS)-{un} của Jζ với mức cζ . Áp dụng

Bổ đề 2.1.8 và Bổ đề 2.1.9, ta chỉ ra rằng cζ < cV∞,Q∞ với ζ > 0 đủ nhỏ.

Khi đó tồn tại nghiệm yếu cho bài toán (2.1) là giới hạn yếu của dãy {un}.
Hơn nữa Theo (2.21), nghiệm yếu là nghiệm với năng lượng cực tiểu.

2.2 Sự cô đặc của nghiệm

Tiếp nối kết quả về sự tồn tại nghiệm với năng lượng cực tiểu uζ , ζ ∈
(0, ζ0), trong mục này ta nghiên cứu hiện tượng cô đặc nghiệm khi ζ → 0+

sau một phép tịnh tiến phù hợp. Bổ đề dưới đây thiết lập sự tồn tại của

dãy tịnh tiến {ỹn} ⊂ RN nhằm khôi phục tính compact và chứng minh sự

hội tụ của dãy nghiệm ban đầu.

Bổ đề 2.2.1. Giả sử ζn → 0+ và {un} := {uζn} là nghiệm với năng lượng

cực tiểu của (2.1). Khi đó tồn tại dãy {ỹn} ⊂ RN sao cho khi trích một dãy

con {yn} : yn = ζnỹn → y ∈ V ∩ Q. Hơn nữa, vn(x) = un(x + ỹn) hội tụ

mạnh trong W đến nghiệm với năng lượng cực tiểu v của phương trình sau

trong RN

m∑
i=1

(−∆)spiu+ Vmin

m∑
i=1

|u|pi−2u = λQ2
max

[ 1

|x|µ
∗ F (u(y))

]
f(u) + |u|q∗s−2u.

(2.48)

Chứng minh. Cho {un} là một dãy nghiệm thu được từ Định lý 2.1.10 với

ζn → 0. Khi đó ta có

65



Jζn(un) = Jζn(un)−
1

θ
⟨J ′

ζn
(un), un⟩ (2.49)

=
m∑
i=1

(
1

pi
− 1

θ
)||un||piW s,pi

V,ζn
(RN )

+

(
1

θ
− 1

q∗s

) ∫
RN

|un|q
∗
sdx

+ λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζny)Q(ζnx)F (un(y))

|x− y|µ
[
1

θ
f(un(x))un(x)−

1

2
F (u(x))]dx

≥
m∑
i=1

(
1

pi
− 1

θ
)||un||piW s,pi

V,ζn
(RN )

. (2.50)

Khi đó {un} là một dãy bị chặn trong W. Đầu tiên, ta chỉ ra rằng tồn tại

một dãy {ỹn} ⊂ RN , R > 0 và δ > 0 thỏa mãn

lim
n→∞

∫
BR(ỹn)

|un|qdx ≥ δ > 0. (2.51)

Thật vậy, nếu với mọi R > 0, ta có

lim
n→∞

supy∈RN

∫
BR(y)

|un|qdx = 0.

Từ Bổ đề 1.2.4, ta chỉ ra rằng un → 0 trong Lt(RN) với mọi t ∈ (q, q∗s). Chú

ý rằng J(uζn) = cζn và < J
′

ζn
(un), un >= 0 với mọi n. Theo Bổ đề 2.1.9 và

Định lý 1.3.3, ta có cζn < cV∞,Q∞ ∈ (0,
s

N
S

N
qs

q∗s
) với mọi λ đủ lớn. Từ điều

kiện (f1) và tính toán như Định lý 1.3.3, ta thu được

lim
n→∞

∫
RN

∫
RN

Q(ζnx)Q(ζny)F (un(y))f(un(x))un(x)

|x− y|µ
dydx = 0.

Vì un ∈ Nζn, nên
m∑
i=1

||un||piW s,pi
V,ζn

(RN )
= λ

∫
RN

∫
RN

Q(ζnx)Q(εny)F (un(y))f(un(x))un(x)

|x− y|µ
dydx

+

∫
RN

|un|q
∗
sdx.

Hơn nữa, theo Định lý 1.3.3, ta có limn→∞
∫
RN

|un|q
∗
sdx = 0. Vậy ||un||Wζn

→

0 khi n→ ∞. Điều này mâu thuẫn với Mệnh đề 2.1.5. Do đó (2.51) là đúng.
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Đặt vn = un(x + ỹn), Vn(x) = V (ζnx + ζnỹn) và Qn(x) = Q(ζnx + ζnỹn).

Chú ý rằng {vn} là dãy bị chặn trong W, khi trích một dãy con cần thiết,

tồn tại phần tử v ∈ W sao cho vn → v yếu trong W và vn(x) → v(x) hầu

khắp nơi trên RN . Suy ra vn là một nghiệm của phương trình:

m∑
i=1

((−∆)spiu+ Vn(x)|u|pi−2u) = λ
[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (u(y)))

]
Qn(x)f(u)

+ |u|q∗s−2u, x ∈ RN (2.52)

với phiếm hàm năng lượng

Ĩζn(vn) =
m∑
i=1

1

pi
([vn]

pi
s,pi

+

∫
RN

Vn(x)|vn|pidx)

− λ

∫
RN

∫
RN

Qn(y)Qn(x)F (vn(y))F (vn(x))

|x− y|µ
dydx

+

∫
RN

|vn|q
∗
sdx = Iζn(un) = cζn. (2.53)

Chú ý rằng từ Bổ đề 2.1.9, ta có lim supζ→0 cζ ≤ cVmin,Qmax
.

Khẳng định 1. Ta khẳng định rằng dãy {ζnỹn} là bị chặn. Thật vậy, ta

giả sử dãy {ζnỹn} không bị chặn. Khi đó, trích một dãy con cần thiết, ta

có thể giả sử rằng ζnỹn → ∞. Vì V và Q là các hàm bị chặn nên ta giả sử

V (ζnỹn) → V0 ≥ V∞ > Vmin và Q(ζnỹn) → Q0 ≤ Q∞ < Qmax khi n → ∞.

Hơn nữa, với mọi R > 0, V và Q là liên tục đều trên BR(0), ta thu được

|Vn(x)− V0| ≤ |V (ζn(x+ ỹn))− V (ζnỹn)|+ |V (ζnỹn)− V0| → 0

khi n→ ∞ trên BR(0). Tương tự, ta cũng có

|Qn(x)−Q0| → 0 khi n→ ∞ trên BR(0). (2.54)

Từ [54], với mọi ϕ ∈W, ta có∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|pi−2(vn(x)− vn(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+pis
dxdy

→
∫

R2N

|v(x)− v(y)|pi−2(v(x)− v(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+pis
dxdy (2.55)
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khi n → ∞ với mọi i = 1, . . . ,m. Tiếp theo, theo Định lý hội tụ Vitali, ta

suy ra ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vn)ϕdx

→ Q2
0

∫
RN

( 1

|x|µ
∗ F (v(y))

)
f(v(x))ϕ(x)dx. (2.56)

Từ (2.51), ta có v ̸≡ 0. Bằng các lập luận tương tự Bổ đề 1.1.17, tồn tại

C∗ > 0 sao cho ∫
RN

|f(vn)ϕ|dx ≤ C∗. (2.57)

Áp dụng Bổ đề 1.1.16 và (2.57), tồn tại C > 0 sao cho∫
RN

∣∣∣[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vn)ϕ

∣∣∣dx ≤ C

∫
RN

|f(vn)ϕ|dx < +∞.

(2.58)

Tương tự, ta cũng thu được
∫
RN

|[ 1

|x|µ
∗ F (v(y))]f(v(x))ϕ(x)|dx < +∞. Vì

vậy,{[ 1

|x|µ
∗(Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vn)ϕ−

[ Q2
0

|x|µ
∗F (v(y))

]
f(v(x))ϕ

}
∈ L1(RN).

Khi đó tồn tại hằng số K > 0 sao cho∣∣∣[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vn)ϕ−

[ Q2
0

|x|µ
∗ F (v(y))

]
f(v(x))ϕ

∣∣∣ ≤ K

với mọi x ∈ RN . Do đó với mọi δ > 0, tồn tại τ = δ/K sao cho với tập E

đếm được bất kỳ thỏa mãn |E| < δ/K, ta có∫
E

∣∣∣[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vn)ϕ−

[ Q2
0

|x|µ
∗ F (v(y))

]
f(v(x))ϕ

∣∣∣dx
≤ |E|K = τ

với mọi n. Vậy{[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vnϕ−

[ Q2
0

|x|µ
∗ F (v(y))

]
f(v(x))ϕ

}
n
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là đồng khả tích trên RN . Lập luận tương tự như Bổ đề 1.1.17 và Q là hàm

bị chặn, ta suy ra rằng tồn tại C∗ > 0 sao cho∫
Bc

R(0)

∣∣∣[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vn)ϕ−

[ Q2
0

|x|µ
∗ F (v(y))

]
f(v(x))ϕ

∣∣∣dx
< C∗τ∗ (2.59)

khi R > 0 đủ lớn. Chú ý rằng[ 1

|x|µ
∗ (Qn(y)F (vn(y)))

]
Qn(x)f(vn)ϕ−

[ Q2
0

|x|µ
∗ F (v(y))

]
f(v(x))ϕ→ 0

hầu khắp nơi trên RN . Do đó, theo Định lý hội tụ của Vitali, (2.56) được

chứng minh. Lập luận tương tự, ta có

lim
n→∞

∫
RB

Vn(x)|vn|pi−2vnϕdx = V0

∫
RN

|v|pi−2vϕdx, i = 1, . . . ,m. (2.60)

Vậy ⟨I ′
V0,Q0

(v), ϕ⟩ = 0 với mọi ϕ ∈ W.

Kết hợp (2.55), (2.60) và (2.56), ta có v là một nghiệm của phương trình:

m∑
i=1

(−∆)spiu+ V0

m∑
i=1

|u|pi−2u = λQ2
0

[ 1

|x|µ
∗ F (u)

]
f(u) + |u|q∗s−2u, x ∈ RN .

Sử dụng Bổ đề Fatou và (2.53), ta thu được

cVmin,Qmax
< cV0,Q0

≤ IV0,Q0
(v) = IV0,Q0

(v)− 1

q
< I ′

V0,Q0
(v), v >

=
m−1∑
i=1

(
1

pi
− 1

q

)
||v||piV0,W s,pi(RN ) +

(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|v|q∗sdx

+Q2
0λ

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (v(y))

]
(
1

q
f(v)v − 1

2
F (v))dx

≤ lim inf
n→∞

(Ĩζn(vn)−
1

q
< Ĩ

′

ζn
(vn), vn >)

= lim inf
n→∞

(Jζn(un)−
1

q
< J

′

ζn
(un), un >) = lim inf

n→∞
cζn ≤ cVmin,Qmax

.

Điều này là mâu thuẫn. Vậy {ζnỹn} phải bị chặn trong RN , ta có thể giả sử

rằng tồn tại một điểm y ∈ RN sao cho ζnỹn → y khi n → ∞, sau khi lấy

một dãy con nếu cần thiết.

69



Khẳng định 2. y ∈ V ∩ Q.
Nếu y ̸∈ V ∩ Q, thì V (y) > Vmin hoặc Q(y) < Qmax và

cVmin,Qmax
< cV (y),Q(y) ≤ IV (y),Q(y)(v) = IV (y),Q(y)(v)−

1

q
< I ′

V (y),Q(y)(v), v >

=
m∑
i=1

(
1

pi
− 1

q

)
||v||piV (y),W s,pi(RN ) +

(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|v|q∗sdx

+ λQ(y)2
∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (v(y))

]
(
1

q
f(v)v − 1

2
F (v))dx

≤ lim inf
n→∞

(Ĩζn(vn)−
1

q
< Ĩ

′

ζn
(vn), vn >) = lim inf

n→∞
cζn ≤ cVmin,Qmax

.

Điều này là không thể. Vậy Khẳng định 2 được chứng minh.

Khẳng định 3. vn → v mạnh trong W. Lập luận tương tự Khẳng định 1

ta có I ′

Vmin,Qmax
(v) = 0. Tiếp theo ta cần chứng minh

lim
n→∞

||vn||piVmin,W s,pi(RN ) = ||v||piVmin,W s,pi(RN ), i = 1, . . . ,m. (2.61)

Từ (2.61), ta có vn → v mạnh trong W , theo Bổ đề của Brezis-Lieb. Ta

cũng có

||v||piVmin,W s,pi(RN ) ≤ lim inf
n→∞

||vn||piVmin,W s,pi(RN ), i = 1, . . . ,m (2.62)

theo Bổ đề Fatou. Bằng phương pháp phản chứng, ta giả sử rằng

||v||piVmin,W s,pi(RN ) < lim sup
n→∞

||vn||piVmin,W s,pi(RN )

với i ∈ {1, . . . ,m}.
Chú ý rằng

cVmin,Qmax
+ on(1) = IVmin,Qmax

(vn)−
1

q
< I ′

Vmin,Qmax
(vn), vn >

=
m−1∑
i=1

(
1

pi
− 1

q

)
||vn||piVmin,W s,pi(RN ) +

(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|vn|q
∗
sdx

+Q2
maxλ

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn(y))

]
(
1

q
f(vn)vn −

1

2
F (vn))dx.

70



Sử dụng điều kiện (f2) và Bổ đề Fatou, ta thu được

cVmin,Qmax
≥ lim sup

n→∞

m−1∑
i=1

(
1

pi
− 1

q

)
||vn||piVmin,W s,pi(RN )

+
(1
q
− 1

q∗s

)
lim inf
n→∞

∫
RN

|vn|q
∗
sdx

+ λQ2
max lim inf

n→∞

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (vn(y))

]
[
1

q
f(vn)vn −

F (vn)

2
]dx

>
m−1∑
i=1

(
1

pi
− 1

q

)
||v||piVmin,W s,pi(RN ) +

(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|v|q∗sdx

+ λ

∫
RN

Q2
max

[ 1

|x|µ
∗ F (v)

]
[
1

q
f(v)v − F (v)

2
]dx

= IVmin,Qmax
(v)− 1

q
< I ′

Vmin,Qmax
(v), v >= IVmin,Qmax

(v) ≥ cVmin,Qmax
,

điều này là mâu thuẫn. Vậy

||v||piVmin,W s,pi(RN ) ≥ lim sup
n→∞

||vn||piVmin,W s,pi(RN ), i = 1, . . . ,m. (2.63)

Kết hợp (2.62) và (2.63), ta thu được (2.61).

Khẳng định 4. v là một nghiệm với năng lượng cực tiểu của (2.48). Thật

vậy, v là nghiệm của (2.48) và nó thỏa mãn

cV (y),Q(y) ≤ IV (y),Q(y)(v)

= IV (y)Q(y)(v)−
1

q
< I ′

V (y),Q(y)(v), v >

=
m∑
i=1

(
1

pi
− 1

q

)
||v||piV (y),W s,pi(RN )

+Q(y)2λ

∫
RN

[ 1

|x|µ
∗ F (v(y))

]
(
1

q
f(v)v − 1

2
F (v))dx

+
(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|v|q∗sdx.
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Theo Bổ đề Fatou và y ∈ V ∩ Q, ta suy ra

cVmin,Qmax
= cV (y),Q(y) ≤ lim inf

n→∞

m=1∑
i=1

(
1

pi
− 1

q

)
||v||piVn(y),W s,pi(RN )

+ λ lim inf
n→∞

∫
RN

Qn(x)Qn(y)
[ 1

|x|µ
∗ F (vn(y))

](1
q
f(vn(x))vn(x)−

F (vn(x))

2

)
dx

+ lim inf
n→∞

(1
q
− 1

q∗s

) ∫
RN

|vn|q
∗
sdx

= lim inf
n→∞

(Ĩζn(vn)−
1

q
< Ĩ

′

ζn
(vn), vn >)

= lim inf
n→∞

(Jζn(un)−
1

q
< J

′

ζn
(un), un >)

= lim inf
n→∞

cζn ≤ cVmin,Qmax
.

Vậy IV (y),Q(y)(v) = IVmin,Qmax
(v) = cVmin,Qmax

, và v là nghiệm với năng lượng

cực tiểu của (2.48).

Bổ đề 2.2.2. Giả sử ζn → 0+ và (un) ⊂ Nζn thỏa mãn Jζn (un) → cVmin,Qmax
.

Khi đó tồn tại (ỹn) ⊂ RN sao cho khi chọn một dãy con cần thiết ta được

vn(x) = un (x+ ỹn) hội tụ mạnh trong W . Hơn nữa, yn = ζnỹn → y ∈
V ∩ Q.

Chứng minh. Vì < J ′
ζn
(un) , un >= 0 và Jζn (un) → cVmin,Qmax

nên (un) bị

chặn trong W . Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng tồn tại một dãy (ỹn) ⊂ RN và

hằng số R > 0 và β > 0 thỏa mãn

lim sup
n→∞

∫
BR(ỹn)

|un|q dx ≥ β > 0. (2.64)

Giả sử khẳng định (2.64) là sai. Khi đó với mọi R > 0 ta có

lim
n→∞

sup
y∈RN

∫
BR(y)

|un|q dx = 0.

Lại có (un) là bị chặn trong W , khi đó từ Bổ đề 1.1.10, ta suy ra un → 0

trong Lt
(
RN
)
với mọi t ∈ (q, q∗s) . Khi λ đủ lớn, ta có

cVmin,Qmax
∈ (0,

s

N
Sq∗s

N
qs ). (2.65)
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Theo Bổ đề 1.1.16 và (f2), với mọi τ∗ > 0 tồn tại Cτ∗ > 0 sao cho∣∣∣ ∫
RN

[ 1

|x|µ
∗Q(ζny)F (un)

]
Q(ζnx)f(un)undx

∣∣∣
≤ C2(τ∗∥un∥qLq(RN ) + Cτ∗∥un∥τLτ (RN )), (2.66)

trong đó C2 > 0 là một hằng số phù hợp. Sử dụng giả thiết< J ′
ζn
(un) , un >=

0 và tính toán tương tự như Định lý 1.3.3, ta thu được limn→∞
∫
RN

(u+n )
q∗sdx =

0. Do đó ∥un∥ζn → 0 khi n→ ∞. Suy ra Jζn (un) → 0 khi n→ ∞. Điều này

mâu thuẫn với Jζn (un) → cVmin,Qmax
> 0. Đặt vn(x) = un (x+ ỹn). Khi đó

(vn) là dãy bị chặn trong W và từ (2.64), ta có thể giả sử răng vn → v ̸≡ 0

trong W khi n → ∞. Cố định tn > 0 sao cho ṽn = tnvn ∈ MVmin,Qmax
. Vì

un ∈ Nζn nên

cVmin,Qmax
≤ IVmin,Qmax

(ṽn) = IVmin,Qmax
(tnun) ≤ Jζn (tnun) + on(1)

≤ Jζn (un) + on(1) = cVmin,Qmax
+ on(1),

suy ra IVmin,Qmax
(ṽn) → cVmin,Qmax

. Ta giả sử rằng tn → t0 > 0 khi n → ∞
và ṽn → t0v := ṽ ̸≡ 0 yếu trong W và I ′

Vmin,Qmax
(ṽ) = 0. Sử dụng Bổ đề

Brezis-Lieb [20] và Bổ đề 1.1.17, ta có

IVmin,Qmax
(ṽn − ṽ) → cVmin,Qmax

− IVmin,Qmax
(ṽ) = 0 và I ′

Vmin,Qmax
(ṽn − ṽ) → 0

khi n→ ∞. Vậy tồn tại hằng số C > 0 sao cho

m∑
i=1

∥ṽn − ṽ∥piVmin,W s,pi(RN )

≤ C

[
IVmin,Qmax

(ṽn − ṽ)− 1

θ

〈
I ′
Vmin,Qmax

(ṽn − ṽ) , ṽn − ṽ
〉]

→ 0

khi n→ ∞, nghĩa là

ṽn → ṽ trong W. (2.67)

Vì tn → t0 với t0 > 0 nên vn → v trong W khi n→ ∞.

Ký hiệu yn = ζnỹn, lấy một dãy con nếu cần thiết, ta sẽ chứng minh rằng

yn → y với mọi y ∈ V ∩ Q. Đầu tiên, ta chỉ ra rằng (yn) bị chặn. Bằng

phương pháp phản chứng, giả sử rằng |yn| → ∞ khi n → ∞. Từ (2.67),
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Vmin < V∞ và Qmax > Q∞, ta có

cVmin,Qmax
= IVmin,Qmax

(ṽ) < IV∞,Q∞(ṽ)

≤ lim inf
n→∞

[ ∑
t∈{p1,...,pm}

(1
t
[ṽn]

t
s,t +

1

t

∫
RN

V (ζnx+ yn) |ṽn|t dx
)

− λQ2
∞

2
K (ṽn)

]

= lim inf
n→∞

∑
t∈{p1,...,pm}

(ttn
t
[un]

t
s,t +

ttn
t

∫
RN

V (ζnz) |un|t
)

− λ

2
lim sup
n→∞

∫
R2N

Q(ζnz)Q(ζnz)F (tnun(z))F (tnun(z))

|z − z|µ
dzdz

= lim inf
n→∞

Jζn (tnun) ≤ lim inf
n→∞

Jζn (un) = cVmin,Qmax
,

điều này là vô lý. Do đó, (yn) là một dãy bị chặn, khi trích ra một dãy con

cần thiết, ta có yn → y ∈ RN . Dễ thấy, y ∈ V∩Q. Ngược lại, nếu y ̸∈ V∩Q,
khi đó Vmin < V (y) hoặc Qmax > Q(y). Theo lập luận của bất đẳng thức

trước đó, ta suy ra mâu thuẫn. Bổ đề được chứng minh.

Tiếp theo, ta đưa ra ước lượng L∞ thông qua phương pháp lặp Moser

trong [52, 6].

Bổ đề 2.2.3. Cho vn là một nghiệm với năng lượng cực tiểu của bài toán
∑m

i=1(−∆)spivn +
∑m

i=1 Vn(x) |vn|
pi−2 vn

= λ
(

1
|x|µ ∗ (Qn(y)F (vn))

)
Qn(x)f (vn) + |vn|q

∗
s−2vn trong RN

vn ∈ W, vn ≥ 0 trong RN ,

(2.68)

trong đó Vn(x) = V (ζnx+ ζnỹn), Qn(x) = Q (ζnx+ ζnỹn) và ζnỹn → y ∈
V ∩ Q. Nếu vn → v ̸= 0 trong W, khi đó tồn tại hằng số C > 0 sao cho

|vn|∞ ≤ C với mọi n ∈ N.

Hơn nữa ta có

lim
|x|→∞

vn(x) = 0 hầu khắp nơi trong n ∈ N,

và |vn|∞ ≥ σ với mọi n ∈ N và hằng số σ > 0.
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Chứng minh. Với mọi L > 0 và β > 1, ta ký hiệu

γ (vn) = γL,β (vn) = vnv
q(β−1)
L,n ∈ Wζ ,

trong đó vL,n = min {vn, L}. Theo [4], ta có

|Γ (vn) (x)− Γ (vn) (y)|q (2.69)

≤ |vn(x)− vn(y)|q−2 (vn(x)− vn(y))
((
vnv

q(β−1)
L,n

)
(x)−

(
vnv

q(β−1)
L,n

)
(y)
)

và ∫∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|pi−2 (vn(x)− vn(y))

|x− y|N+pis
·[(

vnv
q(β−1)
L,n

)
(x)−

(
vnv

q(β−1)
L,n

)
(y)
]
dxdy ≥ 0 (2.70)

với mọi i = 1, . . . ,m − 1. Lấy γ (vn) = vnv
q(β−1)
L,n là hàm thử trong (2.68).

Từ (2.69) và (2.70), ta thu được

[Γ(vn)]
q
s,q +

∫
RN

Vn(x)|vn|qvq(β−1)
L,n dx

≤
m−1∑
i=1

∫∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|pi−2(vn(x)− vn(y))

|x− y|N+spi

×
[(
vnv

q(β−1)
L,n

)
(x)−

(
vnv

q(β−1)
L,n

)
(y)
]
dxdy

+

∫∫
R2N

|vn(x)− vn(y)|q−2(vn(x)− vn(y))

|x− y|N+qs

×
[(
vnv

q(β−1)
L,n

)
(x)−

(
vnv

q(β−1)
L,n

)
(y)
]
dxdy

+
m∑
i=1

∫
RN

Vn(x)v
pi
n v

q(β−1)
L,n dx

= λ

∫
RN

(
1

|x|µ
∗Qn(y)F (vn)

)
Qn(x)f(vn)vnv

q(β−1)
L,n dx

+

∫
RN

|vn|q
∗
sv
q(β−1)
L,n dx. (2.71)

Vì Γ (vn) ≥ 1
βvnv

β−1
L,n , nên

[Γ (vn)]
q
s,q ≥ S−1

∗ ∥Γ (vn) ∥qLq∗s (RN )
≥
(
1

β

)q
S−1
∗ ∥vnvβ−1

L,n ∥
q

Lq∗s (RN )
, (2.72)
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trong đó S∗ là hằng số phù hợp. Chú ý rằng (vn) là dãy bị chặn và sử dụng

Bổ đề 1.1.16, tồn tại một hằng số C0 > 0 sao cho

sup
n∈N

|K (vn)|∞ ≤ C0. (2.73)

Từ các giả thiết của f , với mọi ξ > 0, tồn tại Cξ > 0 sao cho

|f (vn)| ≤ ξ |vn|q−1 + Cξ |vn|q
∗
s−1 . (2.74)

Chọn ξ ∈
(
0, Vmin

λC0Q2
max

)
và sử dụng (2.71)-(2.74) kết hợp cùng tính bị chặn

của Q ta suy ra tồn tại C > 0 sao cho

∥wL,n∥qLq∗s (RN )
≤ Cβq

∫
RN

|vn|q
∗
s v

q(β−1)
L,n dx, (2.75)

trong đó wL,n := vnv
β−1
L,n . Ta lấy β = q∗s

q và cố định R > 0. Vì 0 ≤ vL,n ≤ vn

nên

∫
RN

vq
∗
s
n v

q(β−1)
L,n dx =

∫
RN

vq
∗
s−q
n vqnv

q∗s−q
L,n dx (2.76)

=

∫
RN

vq
∗
s−q
n

(
vnv

q∗s−q
q

L,n

)q
dx

≤
∫
{vn<R}

Rq∗s−qvq
∗
s
n dx+

∫
{vn>R}

vq
∗
s−q
n

(
vnv

q∗s−q
q

L,n

)q
dx

≤
∫
{vn<R}

Rq∗s−qvq
∗
s
n dx+

(∫
{vn>R}

vq
∗
s
n dx

) q∗s−q

q∗s

(∫
RN

(
vnv

q∗s−q
q

L,n

)q∗s
dx

) q
q∗s

.

Vì vn → v trong W ta chọn R > 0 đủ lớn sao cho(∫
{vn>R}

vq
∗
s
n dx

) q∗s−q

q∗s
≤ ηβ−q, (2.77)

trong đó η > 0. Kết hợp (2.75)-(2.77) ta có(∫
RN

(
vnv

q∗s−q
q

L,n

)q∗s
dx

) q
q∗s

≤ Cβq
∫
RN

Rq∗s−qvq
∗
s
n dx

+ Cη

(∫
RN

(
vnv

q∗s−q
q

L,n

)q∗s
dx

) q
q∗s

<∞.
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Lấy giới hạn khi L → ∞ và chọn η > 0 sao cho 1 − ηC > 0, ta thu được

vn ∈ L
(q∗s)

2

q
(
RN
)
. Sử dụng 0 ≤ vL,n ≤ vn và cho L→ ∞ trong (2.75), ta có

∥vβn∥
q

Lq∗s (RN )
≤ Cβq

∫
RN

vq
∗
s+q(β−1)
n dx.

Từ đó suy ra(∫
RN

vβq
∗
s

n dx

) 1
(β−1)q∗s

≤ (C1/qβ)
1

β−1

(∫
RN

vq
∗
s+q(β−1)
n dx

) 1
q(β−1)

.

Với m ≥ 1, ta chọn βm+1 thỏa mãn q∗s + q (βm+1 − 1) = q∗sβm và β1 = q∗s
q .

Dễ thấy,

βm+1 = βm1 (β1 − 1) + 1,

và βm → ∞ khi m→ ∞. Theo công thức của βm+1, ta có(∫
RN

vβm+1q
∗
s

n dx

) 1

(βm+1−1)q∗s ≤
(
C1/qβm+1

) 1
βm+1−1

(∫
RN

vq
∗
sβm
n dx

) 1
q∗s (βm−1)

.

Đặt

Dm =

(∫
RN

vq
∗
sβm
n dx

) 1
q∗s (βm−1)

.

Tiếp tục quá trình trên, tồn tại hằng số C∗ > 0 độc lập với m sao cho

Dm+1 ≤
m∏
k=1

(
C1/qβk+1

) 1
βk+1−1

D1 ≤ C∗D1.

Lấy giới hạn khi m→ ∞, ta thu được |vn|∞ ≤ K∗ với mọi n ∈ N, trong đó

K∗ > 0 là hằng số thích hợp. Vì vn → v trongW , ta suy ra lim|x|→∞ vn(x) =

0 hầu khắp nơi trong n ∈ N. Hơn nữa, sử dụng vn → v ̸= 0 trong W theo

Bổ đề 2.2.2, tồn tại (ỹn) và β,R > 0 sao cho∫
BR(ỹn)

|vn|q dx ≥ β.

Nếu |vn|∞ → 0 thì

0 < β ≤
∫
BR(ỹn)

|vn|q dx ≤ |BR(0)| |vn|q∞ → 0,

điều này là mâu thuẫn. Vậy tồn tại một hằng số σ > 0 sao cho |vn|∞ ≥ σ

với mọi n ∈ N.
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Định lý 2.2.4. Giả sử (V ), (Q), (V Q), và (f1)−(f5) được thỏa mãn, Khi đó

tồn tại ζ0 > 0 sao cho phương trình (2.1) có một nghiệm dương không tầm

thường với mọi λ đủ lớn và ζ ∈ (0, ζ0). Ta ký hiệu nghiệm trên là vζ và xζ ∈
RN là cực đại toàn cục của nó, khi đó limζ→0 V (xζ) = Vmin, limζ→0Q(xζ) =

Qmax.

Chứng minh Định lý 2.2.4. Từ Định lý 2.1.10, ta suy ra sự tồn tại nghiệm

với năng lượng cực tiểu của bài toán (2.1). Gọi uζn là một nghiệm yếu của

(2.1). Khi đó vn = uζn (·+ ỹn) là nghiệm của phương trình
∑m

i=1(−∆)spivn +
∑m

i=1 Vn(x)|vn|pi−2vn

= λ
(

1
|x|µ ∗Qn(y)F (vn)

)
Qn(x)f (vn) + |vn|q

∗
s−2vn trong RN

vn ∈ W, vn ≥ 0 trong RN ,

trong đó Vn(x) = V (ζnx+ ζnỹn), Qn(x) = Q (ζnx+ ζnỹn) và (ỹn) ⊂ RN

được cho bởi Bổ đề 2.2.2. Hơn nữa, khi trích một dãy con nếu cần thiết,

ta có thể giả sử yn := ζnỹn → y ∈ V ∩ Q và vn → v trong W . Nếu pn là

điểm cực đại của vn, thì tồn tại R > 0 sao cho |pn| ≤ R với mọi n ∈ N,
theo Bổ đề 2.2.3. Khi đó điểm cực đại của uζn được cho bởi zζn = pn+ ỹn và

ζnzζn → y ∈ V ∩Q. Từ tính liên tục của V và Q, ta có limn→∞ V (ζnzζn) →
V (y) = Vmin và limn→∞Q (ζnzζn) → Q(y) = Qmax.

Định lý tiếp theo thu được trực tiếp từ Bổ đề 2.2.1.

Định lý 2.2.5. Giả sử vζ là nghiệm thỏa mãn Định lý 2.2.4. Khi đó tồn tại

một dãy {ỹζ} sao cho wζ(x) := vζ(x + ỹζ) hội tụ mạnh trong W đến một

nghiệm với năng lượng cực tiểu của

m∑
i=1

(−∆)spiv + Vmin

m∑
i=1

|v|pi−2v = λQ2
max[

1

|x|µ
∗ F (v)]f(v) + |v|q∗s−2v

trong RN khi ζ → 0+.
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Kết luận Chương 2

Trong chương này, sử dụng phương pháp biến phân, chúng tôi chứng minh

sự tồn tại nghiệm yếu và sự cô đặc của nghiệm cho phương trình Choquard

phân thứ nhiều pha (2.1). Các kết quả chính của chương này là Định lý

2.2.4 và Định lý 2.2.5. Các kết quả của chương này được công bố trong [62].

Định lý 2.2.4 cho thấy sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán không ô-tô-nôm

(2.1) khi ζ đủ nhỏ và cực đại toàn cục của nghiệm cô đặc quanh cực tiểu

toàn cục của thế vị V và cực đại toàn cục của thế vị Q. Định lý 2.2.5 nói

rằng dãy nghiệm của bài toán (2.1) sau phép đổi biến tịnh tiến sẽ hội tụ

tới nghiệm của bài toán giới hạn. Trong [6], [9], [22] và [80] không có các

kết quả kiểu này. Do đó kết quả này của chúng tôi là mới. Để chứng minh

sự tồn tại nghiệm của bài toán không ô-tô-nôm, trước hết chúng tôi chỉ ra

phiếm hàm năng lượng thỏa mãn điều kiện hình học của Định lý Vượt núi.

Do đó sẽ tồn tại dãy (PS) với mức vượt núi Cζ được xác định trong (2.7).

Tiếp theo, ta chứng minh tính compact của dãy (PS) khi mức vượt núi bị

chặn trên bởi mức vượt núi của bài toán giới hạn (1.18) với λ đủ lớn. Do

đó nghiệm yếu của bài toán (2.1) là giới hạn của dãy (PS). Bài toán chứa

thế vị hút V và thế vị đẩy Q, điều này dẫn đến khó khăn khi chúng tôi

chứng minh tính compact của dãy (PS). Hơn nữa, khó khăn cũng gặp phải

khi chúng tôi chứng minh giới hạn của dãy nghiệm của (2.1) về nghiệm của

bài toán giới hạn. So sánh với kết quả của Chen-Li-Yang, Ambrosio, Định

lý 2.2.4 khi m = 1, phương trình (2.1) của chúng tôi chứa hai thế vị V và

Q, trong khi bài toán mà Chen-Li-Yang [22], Ambrosio [6] xét chỉ chứa một

thế vị V. Do đó kết quả của chúng tôi là mới trong trường hợp m = 1. Hiện

cũng chưa có các kết quả cho m ≥ 2 của phương trình (2.1). Các kết quả

của Ambrosio [9], Zheng cùng các cộng sự [80] nghiên cứu sự nhiều nghiệm
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và sự cô đặc nghiệm cho bài toán (8). Bài toán này không có số hạng tới

hạn |u|q∗s−2u. Hơn nữa giả thiết của hàm thế vị V thỏa mãn điều kiện (V1)

và (V2), khác với giả thiết của V trong kết quả của chúng tôi, dẫn đến họ

dùng phương pháp chặt cụt hàm phi tuyến để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm.

Do đó kết quả của chúng tôi là độc lập với kết quả của họ.
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Chương 3

Sự tồn tại nghiệm yếu của phương

trình kiểu Kirchhoff-Schrödinger

phân thứ nhiều pha trong RN với độ

tăng mũ

3.1 Phương trình kiểu Kirchhoff-Schrödinger phân thứ nhiều

pha trong RN với độ tăng mũ tới hạn

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương

trình Kirchhoff-Schrödinger phân thứ nhiều pha với kỳ dị

T∑
i=1

Mi

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|pi Ki(x− y)dxdy +

∫
RN

V (x) |u(x)|pi dx
)

× (Lspiu(x) + V (x) |u|pi−2 u) =
f(x, u)

|x|γ
, (3.1)

trong đó T ≥ 1, N = p1s, γ ∈ [0, N), s ∈ (0, 1), 2 ≤ p = p1 < · · · < pT <

+∞. V là hàm thế vị thỏa mãn điều kiện (V1) và (V2) hoặc (V1) và (V3).

Hàm Kirchhoff Mi(t) (i = 1, . . . , T ) thuộc lớp M các hàm M thỏa mãn

điều kiện:

(c1) M(t) ≥ m0 > 0, ∀t ∈ R+,

(c2) M(t) ≤ b0 + b1t
α1 + ...+ bmt

αm, t ≥ 0, bi > 0, i = 1, . . . ,m, αm > ... >
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α1 ≥ 1. Khi đó

M(t) =

∫ t

0
M(τ)dτ ≤ b0t+ b1

tα1+1

α1 + 1
+ ...+ bm

tαm+1

αm + 1
.

(m3) tồn tại θ > 1 sao cho M(t)
tθ−1 là tăng trong (0,∞).

Nhân kỳ dị Ki, i = 1, . . . , T thỏa mãn các điều kiện:

(C i
1) ηKi ∈ L1(RN), trong đó η(x) = min {|x|pi , 1}.

(C i
2) Tồn tại ki > 0 thỏa mãn Ki(x) ≥ ki |x|−(N+pis) với mọi x ∈ RN \ {0} ,
i = 1, . . . , T.

Ta giả sử rằng hàm phi tuyến liên tục f : RN × R → R có độ tăng mũ tới

hạn thỏa mãn điều kiện:

(fi) Tồn tại các hằng số α0 ∈ (0, β∗), 0 < β∗ < α∗, b1, b2 > 0 sao cho

|f(x, t)| ≤ b1 |t|p−1 + b2ΦN,s(α0 |t|N/(N−s)),

với mọi (x, t) ∈ RN × R, trong đó ΦN,s(y) = ey −
∑jp−2

i=0
yj

j! , jp =

min {j ∈ N : j ≥ p} .

(fii) Tồn tại µ > max{pTθ, pT (αm + 1)} sao cho

f(x, t)− µF (x, t) ≥ −ρ|t|N/s

với mọi (x, t) ∈ RN × R, ρ ≥ 0 và thỏa mãn

ρA
−N/s
N/s,γ

µ
<
m0

pθ
− m0

µ
,

trong đó θ > 1 là hằng số được cho trong điều kiện (m3).

(fiii) Tồn tại một hằng số B > 0 thỏa mãn limt→0
F (x,t)

|t|N/s < B đều theo x ∈ RN

sao cho m0s
N −BA

−N/s
N/s,γ > 0.

(fiv) Tồn tại γ1 > 0 sao cho

F (x, t) ≥ γ1 |t|µ

với mọi (x, t) ∈ RN × R, trong đó µ > max{pTθ, pT (αm + 1)} là hằng

số được cho trong điều kiện (f2).
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Hàm thế vị V là hàm liên tục thỏa mãn các điều kiện sau:

(V1) V (x) ≥ V0 > 0 với mọi x ∈ RN ;

(V2) Với mỗi c > 0, ta có means
({
x ∈ RN : V (x) ≤ c

})
< ∞, trong đó

means là độ đo Lebesgue trong RN . Ta giả sử V thỏa mãn thêm một

số điều kiện ngoài (V1) và (V2) như sau:

(V3) Tồn tại h > 0 sao cho lim|y|→∞meas({x ∈ Bh(y) : V (x) ≤ c}) = 0 với

mọi c > 0.

Trước khi trình bày các kết quả chính, chúng tôi thiết lập một số ký hiệu

và định nghĩa. Ký hiệu Ws,pi
Ki

(i = 1, . . . , T ) là không gian Sobolev phân

thứ cho bởi

Ws,pi
Ki

(RN) := {v ∈ Lpi(RN) : [v]s,Ki,pi <∞},

trong đó [v]s,Ki,pi =
( ∫∫
R2N

|v(x) − v(y)|piKi(x − y)dxdy
)1/pi

. Chú ý rằng

Ws,pi
Ki

(RN) là không gian Banach lồi đều (như trong [64]) với chuẩn

||v||Ws,pi
Ki

(RN ) =
(
||v||piLpi(RN ) + [v]pis,Ki,pi

)1/pi
.

Gọi Wi (i = 1, . . . , T ) là bao đóng của C∞
0 (RN) với chuẩn

||v||Wi
=
(
[v]pis,pi + ||v||pipi,V

)1/pi
, ||v||pipi,V =

∫
RN

V (x)|v(x)|pidx.

Khi đó, Wi là không gian Banach lồi đều (theo [64], Bổ đề 10), và W
là không gian phản xạ. Một ví dụ của nhân kỳ dị Ki (i = 1, . . . , T ) là

Ki(x) = |x|−(N+pis). Khi Ki(x) = |x|−(N+pis), ta sử dụng ký hiệuW s,pi(RN)

thay cho Ws,pi
Ki

(RN) và [v]s,pi thay cho [v]s,Ki,pi.

Đặt W = ∩Ti=1Wi. Với mọi ν ∈ [
N

s
,+∞), áp dụng Định lý 6.9 [57], ta

có các phép nhúng W ↪→ W1 ↪→ W s,p(RN) ↪→ Lν(RN) là liên tục do điều

kiện (V1). Khi đó, hằng số tối ưu Sν > 0 được xác định bởi

Sν = inf
v ̸=0,v∈W

||v||W
||v||Lν(RN )

.

Như vậy, với mọi v ∈ W , ta có

||v||Lν(RN ) ≤ S−1
ν ||v||W . (3.2)
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Nghiệm yếu của phương trình (3.1) được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 3.1.1. Hàm u ∈ W được gọi là nghiệm yếu của phương trình

(3.1) nếu với mọi hàm thử φ ∈ W , ta có

T∑
i=1

Mi(||u||piWi
)Ai(u, φ) =

∫
RN

f(x, u)φ(x)

|x|γ
dx,

trong đó,

Ai(u, φ) =

∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|pi−2(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))Ki(x− y)dxdy

+

∫
RN

V (x)|u|pi−2uφdx.

Sau đây chúng tôi trình bày một số kết quả về tính nhúng compact của

không gian W1.

Bổ đề 3.1.2. [70] Nếu V thỏa mãn (V1) và (V3), thì không gian W1 được

nhúng compact vào Lν(RN) với mọi ν ∈
[
N
s ,+∞

)
.

Bổ đề 3.1.3. [70] Giả sử V thỏa mãn các điều kiện (V1) và (V2) hoặc (V1)

và (V3), q ≥
N

s
và γ ∈ [0, N), khi đó W1 nhúng compact vào Lq(RN , |x|−γ).

Áp dụng hai bổ đề trên, tồn tại hằng số tối ưu Aν,γ (ν ≥ N

s
) được xác

định như sau

Aν,γ = inf
v ̸=0,v∈W

||v||W1

||v||Lν(RN ,|x|−γ)

.

Suy ra

||v||Lν(RN ,|x|−γ) ≤ A−1
ν,γ||v||W1

. (3.3)

Vì W được nhúng liên tục vào W1, theo Bổ đề 3.1.3, với mọi ν ∈ [
N

s
,+∞),

tồn tại một phép nhúng liên tục từ W vào Lν(RN , |x|−γ) (0 ≤ γ < N), khi

đó hằng số tối ưu Aν,γ hoàn toàn được xác định như sau

Aν,γ = inf
v ̸=0,v∈W

||v||W
||v||Lν(RN ,|x|−γ)

.

Suy ra

||v||Lν(RN ,|x|−γ) ≤ A−1
ν,γ||v||W (3.4)
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Cho Ω là miền bị chặn với biên trơn trong RN , N ≥ 2. Khi đó W k,p
0 (Ω)

nhúng liên tục vào LNp/(N−kp)(Ω) với 1 ≤ k < N và 1 ≤ p <
N

k
. Trong

trường hợp biên, k = 1, p = N, ta không có phép nhúng từ W 1,N
0 (Ω) vào

L∞(Ω). Để khắc phục điều này, Trudinger [71] chứng minh rằng tồn tại hai

hằng số dương αN và CN sao cho∫
Ω
eα|u|

N
N−1

dx ≤ CN |Ω|

với mọi 0 ≤ α ≤ αN , u ∈ C∞
c (Ω),

∫
Ω |∇u|

N dx ≤ 1, trong đó

αN := sup

{
α > 0 : sup

u∈W 1,N
0 (Ω),∥∇u∥N≤1

∫
Ω
eα|u|

N
N−1

dx <∞
}
.

Năm 1970, Moser [53] chứng minh rằng αN = Nw
1

N−1

N−1, với wN−1 là diện

tích mặt cầu đơn vị. Nếu α > αN , thì

sup
u∈W 1,N

0 (Ω),∥∇u∥N≤1

∫
Ω
eα|u|

N
N−1

dx = ∞.

Khoảng 30 năm sau đó, Adachi và Tanach [1] dùng khai triển Taylor để đưa

ra dạng mở rộng của bất đẳng thức Trudinger-Moser như sau:

Định lý 3.1.4. Đặt

Φ(t) = et −
N−2∑
i=0

ti

i!
.

Khi đó tồn tại hằng số CN > 0 sao cho

sup
u∈W1,N (RN ),

∫
RN |∇u|Ndx≤1

∫
RN

Φ(α |u|
N

N−1 )dx ≤ CN

∫
RN

|u|N dx

với 0 ≤ α ≤ αN .

Tương tự, trong không gian Sobolev phân thứ, W s,p(Ω) được nhúng liên

tục vào Lq(Ω) với mọi q sao cho p ≤ q ≤ p∗s =
pN

N − ps
,N > ps. Khi N = ps

ta không có phép nhúng. Năm 2016, Parini và Ruf [61] đã mở rộng bất đẳng

thức Trudinger-Moser cho không gian Sobolev phân thứ như sau:
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Định lý 3.1.5. Cho Ω là một miền mở bị chặn của RN (N ≥ 2) với biên

Lipschitz, và cho s ∈ (0, 1), sp = N . W̃ s,p
0 (Ω) là bao đóng của C∞

0 (Ω) với

chuẩn

∥u∥
W̃ s,p

0 (Ω)
=
(
∥u∥pLp(Ω) + [u]ps,p

) 1
p

,

trong đó

[u]s,p :=

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

)1/p

.

Khi đó tồn tại hằng số α∗ = α∗(s,Ω) > 0 sao cho

sup
u∈W̃ s,p

0 (Ω),[u]s,p≤1

∫
Ω
eα|u|

N
N−s

dx < +∞,

với α ∈ [0, α∗). Hơn nữa,

sup
u∈W̃ s,p

0 (Ω),[u]s,p≤1

∫
Ω
eα|u|

N
N−s

dx = +∞,

trong đó α ∈ (α∗
s,N ,+∞) và theo [61]

α∗
s,N = N

(
2(NwN)

2Γ(p+ 1)

N !

∞∑
k=0

(N + k − 1)!

k!

1

(N + 2k)p

) s
N−s

.

Năm 2020, Thìn [70] đã mở rộng định lý trên cho trường hợp kỳ dị như

sau:

Định lý 3.1.6. Cho γ ∈ [0, N), s ∈ (0, 1) và ta giả sử sp = N , N ≥ 1.

Khi đó tồn tại một hằng số β∗ > 0 sao cho

sup
u∈W s,p(RN ),∥u∥Ws,p(RN )≤1

∫
RN

ΦN,s(α |u|
N

N−s )

|x|γ
dx < +∞

đúng với mọi 0 ≤ α ≤ β∗ < α∗(1 −
γ

N
), trong đó ΦN,s(t) = et −

∑jp−2
j=0

tj

j! ,

jp = min {j ∈ N : j ≥ p}. Hơn nữa với α > α∗
s,N , ta có

sup
u∈W s,p(RN ),∥u∥Ws,p(RN )≤1

∫
RN

ΦN,s(α |u|
N

N−s )

|x|γ
dx = +∞.

Để chứng minh các kết quả chính trong phần này, ta xét hàm năng lượng

J(u) =
T∑
i=1

1

pi
Mi(∥u∥piWi

)−
∫
RN

F (x, u)

|x|γ
dx. (3.5)
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Theo Định nghĩa (3.1.1, ta thấy rằng nếu u là điểm tới hạn của hàm năng

lượng J trong W , khi và chỉ khi u là nghiệm yếu của phương trình (3.1).

Bổ đề 3.1.7. Giả sử hàm thế vị V thỏa mãn điều kiện (V1) và hàm phi

tuyến f thỏa mãn các điều kiện (fi) và (fiii). Khi đó tồn tại các hằng số

dương t0, ρ0 sao cho J(u) ≥ ρ0 với mọi u ∈ W, trong đó ∥u∥W = t0.

Chứng minh. Theo Bổ đề 6 [70], với q > pT , tồn tại C > 0 sao cho

|F (x, t)| ≤ (B − τ) |t|N/s + C |t|q ΦN,s(α0 |t|N/(N−s))

với mọi x ∈ RN và t ∈ R. Khi đó

J(u) =
T∑
i=1

1

pi
Mi(∥u∥piWi

)−
∫
RN

F (x, u)

|x|γ
dx

≥
T∑
i=1

1

pi
Mi(∥u∥piWi

)− (B − τ)

∫
RN

|u|N/s

|x|γ
dx

− C

∫
RN

|u|q ΦN,s(α0 |u|N/(N−s))

|x|γ
dx. (3.6)

Chọn các hằng số t > 1 : tγ < N, t′ > 1 sao cho 1
t +

1
t′ = 1, áp dụng bất

đẳng thức Hölder, ta thu được∫
RN

|u|q ΦN,s(α0 |u|N/(N−s))

|x|γ
dx

≤
(∫

RN

(
ΦN,s(α0 |u|N/(N−s))

|x|γ

)t

dx

) 1
t

∥u∥q
Lqt′(RN )

.

Lập luận tương tự Bổ đề 9 [70] và áp dụng Định lý 3.1.6, tồn tại một hằng

số D > 0 thỏa mãn(∫
RN

(
ΦN,s(α0 |u|N/(N−s))

|x|γ

)t

dx

) 1
t

≤ D.

Vì W được nhúng liên tục vào Lqt
′
(RN), nên∫

RN

|u|q ΦN,s(α0 |u|N/(N−s))

|x|γ
dx ≤ DS−q

qt′ ∥u∥
q
W < +∞.

Theo Bổ đề 3.1.3, với mọi u ∈ W , ta có

∥u∥LN/s(RN ,|x|−γ
) ≤ A−1

N/s,γ ∥u∥W1
.
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Khi ||u||W đủ nhỏ, ta thu được

T∑
i=1

∥u∥piWi
≥ T 1−pT

pT
||u||pTW .

Nếu T ≥ 2, thì

J(u) =
T∑
i=1

1

pi
Mi(∥u∥p1Wi

)− (B − τ)A
−N/s
N/s,γ ∥u∥

p1
W1

− CDS−q
qt′ ∥u∥

q
W

≥
(m0

p1
− (B − τ)A

−N/s
N/s,γ

)
||u||p1W1

+
T∑
i=2

1

pi
Mi(∥u∥piWi

)− CDS−q
qt′ ∥u∥

q
W

≥ min{m0

p1
− (B − τ)A

−N/s
N/s,γ, min

i=2,...,T

m0

pi
}(

T∑
i=1

∥u∥piWi
)− CDS−q

qt′ ∥u∥
q
W

≥ ∥u∥pTW
(
C∗ − CDS−q

qt′ ∥u∥
q−pT
W

)
, (3.7)

trong đó

C∗ =
T 1−pT

pT
.min{m0

p1
− (B − τ)A

−N/s
N/s,γ, min

i=2,...,T

m0

pi
}.

Cho h(t) = C∗ − CDS−q
qt′ t

q−pT . Dễ thấy h(t) là hàm liên tục trong [0,+∞)

và limt→0+ h(t) = C∗. Khi đó tồn tại t0 : h(t) ≥ C∗ − ε1 với mọi 0 ≤ t ≤ t0,

t0 là đủ nhỏ sao cho ∥u∥W = t0. Đặt ε1 =
C∗
2 , ta có h(t) ≥ C∗

2 , 0 ≤ t ≤ t0.

Đặc biệt, ta cũng thu được h(t0) ≥
C∗

2
. Suy ra J(u) ≥ C∗ ∥u∥pTW

2
với u ∈ W

sao cho ∥u∥W = t0, và J(u) ≥ t
pT
0 C∗
2 := ρ0.

Chứng minh tương tự như trường hợp T = 2, ta thu được kết luận của

bổ đề khi T = 1.

Bổ đề 3.1.8. Giả sử (V1) và (fiv) được thỏa mãn, khi đó tồn tại v ∈
C∞

0 (RN) với ∥v∥W > t0 : J(v) < 0, trong đó t0 > 0 được cho trong Bổ đề

3.1.7.

Chứng minh. Với mọi u ∈ C∞
0 (RN), theo (fiv), (c2) và t > 0, ta có

J(tu) =
T∑
i=1

1

pi
Mi(∥tu∥piWi

)−
∫
RN

F (x, tu)

|x|γ
dx
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≤
T∑
i=1

1

pi

(
b0 ∥tu∥piWi

+
b1 ∥tu∥pi(α1+1)

Wi

α1 + 1
+ ...+

bm ∥tu∥pi(αm+1)
Wi

αm + 1

)

− γ1t
µ

∫
RN

|u(x)|µ

|x|γ
dx

=
T∑
i=1

1

pi

(
b0t

pi ∥u∥piWi
+
b1t

pi(α1+1) ∥u∥pi(α1+1)
Wi

α1 + 1
+ ...+

bmt
pi(αm+1) ∥u∥pi(αm+1)

Wi

αm + 1

)

− γ1t
µ

∫
RN

|u(x)|µ

|x|γ
dx.

Vì µ > pT (αm + 1), nên J(tu) → −∞ khi t → +∞. Đặt v = ρ1u với

ρ1 > t0 > 0 đủ lớn, khi đó J(v) < 0 với ∥v∥W > t0.

Bổ đề 3.1.9. Giả sử f thỏa mãn điều kiện (fiv) và thế vị V thỏa mãn điều

kiện (V1). Khi đó tồn tại một hằng số Cγ1 > 0 sao cho ρ0 ≤ c ≤ Cγ1, trong

đó c là mức vượt núi cho hàm năng lượng J trên W và ρ0 được cho trong

Bổ đề 3.1.7.

Chứng minh. Với mọi ε > 0, tồn tại một hàm w ∈ W \ {0} sao cho

∥w∥Lµ(RN ,|x|−γ
) = 1 và ||u||Wi

≤ ∥w∥W ≤ Aµ,γ + ε, i = 1, . . . , T. Chọn

ε = 1, khi đó ||w||Wi
≤ ∥w∥W ≤ Aµ,γ + 1, i = 1, . . . , T. Theo Định lý Vượt

núi, ta thu được

c = inf
γ∗∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ∗(t)) ≥ ρ0 > 0,

trong đó

Γ = {γ∗ ∈ C([0, 1], X) : γ∗(0) = 0, J(γ∗(1)) < 0} .

Suy ra

c ≤ max
t≥0

J(tw)

= max
t≥0

{
T∑
i=1

1

pi
Mi

(
∥tw∥piWi

)
−
∫
RN

F (x, tu)

|x|γ
dx

}

≤ max
t≥0

{
T∑
i=1

1

pi

(
b0 ∥tw∥piWi

+
b1

α1 + 1
∥tw∥pi(α1+1)

Wi
+ ...+

bm
αm + 1

∥tw∥pi(αm+1)
Wi

)}

−min
t≥0

γ1t
µ

∫
RN

|u(x)|µ

|x|γ
dx ≤ max

t≥0
g(t),
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trong đó

g(t) =
T∑
i=1

1

pi

b0tpi(Aµ,γ + ε)pi +
m∑
j=1

bj
αj + 1

tpi(αj+1)(Aµ,γ + ε)pi(αj+1)

−γ1tµ,

t ∈ [0,+∞) . Vậy

c ≤ max
t∈[0,1]

g(t) + max
t≥1

g(t).

Khi t ∈ [0, 1], ta có

g(t) ≤ h(t)

=
T∑
i=1

1

pi

b0(Aµ,γ + ε)pi +
m∑
j=1

bj
αj + 1

(Aµ,γ + ε)pi(αj+1)

 tp − γ1t
µ.

Đặt

a =
T∑
i=1

1

pi

b0(Aµ,γ + ε)pi +
m∑
j=1

bj
αj + 1

(Aµ,γ + ε)pi(αj+1)


trong hàm trên, ta thu được h(t) = atp − γ1t

µ. Ta có

h′(t) = patp−1 − γ1µt
µ−1 = 0

⇒ t =

(
pa

µγ1

) 1
µ−p

.

Khi đó maxt∈[0,1] g(t) ≤ h(θγ1) = Cγ1, với θγ1 =
(
pa
µγ1

) 1
µ−p ≤ 1 khi γ1 ≥

ap
µ := γ∗. Hơn nữa ta cũng có

Cγ1 = h(θγ1) = a(θγ1)
p − γ1(θγ1)

µ = a(θγ1)
p(1− γ1(θγ1)

µ−p)

= a

(
pa

µγ1

) p
µ−p
(
1− γ1

(
pa

µγ1

))
= a

(
pa

µγ1

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)
. (3.8)

Với t ≥ 1, ta có

g(t) ≤ h∗(t)

=
T∑
i=1

1

pi

b0(Aµ,γ + ε)pi +
m∑
j=1

bj
αj + 1

(Aµ,γ + ε)pi(αj+1)

 tpT (αm+1) − γ1t
µ.
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Tiếp theo, ta tìm điểm cực trị của h∗(t) = atpT (αm+1) − γ1t
µ bằng việc giải

phương trình

h′∗(t) = pT (αm + 1)atpT (αm+1)−1 − µγ1t
µ−1

= tpT (αm+1)−1
(
pT (αm + 1)a− µγ1t

µ−pT (αm+1)
)
= 0.

Vậy t =
(
pT (αm+1)a

µγ1

) 1
µ−pT (αm+1)

là điểm cực đại của h∗. Đặt

βγ1 =

(
pT (αm + 1)a

µγ1

) 1
µ−pT (αm+1)

.

Chọn γ1 ≥ apT (αm+1)
µ = γ∗∗ > γ∗, ta có(

pT (αm + 1)a

µγ1

) 1
µ−pT (αm+1)

≤ 1.

Vậy

max
t≥1

g(t) ≤ h∗(1) = a− γ1.

Chọn γ∗∗∗ = a, khi đó maxt≥1 g(t) ≤ 0 với mọi γ1 ≥ max {γ∗, γ∗∗, γ∗∗∗} = a

vì
p

µ
<
pT (αm + 1)

µ
< 1. Từ đó ta thu được

c ≤ Cγ1 = a

(
pa

µγ1

) p
µ−p

.

(
1− pa

µ

)
.

Do đó limγ1→+∞ θγ1 = 0 và limγ1→+∞ h(θγ1) = 0. Theo Bổ đề 3.1.7, ta thấy

rằng c ≥ ρ0.

Bổ đề 3.1.10. Cho V thỏa mãn điều kiện (V1) và (V2) hoặc (V1) và (V3), và

f thỏa mãn điều kiện (fi)-(fiv). Khi đó hàm J thỏa mãn điều kiện Palais-

Smale với mức ρ0 ≤ c ≤ Cγ1.

Chứng minh. Giả sử {vn} là một dãy (PS)c trong W . Khi đó ta có J(vn) →
c và

lim
n→∞

sup
∥φ∥W=1

|⟨J ′(vn), φ⟩| → 0.

Ta chứng minh theo hai bước. Đầu tiên, ta khẳng định rằng {vn} là dãy bị

chặn trong W và có thể trích ra một dãy con nếu cần thiết, un hội tụ mạnh
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trong W . Thật vậy, theo định nghĩa của dãy (PS) ta có

J(vn)−
1

µ
⟨J ′(vn), vn⟩ = c+ on(1) + on(1) ∥vn∥W , (3.9)

trong đó µ được cho trong điều kiện (fii). Khi đó ta suy ra

J(vn)−
1

µ
⟨J ′(vn), vn⟩

=
T∑
i=1

1

pi
Mi(∥vn∥piWi

)−
∫
RN

F (x, vn)

|x|γ
dx− 1

µ

[ T∑
i=1

Mi

(
∥vn∥piWi

)
×
(∫∫

RN

|vn(x)− vn(y)|pi Ki(x− y)dxdy +

∫
RN

V (x) |vn(x)|pi dx
)

−
∫
RN

f(x, vn)vn
|x|γ

dx

=
T∑
i=1

( 1
pi
Mi(∥vn∥piWi

)− 1

µ
Mi

(
∥vn∥piWi

)
∥vn∥piWi

)
+

1

µ

∫
RN

(
f(x, vn)vn

|x|γ
− µF (x, vn)

|x|γ
)
dx

≥
T∑
i=1

( 1

piθ
Mi

(
∥un∥piWi

)
∥vn∥piWi

− 1

µ
Mi

(
∥vn∥piWi

)
∥vn∥piWi

)
− ρ

µ

∫
RN

|vn|N/s

|x|γ
dx

≥
T∑
i=1

(
1

piθ
− 1

µ

)
m0 ∥vn∥piWi

− ρ

µ

∫
RN

|vn|N/s

|x|γ
dx.

Giả sử T ≥ 2 (trường hợp T = 1 được chứng minh tương tự), do W1 nhúng

liên tục vào LN/s(RN , |x|−γ), sử dụng (3.3) ta có∫
RN

|vn|N/s

|x|γ
dx ≤ A

−N/s
N/s,γ ∥vn∥

p
W1
,

từ đó suy ra

J(vn)−
1

µ
⟨J ′(vn), vn⟩ ≥

(
1

pθ
− 1

µ

)
m0 ∥vn∥pW1

+
T∑
i=2

(
1

piθ
− 1

µ

)
m0 ∥vn∥piWi

− ρ

µ
A

−N/s
N/s,γ ∥vn∥

p
W1
.

=

(
m0

pθ
− m0

µ
− ρ

µ
A

−N/s
N/s,γ

)
∥vn∥pW1

+
T∑
i=2

(
1

piθ
− 1

µ

)
m0 ∥vn∥piWi

.

(3.10)
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Theo điều kiện (fii), ta có m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ > 0 và µ > pTθ > piθ, i =

2, . . . , T, kết hợp với (3.10) và (3.9) ta thu được(
m0

pθ
− m0

µ
− ρ

µ
A

−N/s
N/s,γ

)
∥vn∥pW1

+
T∑
i=2

(
1

piθ
− 1

µ

)
m0 ∥vn∥piWi

≤ c+ on(1) + on(1) ∥vn∥W . (3.11)

Theo (3.11), ta suy ra {vn} là dãy bị chặn trong W . Vì

J(vn)−
1

µ
⟨J ′(vn), vn⟩ → c

khi n→ ∞ nên

lim sup
n→∞

∥vn∥N/sW1
≤ c

m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ

≤ Cγ1
m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ

. (3.12)

Với mọi q > N
s , trích một dãy con nếu cần thiết, ta có thể giả sử vn hội tụ

yếu đến v trong W , vn hội tụ mạnh đến v trong Lq(RN , |x|−γ) (theo Bổ đề

3.1.2. 3.1.3) và vn(x) → v(x) hầu khắp nơi trên RN .

Với mỗi ψ ∈ W , ta ký hiệu Bi
ψ là một toán tử tuyến tính trong W được

định nghĩa bởi

Bi
ψ(w) =

∫∫
R2N

|ψ(x)− ψ(y)|pi−2 (ψ(x)− ψ(y)) (w(x)− w(y))Ki(x−y)dxdy.

Theo bất đẳng thức Hölder, Bi
ψ là hàm tuyến tính liên tục trên W và với

mọi w ∈ W , ta có ∣∣Bi
ψ(w)

∣∣ ≤ ∥ψ∥pi−1
W ∥w∥W .

Sử dụng bất đẳng thức Hölder cho 1
p +

1
p′ = 1, trong đó p′ =

p

p− 1
là số mũ

liên hợp Hölder của p, ta thu được∫
RN

ΦN,s(α0 |vn|N/(N−s))

|x|γ
|vn − v| dx =

∫
RN

ΦN,s(α0 |vn|N/(N−s))

|x|γ/p′
|vn − v|
|x|γ/p

dx

≤
(∫

RN

(ΦN,s(α0 |vn|N/(N−s)))p
′

|x|γ
dx

) 1
p′ (∫

RN

|vn − v|p

|x|γ
dx

) 1
p

=

(∫
RN

(ΦN,s(α0 |vn|N/(N−s)))p
′

|x|γ
dx

) 1
p′

∥vn − v∥Lp(RN ,|x|−γ
) . (3.13)
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Đặt c > p′ > 1, ở đây để thuận tiện, ta chọn c = 2p′. Khi đó tồn tại một

hằng số C(c) > 0 sao cho(
ΦN,s(α0 |v|N/(n−s))

)p′
≤ C(c)ΦN,s(cα0 |v|N/(n−s)), (3.14)

vơi mọi v ∈ W . Theo (3.8) và (3.12) ta suy ra

lim
n→∞

sup ∥vn∥N/sW1
≤
[
a

(
pa

µγ1

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)]
.

1
m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ

. (3.15)

Khi đó với mọi ζ > 0, tồn tại n0 ∈ N sao cho với mọi n ≥ n0, ta có

∥vn∥N/sW1
≤
[
a

(
pa

µγ1

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)]
.

1
m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ

+ ζ.

Chọn

ζ =

[
a

(
pa

µγ1

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)]
1

m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ

,

khi đó

∥vn∥N/sW1
≤ 2

[
a

(
pa

µγ1

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)]
1

m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ

,

với mọi n ≥ n0. Theo 3.1.6, chọn β∗ =
α∗

2
(1− γ

N
), suy ra

cα0 sup
n≥n0

∥un∥N/(N−s)
Ws,N/s(RN )

≤ cα0max
{
k−1
1 , V −1

0

}s/(N−s) ∥un∥N/(N−s)
W1

≤ β∗ =
α∗

2
(1− γ

N
) < α∗(1−

γ

N
), (3.16)

khi γ1 ≥ max{a, γ0} và γ0 thỏa mãn bất đẳng thức

max
{
k−1
1 , V −1

0

}s/(N−s)
cα0

×

2

[
a

(
pa

µγ0

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)] 1
m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ

 s
N−s

≤ α∗

2
(1− γ

N
).

(3.17)

Bây giờ, ta chứng minh chi tiết về việc ước lượng hằng số γ0. Từ (3.17), ta
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có

2

[
a

(
pa

µγ0

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)] 1
m0

pθ − m0

µ − ρ
µA

−N/s
N/s,γ


≤
( α∗

2cα0
(1− γ

N
)
)N−s

s

min{k1, V0}.

Suy ra(
pa

µγ0

) p
µ−p

≤
( α∗

2cα0
(1− γ

N
)
)N−s

s min{k1, V0}
2a
(
1− pa

µ

)(m0

pθ
− m0

µ
− ρ

µ
A

−N/s
N/s,γ

)
.

Khi đó, ta có thể chọn

γ0 ≥
µ

pa

[( α∗

4p′α0
(1− γ

N
)
)N−s

s min{k1, V0}
2a
(
1− pa

µ

)(m0

pθ
− m0

µ
− ρ

µ
A

−N/s
N/s,γ

)]p−µ
p

:= γ∗0

với c = 2p′. Tiếp theo, sử dụng Bất đẳng thức Trudinger-Moser phân thứ

với kỳ dị (Định lý 3.1.6), ta được

sup
n≥n0

∫
RN

ΦN,s(cα0 |vn|N/(N−s))

|x|γ
dx

= sup
n≥n0

∫
RN

ΦN,s(cα0 ∥vn∥N/(N−s)
Ws,N/s(RN )

(v/ ∥vn∥Ws,N/s(RN ))
N/(N−s))

|x|γ
dx < +∞,

(3.18)

với γ1 ≥ max{a, γ∗0}. Từ điều kiện (fi) và (3.18), tồn tại hằng số D1 > 0

thỏa mãn∫
RN

|(f(x, vn)− f(x, v))(vn − v)|
|x|γ

dx

≤ b1(∥vn∥p−1

Lp(RN ,|x|−γ
)
+ ∥v∥p−1

Lp(RN ,|x|−γ
)
) ∥vn − v∥Lp(RN ,|x|−γ

)

+D1 ∥vn − v∥Lp(RN ,|x|−γ
) .

Suy ra

lim
n→∞

∫
RN

(f(x, vn)− f(x, v))(vn − v)

|x|γ
dx = 0. (3.19)
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Dễ thấy limn→∞ ⟨J ′(vn)− J ′(v), vn − v⟩ = 0. Khi đó ta có

on(1) = ⟨J ′(vn)− J ′(v), vn − v⟩

=
T∑
i=1

(Mi

(
∥vn∥piWi

)
Bi
vn
(vn − v)−Mi

(
∥v∥piWi

)
Bi
u(un − u))

+
T∑
i=1

∫
RN

V (x)(|vn|pi−2vn − |v|pi−2v)(vn − v)dx

−
∫
RN

[f(x, vn)− f(x, v)] (vn − v)

|x|γ
dx

=
T∑
i=1

( [
Mi

(
∥vn∥piWi

)
−Mi

(
∥v∥piWi

)]
Bi
v(vn − v)

+
T∑
i=1

Mi

(
∥vn∥piWi

)
(Bi

vn
(vn − v)−Bi

u(vn − v))
)

−
∫
RN

[f(x, vn)− f(x, v)] (vn − v)

|x|γ
dx

+
T∑
i=1

∫
RN

V (x)(|vn|pi−2vn − |v|pi−2v)(vn − v)dx.

Ta nhận thấy Bi
v(vn − v) → 0 khi n → ∞, với mọi i = 1, . . . , T. Theo bất

đẳng thức Simon và lập luận trong [70] ta suy ra vn → v mạnh trong W
khi n→ ∞.

Định lý 3.1.11. Giả sử V thỏa mãn điều kiện (V1) và (V2) hoặc (V1) và

(V3), f thỏa mãn điều kiện (fi)-(fiv), và hàm Kirchhoff Mi (i = 1, . . . , T )

thỏa mãn (m3), (c1) và (c2). Khi đó, với mọi γ1 ≥ max{a, γ∗0}, bài toán
(3.1) có một nghiệm không tầm thường, trong đó

a =
T∑
i=1

1

pi

b0(Aµ,γ + 1)pi +
m∑
j=1

bj
αj + 1

(Aµ,γ + 1)pi(αj+1)

 ,

γ∗0 =
pa

µ

[( α∗

4p′α0
(1− γ

N
)
)N−s

s min{k1, V0}
2a
(
1− pa

µ

)(m0

pθ
− m0

µ
− ρ

µ
A

−N/s
N/s,γ

)]p−µ
p

và p′ =
p

p− 1
là số mũ liên hợp của p.
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Chứng minh. Từ Bổ đề 3.1.7, 3.1.8, tồn tại một dãy {vn} ∈ W sao cho

lim
n→∞

J(vn) = c > 0, và lim
n→∞

J ′(vn) = 0 trong W∗

khi n → ∞. Áp dụng Bổ đề 3.1.10, tồn tại v ∈ W sao cho J(v) = c > 0,

J ′(v) = 0 trong W∗. Do đó v ̸= 0 là nghiệm yếu của bài toán (3.1).

3.2 Phương trình kiểu Kirchhoff-Schrödinger phân thứ nhiều

pha trong RN với độ tăng trên tới hạn

Ta nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của (3.1) khi γ = 0 và f(x, t) =

h(t)eβ0|t|
τ

(t ∈ R), trong đó β0 > 0 và τ ≥ N

N − s
. Cụ thể, trong mục

này ta chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình

T∑
i=1

Mi

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|pi Ki(x− y)dxdy +

∫
RN

V (x) |u(x)|pi dx
)

× (Lspiu(x) + V (x) |u|pi−2 u) = h(t)eβ0|t|
τ

. (3.20)

Ta giả sử h là hàm liên tục thỏa mãn các điều kiện sau:

(h1) h(t) ≡ 0 với mọi t ∈ (−∞, 0] và limt→0+
h(t)

tpT−1
= 0;

(h2) Tồn tại µ > max{θpT , (αm+1)pT} sao cho 0 < µH(t) ≤ h(t)t với mọi

t ∈ (0,∞), trong đó H(t) =
t∫
0

h(τ)dτ và θ được cho trong điều kiện (m3).

(h3) Tồn tại δ ∈ (0,
N

N − s
) và γ > 0, C > 0 sao cho 0 ≤ h(t) ≤ Ceγ|t|

δ

với

mọi t ∈ [0,∞).

(h4) Tồn tại một hằng số γ1 > 0 đủ lớn sao cho H(t) ≥ γ1|t|µ với mọi t ≥ 0.

Bây giờ, chúng tôi đưa ra một ví dụ về hàm h thỏa mãn các điều kiện

(h1)− (h4) như sau

h(t) =

 γ1µt
µ−1eβt

α

if t > 0

0 if t ≤ 0
,

trong đó α được chọn sao cho 0 < α < δ, δ ∈ (0,
N

N − s
), β > 0 là một
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hằng số nhỏ và µ là hằng số từ điều kiện (h2). Vì µ > θpT > pT , nên

lim
t→0+

h(t)

tpT−1
= γ1µ lim

t→0+
tµ−pT eβt

α

= 0.

Do đó h thỏa mãn điều kiện (h1). Hiển nhiên, h(t)
tµ−1 = γ1µe

βtα là một hàm

tăng trên [0,∞). Với bất kỳ τ ∈ (0, t], ta có h(τ)
τµ−1 ≤ h(t)

tµ−1 , và khi đó h(τ) ≤
h(t)
tµ−1τ

µ−1. Bây giờ, chúng ta tích phân cả hai vế của bất đẳng thức từ 0 đến

t theo biến τ để được ∫ t

0
h(τ)dτ ≤

∫ t

0

h(t)

tµ−1
τµ−1dτ.

Vì vậy, ta thu được

H(t) ≤ h(t)

tµ−1

∫ t

0
τµ−1dτ

và

H(t) ≤ h(t)

tµ−1

[
τµ

µ

]t
0

=
h(t)

tµ−1
· t

µ

µ
.

Như vậy, ta có

H(t) ≤ h(t)t

µ
,

và h thỏa mãn điều kiện (h2). Tiếp theo, ta chứng minh rằng h thỏa mãn

điều kiện (h3). Đầu tiên, ta chỉ ra rằng

tµ−1eβt
α ≤ Ceγt

δ

, γ > 0,

trong đó C > 0 là một hằng số phù hợp. Ký hiệu

f∗(t) =
tµ−1eβt

α

eγtδ
= tµ−1eβt

α−γtδ := tµ−1eE(t),

với E(t) = βtα − γtδ. Ta thấy

lim
t→+∞

E(t) = lim
t→+∞

tδ
(
βtα−δ − γ

)
= −∞,

và

lim
t→∞

f∗(t) = lim
t→∞

tµ−1

eγtδ−βtα
= 0.

Lưu ý rằng f∗ là một hàm số liên tục trên [0,∞), f∗(0) = 0 và limt→∞ f∗(t) =

0, sử dụng định lý về giá trị cực trị, f∗ phải bị chặn trên khoảng [0,∞). Do

đó, tồn tại một giá trị cực đại M sao cho

f∗(t) ≤M =⇒ tµ−1eβt
α ≤Meγt

δ

với mọi t ∈ [0,∞).
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Đặt C := γ1µM , khi đó h(t) ≤ Ceγt
δ

, t ∈ [0,∞) và điều kiện (h3) đưuọc

thỏa mãn. Cuối cùng, h thỏa mãn điều kiện (h4) vì

H(t) =

t∫
0

h(τ)dτ ≥ γ1µ

t∫
0

τµ−1dτ = γ1t
µ, t ∈ [0,∞).

Thúc đẩy bởi kết quả trong [5, 67], với mỗi R ≥ 1, ta xét hàm sau

fR(t) =


0, t ≤ 0

h(t)eβ0t
τ

, 0 ≤ t ≤ R

h(t)eβ0R
τ−δtδ , t ≥ R

. (3.21)

Khi đó từ các điều kiện (h1), (h3), và (3.21), với mọi ζ > 0, tồn tại hằng số

Ci(R, ζ) > 0, i = 1, 2, 3 sao cho

0 ≤ fR(t) ≤ ζ|t|pT−1 + C1(R, ζ)e
(γ+β0R

τ−δ)|t|δ

≤ ζ|t|pT−1 + C2(R, ζ)e
α0|t|

N
N−s

≤ ζ|t|pT−1 + C3(R, ζ)|t|q−1ΦN,s(α0|t|N/(N−s)) (3.22)

với mọi t ∈ R và q ≥ 1, trong đó α0 ∈ (0, α∗) được cho trong điều kiện (fi).

Bằng lập luận tương tự như [5, Bổ đề 3.1], ta có

0 < µFR(t) ≤ fR(t)t, với mọi t ∈ [0,∞), FR(t) =

t∫
0

fR(τ)dτ. (3.23)

Theo điều kiện (h4), dễ thấy rằng

FR(t) =

t∫
0

fR(τ)dτ ≥
t∫

0

h(τ)dτ = H(t) ≥ γ1|t|µ (3.24)

với mọi t ∈ [0,+∞). Từ (h1), (h4), (3.22), (3.23) và (3.24), ta suy ra fR

thỏa mãn các điều kiện (fi), (fii) với ρ = 0, (fiii) và (fiv). Khi γ = 0, a

được thay thế bởi a∗ như sau

a∗ =
T∑
i=1

1

pi

b0(Aµ,0 + 1)pi +
m∑
j=1

bj
αj + 1

(Aµ,0 + 1)pi(αj+1)

 .
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Trong hằng số γ∗0 , ta đặt ρ = 0, γ = 0, khi đó γ∗0 được thay thế bởi

γ∗∗0 =
pa∗

µ

[( α∗

4p′α0

)N−s
s min{k1, V0}
2a∗

(
1− pa∗

µ

)(m0

pθ
− m0

µ

)]p−µ
p

.

Định nghĩa 3.2.1. Hàm u ∈ W được gọi là nghiệm yếu của phương trình

(3.20) nếu với mọi hàm thử φ ∈ W , ta có

T∑
i=1

Mi(||u||piWi
)Ai(u, φ) =

∫
RN

f(x, u)φ(x)dx,

trong đó, f(x, u) = h(u(x))eβ0|u(x)|
τ

.

Do hàm phi tuyến trong phương trình (3.20) có độ tăng mũ trên giới

hạn nên phép nhúng không còn compact và không có Bất đẳng thức kiểu

Trudinger-Moser cho trường hợp trên tới hạn. Từ đó việc áp dụng phương

pháp biến phân để chứng minh nghiệm yếu của bài toán trở nên khó khăn.

Để khắc phục điều đó, chúng tôi giới thiệu hàm cải biên nhằm đưa bài toán

về trường hợp tới hạn. Khi đó, ta có thể xét bài toán cải biên như sau

T∑
i=1

Mi

(∫∫
R2N

|u(x)− u(y)|pi Ki(x− y)dxdy +

∫
RN

V (x) |u(x)|pi dx
)

× (Lspiu(x) + V (x) |u|pi−2 u) = fR(u). (3.25)

Vì h(t) = 0 với mọi t ∈ (−∞, 0], khi đó tất cả các nghiệm (3.20) và (3.25)

là không âm. Nghiệm yếu của (3.25) được hiểu như trong Định nghĩa 3.2.1

khi thay f(x, u) bởi fR(u). Bằng lập luận tương tự Định lý 3.1.11, ta suy

ra:

Định lý 3.2.2. Giả sử V thỏa mãn điều kiện (V1) và (V2) hoặc (V1) và

(V3), h thỏa mãn điều kiện (h1)− (h4) và hàm Kirchhoff Mi (i = 1, . . . , T )

thỏa mãn (m3), (c1) và (c2). Khi đó tồn tại γ∗ = max{a∗, γ∗∗0 } > 0 sao cho

bài toán (3.25) có một nghiệm không âm không tầm thường trong W với mọi

γ1 ≥ γ∗.

Cố định ε0 > 0 và ε0 gần 0. Ký hiệu

γ∗∗∗0 =
pa∗

µ

(( α∗

4(1 + ε0)α0

)N−s
s

min{k1, V0}

a∗(1− pa∗

µ )

)p−µ
p

.
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Bây giờ, ta ước lượng L∞ cho nghiệm của phương trình (3.25) được cho

trong Định lý 3.2.2 như sau:

Bổ đề 3.2.3. Ta giả sử điều kiện (V1) và (h1) − (h4) được thỏa mãn. Khi

đó với mọi τ ≥ N

N − s
, tồn tại β∗∗(τ) > 0 và γ∗∗ > 0 sao cho với mọi

β0 ∈ (0, β∗∗(τ)) và γ1 ≥ γ∗∗ = max{a∗, γ∗∗∗0 }, mọi nghiệm không âm không

tầm thường u của phương trình (3.25) phải thỏa mãn |u|L∞(RN ) ≤ C∗, trong

đó C∗ > 0 là hằng số thích hợp.

Chứng minh. Ta xét hàm năng lượng liên quan đến bài toán (3.25):

IR(u) =
T∑
i=1

1

pi
Mi(∥u∥piWi

)−
∫
RN

FR(u)dx.

Trong bổ đề này, nghiệm u thu được từ Định lý 3.2.2. Hơn nữa, theo Định

lý Vượt núi, nghiệm yếu u ∈ W \ {0} thỏa mãn

IR(u) = c = inf
γ∗∈Γ

max
t∈[0,1]

IR(γ∗(t)) > 0,

trong đó

Γ = {γ∗ ∈ C([0, 1],W) : γ∗(0) = 0, IR(γ∗(1)) < 0} ,

và I ′R(u) = 0 trong W∗. Theo điều kiện (h4) và lập luận tương tự Bổ đề

3.1.9, ta suy ra c thỏa mãn bất đẳng thức sau

0 < c ≤ Cγ1 = a

(
pa

µγ1

) p
µ−p
(
1− pa

µ

)
, (3.26)

với γ1 đủ lớn. Hơn nữa ta có < I
′

R(u), u >= 0. Khi đó

c = IR(u) = IR(u)−
1

µ
< I

′

R(u), u >≥
(
m0

pθ
− m0

µ

)
||u||N/sW1

.

Lập luận tương tự (3.15), khi γ1 ≥ a∗, ta thu được

∥u∥N/sW1
≤ c

m0

pθ − m0

µ

≤
[
a∗
(
pa∗

µγ1

) p
µ−p
(
1− pa∗

µ

)]
1

m0

pθ − m0

µ

. (3.27)

Ký hiệu d∗ = min{V0, k1}. Chọn γ1 đủ lớn sao cho

||u||N/(N−s)
W1

≤ β∗d∗
s/(N−s)

cα0
, (3.28)

101



trong đó 0 < β∗ =
α∗

2
< α∗ và c > 1 là hằng số thích hợp. Vậy

cα0 ∥u∥N/(N−s)
Ws,N/s(RN )

≤ cα0max
{
k−1
1 , V −1

0

}s/(N−s) ∥u∥N/(N−s)
W1

≤ α∗

2

khi γ1 ≥ max{a∗, γ0} và γ0 thỏa mãn bất đẳng thức

cα0.max
{
k−1
1 , V −1

0

}s/(N−s)

×
([

a∗
(
pa∗

µγ0

) p
µ−p
(
1− pa∗

µ

)](
1

m0

pθ − m0

µ

)) s
N−s

≤ α∗

2
. (3.29)

Áp dụng Định lý 3.1.6 cho γ = 0, ta suy ra∫
RN

ΦN,s(cα0 |u|N/(N−s))dx

=

∫
RN

ΦN,s(cα0 ∥u∥N/(N−s)
Ws,N/s(RN )

(u/ ∥u∥Ws,N/s(RN ))
N/(N−s))dx < +∞. (3.30)

Từ (3.29), ta có[
a∗
(
pa∗

µγ0

) p
µ−p
(
1− pa∗

µ

)](
1

m0

pθ − m0

µ

)
≤
( α∗

2cα0

)N−s
s

min{k1, V0}.

Điều này kéo theo (3.30) thỏa mãn nếu

γ0 ≥
pa∗

µ

(( α∗

2cα0

)N−s
s

min{k1, V0}

a∗(1− pa∗

µ )

)p−µ
p

. (3.31)

Với mọi L > 0 và ζ > 1, ta ký hiệu

γ(u) = γL,ζ(u) = uu
p(ζ−1)
L ∈ W , uL = min{u, L}.

Đặt

Λ(t) =
|t|p

p
và Γ(t) =

t∫
0

(γ
′
(t))

1
pdτ.

Khi đó theo kết quả trong [4, Bổ đề 6.1], ta có

|Γ(u(x))− Γ(u(y))|p

≤ |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))((uu
p(ζ−1)
L )(x)− (uu

p(ζ−1)
L )(y)). (3.32)
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Vậy nếu chọn γ(u) = uu
p(ζ−1)
L như một hàm thử trong (3.25), ta thu được

T∑
i=1

Mi(||u||piWi
)

×
∫

R2N

|u(x)− u(y)|pi−2(u(x)− u(y))((uu
p(ζ−1)
L )(x)− (uu

p(ζ−1)
L )(y))

|x− y|N+pis
dxdy

+
T∑
i=1

Mi(||u||piWi
)

∫
RN

V (x)|u|pi−2u2u
p(ζ−1)
L dx =

∫
RN

fR(u)uu
p(ζ−1)
L dx. (3.33)

Chọn β∗∗ =
1

Rτ−δ , khi đó theo điều kiện (h1) và (h3), với mọi β0 ∈ (0, β∗∗)

và t ≥ 1, tồn tại C2 > C1 > C không thụ thuộc vào R sao cho

|fR(t)| ≤ Ceγ|t|
δ

eβ∗∗R
τ−δ|t|δ ≤ Ce(γ+1)|t|δ ≤ C1e

α0|t|
N

N−s

≤ C2ΦN,s(α0|t|
N

N−s ) ≤ C2|t|p−1ΦN,s(α0|t|
N

N−s ).

Dễ thấy limt→0
fR(t)

tp−1
= 0, khi đó với mọi ε∗ > 0, tồn tại C(ε∗) > 0 không

phụ thuộc vào R sao cho

|fR(t)|
m0

≤ ε∗|t|p−1 + C(ε∗)|t|p−1ΦN,s(α0|t|N/(N−s))

với mọi t ∈ R. Lập luận tương tự [4, Bổ đề 6.1], ta có∫
R2N

|u(x)− u(y)|pi−2(u(x)− u(y))((uu
p(ζ−1)
L )(x)− (uu

p(ζ−1)
L )(y))

|x− y|2N
dxdy ≥ 0

với mọi i = 2, . . . , T nếu T ≥ 2. Từ bất đẳng thức trên và (3.32), (3.33), ta

suy ra

[Γ(u)]ps,p +

∫
RN

V (x)

m0
|vn|pup(ζ−1)

L dx ≤
∫
RN

fR(u)

m0
uu

p(ζ−1)
L dx.

Vì Γ(u) ≥ 1

ζ
uuζ−1

L , uuζ−1
L ≥ Γ(u) và phép nhúng liên tục W s,N/s(RN) →

LN
∗
(RN) (N ∗ >

N

s
) nên tồn tại S∗ > 0 sao cho

||Γ(u)||p
V0m

−1
0 ,W s,p(RN )

≥ S∗||Γ(u)||pLN∗(RN )
≥ 1

ζp
S∗||uuζ−1

L ||p
LN∗(RN )

, (3.34)
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trong đó với mỗi η > 0, ta ký hiệu

||u||η,W s,p(RN ) = (η||u||pLp(RN ) + [u]ps,p)
1/p.

Vậy tồn tại hằng số tối ưu

Sν = inf
u̸=0,u∈W s,N/s(RN )

||u||V0m−1
0 ,W s,p(RN )

||u||Lν(RN )

, ν ≥ N

s

do phép nhúng liên tục W s,N/s(RN) → Lν(RN) (ν ≥ N

s
). Do đó

||u||Lp(RN ) ≤ S−1
p ||u||V0m−1

0 ,W s,p(RN ) với mọi u ∈W s,p(RN). (3.35)

Ta có

||Γ(u)||p
V0m

−1
0 ,W s,p(RN )

≤ ε∗

∫
RN

|uuβ−1
L |pdx+ C(ε∗)

∫
RN

ΦN,s(α0|u|N/(N−s))|uuζ−1
L |pdx

≤ ε∗ζ
p

∫
RN

|Γ(u)|pdx+ C(ε∗)

∫
RN

ΦN,s(α0|u|N/(N−s))|uuζ−1
L |pdx

≤ ε∗ζ
pS−p

p ||Γ(u)||p
V0m

−1
0 ,Ws,p(RN )

+ C(ε∗)

∫
RN

ΦN,s(α0|u|N/(N−s))|uuζ−1
L |pdx.

(3.36)

Chọn 0 < ε∗ < ζ−pSpp , áp dụng bất đẳng thức Hölder với q :=
1 + ε0
ε0

>>
N

s
sao cho N∗∗ = qp < N ∗, q′ = 1 + ε0, q

′ rất gần với 1 khi ε0 → 0 sao cho
1

q
+

1

q′
= 1, khi đó (3.36) kéo theo

1

ζp
S∗(1− ε∗ζ

pS−p
p )||uuζ−1

L ||p
LN∗(RN )

≤ C(ε∗)

∫
RN

(ΦN,s(α0|u|N/(N−s)))q
′
dx

 1
q′
∫
RN

|uuζ−1
L |qpdx

 1
q

. (3.37)

Trong (3.31), ta chọn c = 2q′ > q′ > 1 và sử dụng bất đẳng thức (3.30), khi

đó tồn tại D∗,1 > 0 sao cho
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∫
RN

(ΦN,s(α0|u|N/(N−s)))q
′
dx

 1
q′

≤

∫
RN

ΦN,s(α0c|u|N/(N−s))dx

 1
q′

≤ D∗,1.

(3.38)

với mọi

γ0 ≥ γ∗∗∗0 :=
pa∗

µ

(( α∗

4(1 + ε0)α0

)N−s
s

min{k1, V0}

a∗(1− pa∗

µ )

)p−µ
p

.

Kết hợp (3.37) và (3.38), tồn tại một hằng số D∗ > 0 sao cho

||uuζ−1
L ||p

LN∗(RN )
≤ D∗ζ

p||uuζ−1
L ||pLqp(RN ).

Cho L→ +∞ trong bất đẳng thức trên, ta thu được

||u||LN∗ζ ≤ D
1
pζ
∗ ζ

1
ζ ||u||LN∗∗ζ(RN ). (3.39)

Chọn ζ =
N ∗

N ∗∗ > 1, ta có ζ2N ∗∗ = ζN ∗ và (3.39) vẫn thỏa mãn khi ta thay

ζ bởi ζ2. Vậy

||u||LN∗ζ2 ≤ D
1

pζ2

∗ ζ
2
ζ2 ||u||LN∗∗ζ2(RN )

= D
1

pζ2

∗ ζ
2
ζ2 ||u||LN∗ζ(RN )

≤ D
1
p (

1
ζ+

1
ζ2
)

∗ ζ
1
ζ+

2
ζ2 ||u||LN∗∗ζ(RN ). (3.40)

Với mọi số nguyên dương m, bằng lập luận tương tự (3.40) đến lần thứ m,

ta thu được

||u||LN∗ζm ≤ D

∑m
j=1

1

pζj

∗ ζ
∑m

j=1 jζ
−j ||u||LN∗∗ζ(RN ). (3.41)

Lấy giới hạn trong (3.41) khi m → ∞, ta có ||u||L∞(RN ) ≤ C∗, trong đó

C∗ = D

∑∞
j=1

1

pζj

∗ ζ
∑∞

j=1 jζ
−j ||u||LN∗∗ζ(RN ) < +∞.

Nếu ta chọn R = max{C∗, 1} trong (3.21) thì fR(u) = f(u) theo định

nghĩa của fR. Khi đó nghiệm u thu được từ Định lý 3.2.2 chính là nghiệm

của phương trình (3.20) và ta có kết quả sau:
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Định lý 3.2.4. Giả sử V thỏa mãn các điều kiện (V1) và (V2) hoặc (V1)

và (V3), h thỏa mãn các điều kiện (h1) − (h4) và hàm Kirchhoff Mi (i =

1, . . . , T ) thỏa mãn (m3), (c1) và (c2). Với mọi τ ≥ N

N − s
, tồn tại β∗∗(τ) =

1

Rτ−δ > 0 và γ∗∗∗ = max{a∗, γ∗∗0 , γ∗∗∗0 } > 0 sao cho bài toán (3.20) có

nghiệm không tầm thường u ∈ W với mọi γ1 ≥ γ∗∗∗ và β0 ∈ (0, β∗∗(τ)).
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Kết luận Chương 3

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của bài toán

kiểu Kirchhoff phân thứ nhiều pha mà hàm phi tuyến có độ tăng mũ tới

hạn và trên tới hạn. Kết quả đầu tiên là Định lý 3.1.11. Phương trình của

chúng tôi được nghiên cứu lần đầu tiên, do đó các kết quả là mới. Cụ thể kết

quả này là mở rộng kết quả trong [70] cho bài toán kiểu Kirchhoff phân thứ

chứa nhiều pha. Khó khăn gặp phải là có sự xuất hiện của hàm Kirchhoff

Mi (i = 1, . . . , T ), chúng tôi cần điều chỉnh tính toán trong [70] cho phù

hợp với phương trình mới. Dựa vào giả thiết của thế vị V, ta có phép nhúng

compact từ không gian nghiệm W vào Lq(RN , |x|−γ) với mọi q ≥ N

s
. Từ

đó ta chứng minh được tính compact của dãy (PS) và giới hạn yếu của nó

là nghiệm của bài toán đã cho. Trong trường hợp hàm phi tuyến có độ tăng

trên tới hạn, chúng tôi thu được Định lý 3.2.4. Vì chưa có bất đẳng thức

Trudinger trong không gian Sobolev phân thứ cho trường hợp trên tới hạn.

Do đó chúng tôi giới thiệu hàm cải biên mới, để đưa bài toán về trường hợp

tới hạn. Tiếp theo, chúng tôi thiết lập ước lượng L∞ cho nghiệm và chứng

minh nghiệm của bài toán cải tiến với hàm cải biên đề xuất (3.25) là nghiệm

của bài toán (3.20). Các kết quả của chương này được công bố trong công

trình [75]. Theo hiểu biết của chúng tôi, hiện chưa có bất kỳ kết quả nào

cho sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình p-Laplacian phân thứ với độ

tăng mũ trên tới hạn. Do đó, kết quả của chúng tôi góp phần bổ sung, làm

phong phú thêm vấn đề tồn tại nghiệm cho phương trình phân thứ nhiều

pha với độ tăng mũ kiểu Trudinger-Moser.
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Kết luận chung

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại và cô đặc nghiệm của

một số lớp phương trình elliptic chứa toán tử p-Laplace phân thứ. Cụ thể

chúng xét bài toán phân thứ nhiều pha.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1. Kết quả chính của Chương 1 là các Định lý 1.2.5 và Định lý 1.3.3 về sự

tồn tại nghiệm yếu của phương trình phân thứ nhiều pha chứa đại lượng

phi tuyến Choquard. Hàm phi tuyến có độ tăng dưới tới hạn và độ tăng tới

hạn mũ kiểu Trudinger-Moser.

2. Kết quả chính của Chương 2 là các Định lý 2.2.4 và Định lý 2.2.5 về sự

tồn tại nghiệm, cô đặc nghiệm và giới hạn của dãy nghiệm cho bài toán

không ô-tô-nôm (2.1).

3. Kết quả chính của Chương 3 là hai Định lý 3.1.11 và 3.2.4. Định lý 3.1.11

nói về sự tồn tại nghiệm của phương trình kiểu Kirchhoff phân thứ nhiều

pha với kỳ dị (3.1) khi hàm phi tuyến có độ tăng mũ kiểu Trudinger-Moser.

Kết quả tiếp theo, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu của phương

trình (3.20) khi hàm phi tuyến có độ tăng trên tới hạn mũ.

Chúng tôi đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo:

1. Chứng minh sự tồn tại nghiệm của (2.1) khi λ nhỏ.

2. Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của hệ phương trình phân thứ nhiều pha.
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compactness principle for anisotropic variable exponent Sobolev spaces

and its applications, Fractional Calculus and Applied Analysis, 27, pp.

725–756.

[32] Figueiredo G., Ikoma N., Junior J. S. (2014), Existence and concentra-

tion result for the Kirch hoff type equations with general nonlinearities,

Arch. Ration. Mech. Anal, 213, pp. 931–979.

[33] Fiscella A., Pucci P. (2020), Degenerate Kirchhoff (p, q)-

Fractional systems with critical nonlinearities, Fract. Calc. Appl. Anal,

23(3), pp. 723-752.
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118



Phụ lục

Ký hiệu Ý nghĩa Nguồn/Mô tả

C1(X, Y ) Không gian các hàm liên tục,

khả vi bậc 1 từ X vào Y

C∞
0 (RN) Không gian các hàm khả vi

vô hạn có giá compact trong

RN

BR(y) Hình cầu tâm y bán kính R

Lp(Ω) Không gian các hàm f đo

được trên Ω

Định nghĩa 1.1.1

[u]W s,p(RN ) Nửa chuẩn Gagliardo Định nghĩa 1.1.2

W s,p(RN) Không gian Sobolev phân

thứ

Định nghĩa 1.1.2

∥u∥W s,p(RN ) Chuẩn của không gian

Sobolev phân thứ

Định nghĩa 1.1.2

W s,pi(RN),i ∈
{1, . . . ,m}

Không gian Sobolev phân

thứ

Dùng cho bài toán (1.18) và

(1.36)

∥u∥γ,W s,pi(RN ) Chuẩn của không gian

W s,pi(RN)

Trang 19

W Giao của các không gian

Sobolev phân thứW s,pi(RN)

Trang 19

p∗s Số mũ tới hạn p∗s =
Np
N−ps

Aν,γ Hằng số tối ưu cho bất đẳng

thức nhúng

Xem trong (1.1)

(−∆)spiu(x) Toán tử pi-Laplace phân thứ Định nghĩa 1.1.3
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Ký hiệu Ý nghĩa Nguồn/Mô tả

Sp∗s Hằng số tối ưu Bổ đề 1.1.13

W s,pi
V,ζ (R

N),

i = 1, . . . ,m

Không gian Sobolev phân

thứ

Dùng cho bài toán (2.1)

∥v∥W s,pi
V,ζ (RN ) Chuẩn của không gian

W s,pi
V,ζ (R

N)

Trang 46

Wζ Giao của các không gian

W s,pi
V,ζ (R

N)

Trang 46

∥v∥Wζ
Chuẩn của không gian Wζ

∑m
i=1 ∥v∥W s,pi

V,ζ (RN )

Sν,ζ Hằng số tối ưu cho phép

nhúng

Xem trong (2.2)

Nζ Đa tạp Nehari liên kết với

bài toán (2.1)

Trang 52

Lspφ(x) Toán tử p-Laplace phân thứ Lspφ(x) = 2 limϵ→0+∫
RN\Bϵ(x)

(
|φ(x)− φ(y)|p−2

(φ(x)− φ(y))K(x− y)
)
dy

Lspiφ(x) Toán tử pi-Laplace phân thứ

Ws,pi
Ki

(RN),

i = 1, . . . , T

Không gian Sobolev phân

thứ

Dùng cho bài toán (3.1) và

(3.20)

||v||Ws,pi
Ki

(RN ) Chuẩn của không gian

Ws,pi
Ki

(RN)

Trang 85

Wi,

i = 1, . . . , T

Bao đóng của C∞
0 (RN) Trang 85

||v||Wi
Chuẩn của không gian Wi Trang 85

W Giao của các không gian Wi

Sν Hằng số tối ưu cho phép

nhúng từ W vào Lν(RN)

Xem trong (3.2)

Lq(RN , |x|−γ) Không gian các làm đo được

có trọng số trong RN

Chuẩn: ∥u∥Lq(RN ,|x|−γ) =(∫
RN |u(x)|q|x|−γ dx

) 1
q <∞.
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Ký hiệu Ý nghĩa Nguồn/Mô tả

Aν,γ Hằng số tối ưu cho

phép nhúng từ W1 vào

Lν(RN , |x|−γ)

Xem trong (3.3)

Aν,γ Hằng số tối ưu cho

phép nhúng từ W vào

Lν(RN , |x|−γ)

Xem trong (3.4)
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