DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC SU PHAM

PHOMMAVONG CHANTHAPHONE

VAN DE DUY NHAT DOI VOI L-HAM VA
PUONG CONG CHINH HINH

LUAN AN TIEN ST TOAN HOC

Thai Nguyén - Nam 2026




DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DAI HOC SU PHAM

PHOMMAVONG CHANTHAPHONE

VAN DE DUY NHAT DOI VOI L-HAM VA
PUONG CONG CHINH HINH

Chuyén nganh : TOAN GIAI TICH

Ma sb6 : 9.46.01.02

LUAN AN TIEN ST TOAN HOC

Ngudi huéng dan khoa hoc:

1. TS. Vi Hoai An
2. PGS. TS. Ha Tran Phuong

Thai Nguyén - Nam 2026



L31 cam doan

T6i xin cam doan day la cong trinh nghién ctu cua t6i duéi sy huéng
dan ctia TS. Vit Hoai An va PGS. TS. Ha Tran Phuong. Cac két qua viét
chung v6i tac gid khac da duge sy nhat tri cia dong tac gid khi dua vao
luan an. Cac két qua clia luan an 14 mdéi va chua ting dude cong bd trong

bat ky cong trinh khoa hoc ctia ai khac.

Thai Nguyén, thang 03 nam 2026
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LGi cam on

Luan dn dugce thuc hién va hoan thanh dudi sy huéng dan tan tinh cua
TS. Vit Hoai An va PGS. TS. Ha Tran Phuong. Tac gid luan 4n xin bay
t6 long biét on chan thanh vA sau sac nhat dén cic thay.

Tac gid xin tran trong cdm on Ban Giam déc Dai hoc Thai Nguyeén,
Ban Dao tao Dai hoc Thai Nguyén, Ban Giam hiéu, cac Phong Ban chic
ning, Phong Dao tao, Ban chii nhiem khoa Toan cling toan thé gidng vien
trong khoa, dac biét la Bo mon Giai tich va Toan ting dung Truong Dai
hoc Su pham - Dai hoc Thai Nguyén da tao moi dieu kién thuan lgi gitp
dé tac gia trong qué trinh hoc tap nghién ctiu va hoan thanh luan an.

Tac gid xin chan thanh cAm on cac thay, co, ban be trong cac Seminar
tai BO mon Giai tich va Toan tng dung, Khoa Toan Truong Dai hoc Su
pham - Dai hoc Thai Nguyén da ludn giup da, dong vién tac gia trong
nghién citu khoa hoc.

Cudi cuing tac giad xin bay t6 long biét on t6i nhitng ngudi than trong
gia dinh, nhitng nguoi da chiu nhiéu khé khin, vat vA va danh hét tinh
cam yéu thuong, dong vien, chia sé, khich lé dé tac gid hoan thanh dugc

luan an nay.

Thai Nguyén, thang 03 nam 2026

Tac gia

Phommavong Chanthaphone
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Mot s6 ky hiéu va viét tat

N* tap cac so tu nhién khac khong

7Z tap cac sd6 nguyéen

R tap cac so thuc

C truong cac so6 phic

PN(C) khong gian xa anh N chiéu trén truong C

T(p, f) ham dic trung cia ham phan hinh f

m(p, f) ham xap xi clia ham phan hinh f

N(p, f) ham dém tai cac cyc diém ctia ham phan hinh f

o(.) dai lugng bé so véi (.)

O(1) dai Iuong bi chin

S(p, f) dai lugng gidi noi cia ham f

O(o0, f) s6 khuyét khong ké boi tai oo ciia ham f

E¢(a) tap céc khong diém ké cd boi clia ham f tai diem a

E¢(S) tap cac khong diém ké ca boi clia ham f tai diém a
trong tap S

Ey1)(0) tap cac khong diem ké ca boi clia dao ham
# v6i didu kien boi < 1

Tt (p) ham dic trung ciia anh xa f két hop véi D

my(p, D) ham xap xi clia anh xa f két hop véi D

N¢(p, D) ham dém ctia anh xa f két hop véi D

Mi1(C,P¥(C)) tap cac anh xa chinh hinh khong suy bién
tuyén tinh mic 1

Agr hinh vanh khuyén trong mit phang phiic C

IM khong ké boi hoiic khong tinh boi

CM ké ca boi hodc tinh boi
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MG dau

1. Lich s nghién ctiu va 1y do chon dé tai

Vao nhitng nam 20 ctia thé ky XX, Nevanlinna R. ([37]) da xay dung
ly thuyét phan b6 gia tri cho cac ham phan hinh trén C ma ngay nay
ducce goi 1a 1y thuyét Nevanlinna. V6i noi dung cot 161 1a hai dinh 1y co
ban, Iy thuyét duge danh gia 1a mot trong nhitng thanh tyu sau sic va
dep dé nhat clia toan hoc thé ky XX va c6 nhiéu ttng dung trong cac linh
vic khac nhau. Song song vé6i viéc phét trién 1y thuyét cho cac ham, nam
1933, Cartan H. ([11]) da xay dung ly thuyét Nevanlinna chiéu cao, ttc
1a xem xét phan bo gia tri cho cac anh xa chinh hinh phtc va cing vdi
Iy thuyét Nevanlinna cho ham phan hinh, huéng nghién cttu nay nhanh
chéng da thu hat duge sy quan tam ctia nhiéu tac gid trong va ngoai nudc,
c6 nhicu cong trinh quan trong dude cong bd gan véi tén clia cac nha toan
hoc 16n: Thiem L. V. ([56]), Khoai H. H. ([24]), Ahlfors L. ([1]), Griffiths
Ph. ([20]), ...

Mot trong nhitng ing dung ndi bat vi phong pht nhat cia ly thuyét
phan b gia tri 1 cac van dé duy nhat cho ham phan hinh hay dudng cong
chinh hinh, tic 14 tim diéu kién vé topo, hinh hoc, dai s6, ...dé hai ham
phan hinh hodc hai 4nh xa chinh hinh 14 dong nhat hoac lién két véi nhau
khi chting chia sé du s6 lugng gia tri hosic sicu mat. Theo huéng nghién
cttu nay, nam 1926, Nevanlinna R. ([38]) da chitng minh Dinh ly 5 diém

noi tiéng hai ham phan hinh khdc hang la dong nhat néu ching cé cing



anh nguoc khong tinh boi, cia 5 diém phan biet. Nam 1975, Fujimoto H.
([14]) d& mé rong dinh 1y nay cho duong cong chinh hinh. Cac cong trinh
nay ctia Nevanlinna R. ([38]) va Fujimoto H. ([14]) dugc xem nhu khdi
nguon ciia huéng nghién citu va ngy cang thu hut dude sy quan tam phéat
trién clia nhiéu tac gid trong va ngoai nude, ¢é nhiéu cong trinh duge cong
b6: Khoai H. H., An V. H., Ninh L. Q. ([28], [30]), Phuong H. T. ([40],
[41], [42]), Smiley L. ([53]), Gross F. ([21]), Aihara Y. ([2]), .... Trong thoi
gian gan day, cac nghién citu vé van dé duy nhat tap trung vao hai cht dé
chinh:

1. Xay dung cac diéu kien dai s6 dé hai ham phan hinh hoic anh xa
chinh hinh I3 triing nhau hoac biéu thi qua nhau. Tt d6 xay dung céc tap
xac dinh duy nhat cho ham vé6i s6 phan ti it nhat c6 the, sieu mit xac
dinh duy nhéat cho anh xa chinh hinh véi bac thap nhat c6 thé, trong cac
truong hop tinh boi, khong tinh boi, tinh boi cat cut, tinh boi véi trong
sO, ...

2. Thiét lap cac dic trung clia tap xac dinh duy nhat cho cac ham hay
ho cac siéu phéng, siéu mat xac dinh duy nhat cho céc anh xa.

Trong luan 4n nay ching toi tap trung vao chi dé nghién citu thi nhat
cho ham phan hinh v& dudng cong chinh hinh. Cu thé chiing t6i sé nghién
cttu cac van dé sau:

1. Xay dung cac diéu kien dai s6 dé L-ham va ham phan hinh 13 tring
nhau hodc biéu thi tuyén tinh qua nhau, tit d6 xay dung céac tap xac dinh
duy nhat cho ham v6i s6 phan ti it nhat c6 thé.

2. Xay dung mot sé diéu kién dai sb lien quan dén siéu mat dé hai
duong cong chinh hinh triing nhau hoac biéu thi qua nhau.

Cho f la ham phan hinh khac hing tren C, a € C U {0}, ta ki hiéu

Et(a) 1a tap céc khong diem ctia f — a ¢ d6 mdi khong diém duge tinh



véi boi ctia n6, E¢(a) 1a tap cac khong diém clia f —a ma & d6 mdi khong
diém duge tinh mot lan. V6i S € CU {oo} 1a tap con khac réng ciia C, ta
dinh nghia:

Ey(S) = |J Es(a), E4(8) =] Ef(a).

acsS aesS

Theo huéng nghién ctu thit nhat, phét trién cong trinh ctia Nevanlinna
R. ([38]), nam 1977, Gross F. ([21]) dua ra § tudng la khong xét d&nh nguge
clia cdc diém riéng & ma xét anh ngudc ctia tap hop diém S ciia CU {co}.

Van dé Gross. i) Ton tai hay khong tap S dé vdi bat ky cdc ham phan
hinh khdc hang f, g théa man diéu kién E¢(S) = E,(S) ta cé f =g ?

ii) Ton tai hay khong hai tap S;, i = 1,2 sao cho vdi hai ham phan hinh
khdc hang bat ky f, g, théa man Ef(S;) = Ey(S;), i =1,2tacé f=g ?

Tap S théa man () duge goi 1a tap xac dinh duy nhat, cac tap Si, Ss
trong (7i) duge goi 1a cac tap song xac dinh duy nhéat cho cdc ham phan
hinh ké ca boi. Yi H.-X. (xem [59], [61]) 1 ngudi dau tién dua ra cau tra
16i cho Van dé Gross, tit d6 cac két qua dat duge theo huéng nghién citu
nay 1a rat phong phu va sau sic (xem [59], [61], [17], [18], [13], [29], [25],
[31], ...) cho cac d6i tugng ham khac nhau: ham phan hinh, ham nguyén,
L-ham 1 cong cu quan trong trong nghién citu li thuyét s6. T day va su
tuong tu gitta s6 hoc trén truong s6 va s6 hoc trén truong ham - mot ing
dung ctia li thuyét phan bo gia tri da dan dén ...trong vai nam gan day,
van dé nay da dugc nghién cu cho 16p cac L-ham. Cu thé, nam 2018,
Yuan Q.-Q., Li X.-M. va Yi H.-X. ([62]) da chi ra sy ton tai tap S gom 7
phan ti, sao cho néu E¢(S) = Er(S) thi f = L, trong d6 f 1a ham phan
hinh khac hing c6 hitu han cuc diém, L 1a L-ham. Day 1a cau tra 15i cho
Van dé Gross doi vé6i truong hop L-ham va ham phan hinh ¢6 hitu han cic

- 2
diém.



Cho n,m € N*, a € C, a # 0. Ki hiéu

Qr(z)=nm+m+1) (Z (T) — 7(”_41_)21 — izﬂ+m+1iai> . (1)

1=0

Nam 2023 Khoai H. H., An V. H. va Phuong N. D. ([31], Dinh Iy 1,
trang 267) da chitng minh:

Dinh 1y 1. Gia st Qk(2) zdc dinh nhu (1) théa man Qg (a) # —1, —2.
Dat Pk (2) = Qi (2)+1 va dat Sk = {z | Px(z) = 0}. Khi dé, néun > 2,
m > 2, n+m > 8, thl dieu kien E¢(Sk) = Er(Sk), kéo theo f = L vdi
moi ham phan hinh khdc hang f va L-ham khdc hang L.

Két qua nay ciing 1a cau tra 10i cho Van dé Gross cho truong hop L-ham
va ham phan hinh.

Da thitc P(z) dugce goi la da thic duy nhat (duy nhat manh) doi vdi
ham phan hinh (nguyén) néu hai ham phan hinh (nguyén) khac hang tuy
v [ va g, théa man dieu kien P(f) = P(g) (P(f) = ¢P(g), trong d6 ¢ la
hang s6 khac khong) va kéo theo f = g.

Xét da thic P(z) € Clz] bac ¢ ¢6 dang

P(z)=a(z —a1)(z —ag) ... (2 — ay). (2)
Gia st dao ham ctia P(z) c6 biéu dién
P'(z) =aq(z —d)"(z —do)® ... (2 — di)%*, a # 0,

trong d6 di,ds, ..., d; 1a cic s6 phitc phan biet. Khi d6 s6 k& dugc goi 1a

chi s6 dao ham cia P(z). Gia sl rang
P(d;) # 0 déi voi 1 <i < k. (3)
Chung ta nhic lai diéu kien sau giéi thieu bdi Fujimoto H. (xem [18]):

P(d;) # P(d;) ddivei 1 <i<j<k, k>2. (F)



Nam 2023 Banerjee A. va Kundu A. ([9], Dinh 1y 3.4, trang 502) da
chiing minh:

Dinh 1y 2. Gid st ay,...,a, la cic s6 phic phan biét va da thic duy
nhat manh P(z) = a(z — a1) ... (2 — a,) vdi cic dieu kién (3) va (F), va
S ={z: P(z) = 0}. Cho f la ham phdan hinh khac hang, L la L-ham.
Néu min{qi, g2} > 2 khi k =2 va q > 2k +4 va Ef(S,2) = EL(S,2), th
ta co f = L.

Cha y rang, néu E¢(S) = Er(S) thl E;(S,2) = Er(S,2). Khi d6, ap
dung Dinh 1y 2 v6i k£ = 2 va ¢ > 8, ta thu duge Dinh 1y 1.

Trong luan an nay ching toi sé tiép tuc nghién ctu cac dieu kien dai s6
cho L-ham va ham phan hinh dé tim ra tap xac dinh duy nhat cho L-ham
va ham phan hinh véi sé phan ti it nhat c¢6 theé.

Mot huéng nghién citu nita d6i véi van dé duy nhat 1a tim cac tap S, T
sao cho v6i cAc ham phan hinh f, g tiy ¥, diéu kien E;(S) = E,(T) hoic
E¢(S) = E,(T), kéo theo f = g hodc f va g biéu thi qua nhau. Pakovich
F. ([39]) da chiing minh két qu& dau tien cho truong hop S, T la céc tap
con compact va f, g la cac da thic. Trong [26], Khoai H. H, An V. H. va
Hoa P. N. da xem xét van dé nay trong truong hop E¢(S) = E,(T), f,g la
hai ham phan hinh khac hang va S, T C C U {oo} lan lugt 1a tap nghiém

clia cac da thic
P(z)=2"4+az"""+0b, Q(z)=2"+d2"""+V,

trong d6 n > 2m + 9, hoac m > 4, hoac (n,m) = 1 khi m > 2. Trong
luan 4n nay ching toi sé nghién cttu cac van deé tuong tu cac két qua cla
Pakovich F. va Khoai H. H., An V. H., Hoa P. N. cho truong hgp céc anh
xa chinh hinh.

Theo hudng nghién cttu thi hai, nhuw da noéi 6 trén, nam 1975, Fujimoto

H. (xem [15]) d& mé rong dinh 1y nay cho dudng cong chinh hinh, éng da



chitng minh ring cdc anh xa chinh hinh khong suy bién tit C™ vao P"(C)
duge xéc dinh duy nhat béi 3n + 2 sieu phang & vi tri tong quat khi tinh
ca boi cac khong diem. Nam 1983, Smiley L. ([53]) da cai tién két qua nay
bing cach bd qua boi cac khong diém. Sau dé, van dé nay da duge nghién
citu sau rong bdi nhieu tac gia: Fujimoto H. ([16]), Ru M. ([48]), Yan Q.
va Chen Z. ([58]), Dethloff G. va Tan T. V. ([12]), An D. P., Quang S. D.
va Thai D. D. ([3]), Phuong H. T. va Minh T. H. ([45]), Phuong H. T va
Vilaisavanh L. ([47]), Aihara Y. ([2]), Cao T--B. va Yi H.-X ([10]) va nhidu
tac gia khac cho duong cong chinh hinh ttt C™, C hay hinh vanh khuyén
trong mit phang phitc C vio khong gian xa anh P*(C) hay da tap dai s6
trong P"(C), v6i muc tiéu 1a cac siéu phang hay siéu mit, cd dinh hay di
dong.

Cho f=(fo:...: fn): C" — P"(C) la dudng cong chinh hinh, trong
dé fo,. .., fn 1& cac ham phan hinh khong c6 khong diém boi tren C™. Goi
D la sieu mit bac d trong P*(C) va @ 1a da thic thuan nhat bac d xac
dinh D trong Clz,. .., 2,). Gid st

Q(z0,--.,2 Zakzo .. 2
trong d6 ng = (") — 1 v igg + ... +ig, =d véi k =0,...,n4 Ta viét
(f, D) = Zak fuwo | fln

Ta néi rang (f, D) 1a tu do néu (f, D) Z£ 0.
D61 vai gia thiét (f, D) 1a tu do, ta ky hieu V(4,p) la anh xa tit C™ vao
Z, trong d6 v(s,py(z) (z € C™) la boi khong diém cta (f, D) tai z. D6i véi

cac s6 nguyén duong d, k, ta dat

d min{d, vy p)} néu0 <y py <k,
Y(£.0).<k = ’ D .
) 0 trong cac truong hop con lai.



Bay gio, ta gid stt D = {Dy, ..., D,} la tap hop cac sieu mat bat ky va
(; 1a céc da thic thuan nhat bac d; xac dinh D; v6i j = 1,...,¢ trong
Clzo, - . -, zy). Ky hiéu dp 1a boi chung nh6 nhat cta cac dj, j = 1,...,¢q

va dat

Déi vé6i s6 nguyén N > n, ta nhac lai tap cac sieu mat D duge goi 1a
& vi tri N-dué6i tong quat néu ¢ > N va v6i moi tap con gom N + 1 chi
s6 phan biet i1,...,iy+1 € {1,...,q}, taco Nﬁl supp(D;,) = 0. Dac biét,
néu N = n, thi tap cac sieu mat D dudc goi lglc? vi trf tong quat.

Gia st f v ¢ 1a hai anh xa chinh hinh khong suy bién tuyén tinh ti

C™ vao P"(C) va Hy, ..., H, la ¢ siéu phang & vi trf tong quat sao cho
dim ' (H; N H;) <m —2 d6i véi i # j.

Goi myq,...,m, 1a cac s6 nguyén duong hodc oo théa man m; > my >

coeZ2 My 2,

q

va f(z) = g(z) véimoi 2 € Jz € C" : 0 < vy p,) < my. Nam 2000,
j=1

Aihara Y. (xem [2]) d& ching minh f = g néu

q
m,; n—q+n-+1 m m
y oot PR . . (4)
jzgmj—i—l n mi+1 mo+1

Két qua ctia Aihara Y. 1a diéu kien du lien quan dén quan hé gitta boi
cac khong diém ctia (f, H;) va (g, H;) dé hai duong cong chinh hinh khong
suy bién tuyén tinh 1a bang nhau. Luu ¥ rang diéu kien (4) sé suy ra dugc

¢ > 3n + 2. Nam 2011, Cao T.-B. va Yi H.-X. ([10]) da ci tién két qua



ctia Aihara Y. va ching minh rang f = g néu

q

S~ _m >qn—q—|—n+1_(n_1)( 1 1 ) (5)

+
j:?)mj—Fl n mi+1 mo+1

D6i v6i van dé nay ta c6 thé tiép tuc nghién ctu trong cac trusng hgp
khéc, chang han truong hop duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyen,
muc tiéu la cac siéu mit di dong hay ¢ dinh & vi tri tong quat hodc dudi
tong quat.

Sy Iuta chon dé tai " Van dé duy nhat doi vdi L-ham va duong cong chinh
hinh" ctia chting toi nham lam phong phi thém cac két qui vé phan bd

gia tri cho ham phan hinh va duong cong chinh hinh.

2. Muc dich va déi tuong nghién citu

e D6i tuong nghién ciu: Ham phan hinh, anh xa chinh hinh trén
mit phing phic C va trén hinh vanh khuyeén, ting dung ctia 1y thuyét
Nevanlinna cho ham va anh xa chinh hinh dé khao ctu van dé phan bé
gia tri clia ham va anh xa chinh hinh c6 diéu kién ciia gia tri khuyét, bai
toan xac dinh duy nhat ham v anh xa chinh hinh khi chting chia sé céc
tap hgp hoac siéu mit.

e Muc dich nghién ctu:

Trong luan an nay, ching toi nghién cttu cac van dé sau day:

Van dé thi@ nhat: Thiét lap mot s6 dieu kien du lien quan dén diéu
kien ctia gia tri khuyét va dao ham dé cho L-ham va ham phan hinh la
trung nhau.

Van dé tha hai: Xay dung mot sé6 dang dinh 1y duy nhét lien quan
dén viéc chia sé cac situ mat kieu Fermat-Yi déi véi liiy thita cac anh xa

chinh hinh.



Van de th@ ba: Xay dung dang dinh 1§ duy nhét cho dudng cong

chinh hinh trén hinh vanh khuyén lién quan dén bai cac khong diem.

3. Tong quan vé luan an

a) Doi vdi van dé nghién ciu thi nhat, ching toi da:

- Thiét lap diéu kieén du lien quan dén gia tri khuyét tai oo dé L-ham
va ham phan hinh 1 trung nhau (Dinh 1y 1.2.1). Tt d6 chi ra sy ton tai
clia tap xac dinh duy nhat gom 8 phan tit va tap xac dinh duy nhéat lien
quan dén s6 khuyét gom 7 phan tit cho L-ham va ham phan hinh.

- Xay dung méi dinh 1y duy nhat cho L-ham va ham phan hinh véi dieu
kien dai s6 lien quan dén dao ham (Dinh 1y 1.3.1).

C6 theé thay Dinh Iy 1.2.1 da cai tién va tong quat héa mot sb6 két qua
gan day ctia Khoai H. H., An V. H. va Phuong N. D. trong [31] va mot s6
két qua clia Yuan Q.-Q., Li X.-M. va Yi H.-X. trong [62]. Tt Phan 2 cta
Dinh 1y 1.2.1 ta thu dudgc Dinh 1y 2. Dinh 1y 1.3.1 1a ci tién ctia Dinh Iy
1.1 ctia Khoai H. H.;, An V. H. va Ninh L. Q. trong ([29]). Hé qua 1.3.2
ctia Dinh 1y 1.3.1 da cai tién Dinh 1y 7 ctia Sahoo P. va Halder S. trong
150].

b) Doi vdi van dé nghién citu thit hai:

Cho f = (f1:...: fny1) 1a anh xa chinh hinh v6i (f; @ ... fye1) &
bidu dién rat gon. Anh xa f duge goi 1a khong suy bién tuyén tinh mic 1
néu va chi néu véi bat ki¢,j:1<i<j < N+1, tacé%lahamphén
hinh khac hang. Trong luan an nay ching toi: ]

- Thiét lap dugc diéu kién di dé hai dnh xa chinh hinh f, ¢ tréen C
khong suy bién tuyén tinh mic 1 v6i cac biéu dién rit gon (f1:...: fyvi1)
va (g1 ... : gny1) ¢6 tinh chat: f;, g; phu thudc tuyén tinh khi hai anh

xa fU = (f{ +.. . fys1), 9" = (gf : ... : giy1) chia sé cac sicu mat X, Y,



10

§ d6 v 14 s6 nguyen duong (Dinh 1y 2.2.3).

- Thiét lap dang siéu mit xac dinh duy nhat kiéu Fermat-Yi cho anh
xa chinh hinh khong suy bién tuyén tinh mtc 1.

- Chi ra sy ton tai ctia 16p siéu mét xac dinh duy nhat cho mot s6 16p

anh xa chinh hinh. Cu thé ki hiéu
1 (C,PY(C)) = {f": f € Mpu(C,P¥(C))}.

Khi d6, ton tai cac sieu mit xac dinh duy nhat c6 bac 13(2N — 1)? cho
M1 (C,PY(C)), c6 bac 7(2N —1)2 cho M2, (C,PN¥(C)), c6 bac 4(2N —1)?
cho M3 ,(C,PN(C)).

c) Doi vdi van de nghién ciu thit ba:

- Xay dung dugce dang dinh 1y co ban tht hai cho duong cong chinh
hinh trén hinh vanh khuyén cho trusng hop muc tiéu la cac siéu phang &
vi trf N-dudi tong quat (Dinh ly 3.2.1).

- Thiét lap dudc dieu kién dai s6 lien quan dén boi ctia cac khong diém
v6éi muc tiéu 1a céc situ mit & vi tri N-duéi tong quat dé hai dudsng cong
chinh hinh trén hinh vanh khuyén dong nhat bang nhau (Dinh ly 3.2.2).

Chu ¥ réng, trong Dinh 1y 3.2.2, khi Dy, ..., D, 1a cAc siéu phang & vi
tri tong quat thi N = n v& np = n, khi d6 bat dang thitc (3.20) trong
Dinh 1y 3.2.2 tré thanh bat ding thic (5), nhu vay Dinh Iy 3.2.2 1a md
rong két qua ctia Cao T.-B. va Yi H.-X. ([10]). Ngoai ra, khi Dy,..., D,
I3 cac siéu phang & vi tri tong quat, didu kien (3.20) sé suy ra ¢ > 3n + 2,

giéng nhu két qua ctia Smiley L. trong [53].

4. Phuong phap va cong cu nghién ctu

Trong luan an nay ching to6i dung cac cong cu, kién thic, ki thuat cia

giai tich phiic, 1y thuyét phan bo gia tri Nevanlinna, Nevanlinna-Cartan,
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hinh hoc dai s6 dé gidi quyét cac van dé dit ra. Cu thé chung toi da ding
cic dang khac cta hai dinh 1y co ban cta ly thuyét Nevanlinna cho ham
va anh xa chinh hinh trén mit phang phitc C, trén hinh vanh khuyén ciing
cac ki thuat udc lugng gitta ham dém, ham xap xi, ham dic trung, dinh 1y
s6 khuyét, bd dé kieu Borel cho 4nh xa chinh hinh ré nhanh.

Chting téi st dung phuong phap nghién citu co ban, truyén théng dé
gidi quyét cac van dé: trén co sd nghién citu cac tai liéu, cac cong trinh da
c6, ching to6i phat hién cac van dé mé va sit dung hoac xay dung cac cong

cu, phuong phap dé giai quyét cac van dé dat ra.

5. Cau trac luan an

Luan 4n bao gom phan md dau, ba chuong noi dung, két luan ctia luan
an va danh muc tai lieu tham khao.

Chuong 1: Van dé duy nhat doi vdi ham phan hinh va L-ham chia sé
tap hiv han. Trong chuong nay ching toi sé trinh bay chi tiét cac két qua
nghién cttu lien quan dén van dé nghién citu thi nhat: chiing minh mot
s6 két qua vé van dé duy nhat cho L-ham va ham phan hinh c6 lien quan
dén gia tri khuyét va dieu kien dao ham chia sé gia tri. Cac két qua trong
chuong nay duge cong bd trén bai bao s6 [AC1] va [AC2] trong Danh muc
Cong trinh clia tac gid lien quan dén luan an.

Chuong 2 véi tén Siéu mdat xdc dinh duy nhat doi véi anh xa chinh hinh,
ching toi tap trung gidi thieu chi tiét cac két qua ciia huéng nghién ctu
thtt hai thong qua viéc thiét 1ap mot so6 diéu kién dai s6 cho mot hoac hai
sieu mat xac dinh duy nhat 4nh xa chinh hinh khong suy bién tuyén tinh
miic 1 tit C vio PV (C). Cac két qua trong chuong nay duge cong bd trén
bai bao s6 [PAC1] trong Danh muc Cong trinh ctia tac gia lien quan dén

luan an.
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Chuong 3: Dinh ly duy nhdat doi véi duong cong chinh hinh trén hinh
vanh khuyén lien quan dén boi cic khong diém. Chuong nay danh cho viec
trinh bay cac két qua ctia huéng nghién citu thit ba. Cu thé ching toi da
phat biéu va chiing minh dang dinh 1 co ban thit hai, trén co s6 dé chiing
minh duy nhat cho duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyeén lien
quan dén boi cac khong diém ctia duong cong két hop véi cac sieu mat &
vi trf dudi tong quat. Cac két qua chinh trong chuong nay viét dua trén
bai béo s6 [PC1] trong Danh muc Cong trinh ciia tac gid lien quan dén
luan an.

Ngoai viéc cong bo trén cac tap chi, cac két qua chinh ciia luan an da

dudgce bao céo tai:

e Seminar ciia B6 mon Giai tich, Khoa Toan, Truong Dai hoc Su pham,

Dai hoc Thai Nguyén hang nam.

e Seminar dé tai NCKH cap bo B2024-TNA-19.
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Chuong 1

Van dé duy nhat d6i v6i ham phan
hinh va L-ham chia se tap hittu han

Trong chuong nay ching toi sé gidi thieu mot s6 kién thic co s6 veé
L-ham vd ham phan hinh, v& chting minh diéu kien dai s6 dé L-ham va
ham phan hinh trung nhau lien quan dén s6 khuyét tai oo va lien quan
dén dao ham. Cac két qua chinh trong chuong nay viét dua trén bai bio
[AC1] va [AC2] trong Danh muc cong trinh clia téc gia lien quan dén luan

P

all.

1.1. Kién thiic co sé

Khai niém va mot so tinh chat vé L-ham

Trong phan nay ching toi xem xét cac L-ham trong 16p Selberg, titc 1a

moi ham phiic trong 16p nay duge xac dinh béi chudi Dirichlet c6 dang

L) =y

nS

n=1
hoi tu tuyét doi trong mien Re(s) > 1 théa man céc tinh chat sau:
(i) Gia thuyét Ramanujan: v6i moi s6 duong €, a(n) < nf, tic la ton
tai hang s6 C sao cho |a(n)| < Cn®.

(ii) Théc trién giai tich: ton tai s nguyén khong am m sao cho

(s — 1)™L(s) 1a ham nguyén bac hitu han;
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(iii) Phuong trinh ham: ton tai cic s6 thuc duong @, A; va ton tai sb
nguyeén duong K va ton tai cac s6 phtc p;, w voi Rey; > 0 va jw| = 1

thoa man phuong trinh
AL(S) = wAL(l — 3),

trong do
K

Ar(s) = L(s)@ ] [ T(Nis + o)

i=1
va ['(s) 1a ham Gamma Euler.

(iv) Gia thuyét tich Euler: ton tai tich Euler ¢6 dang
L(S) - HLP(S)a
P

trong do
o0 k
S b(ps)
L,(s) =e= pr

ddi véi cac he s6 b(p*) thoa man b(p*) < p*? va 6 0 < %, trong do6 tiung
phan tit trong tich 1a ting véi s6 nguyeén to p.

Chu ¥ rang, cac hang sb6 trong phuong trinh ham ctia L-ham L 1a phu
thuoc vao L. M#c dut cac phuong trinh ham ciia L 1a khong duy nhat

nhung c¢6 nhitng dai luong bat bién, chang han bac d; xac dinh béi

K
d; =2 Z A
=1

Vi du 1.1.1. Ham Riemann zeta, ky hiéu ((s) dugc xac dinh béi chudi

Dirichlet nhu sau:
=1
C(S) - %7

n=1

v6i Re(s) > 1. Ham nay c6 khai trién tich Euler nhu sau:

-1 ()

p nguyén t6



15

Ham ((s) c6 thé thac trién giai tich duge ra toan bo mit phang phiic ngoai
trit cuc diem don s = 1. Dat
A(s) =T (5) ¢(9)

thi A(s) théa man phuong trinh ham do6i xtng:

A(s) = A(1 —s).
Mot sb gia tri dic biet ctia ham (:

72 m 1 1
¢(2) = R ((4) = 90" ((0)=—5. (=D =-3.
Vi du 1.1.2. Gia st ¢ 1a s6 nguyeén, ky tu Dirichlet modulo ¢ 13 ham sb
X : Z — C,
théa man ba dieu kién sau:
e Tinh tuan hoan: x(n + q) = x(n) v6i moi n € Z.

e Tinh nhan: x(mn) = x(m)x(n) véi moi m,n € Z.

o Triét tiéu tai cdac phan ti khong nguyén to cung nhau vdi q:

_[#0 néu ged(n,g) =1
x(n) = {O néu ged(n,q) > 1.

D6i vdéi ky tu Dirichlet y, khi d6 ham

L(s,x) = Z X("’;)

n

la L-ham Dirichlet, trong d6 s 1a bién phrtic v6i Re(s) > 1.
Vi du cu thé vé L-ham Dirichlet nhu sau: ta lay ky tu Dirichlet y
modulo 4 xac dinh bdi:

1 néun=1 (mod4),
x(n)=4<¢—=1 néun=3 (mod 4),
0  néu ged(n,4) > 1.
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Khi do
L(S,X):1_8—3_8+5_8—7_5+...:i%.
nzl( n+1)

M&i L-ham Dirichlet xay dyng nhu thé nay c6 tinh chat sau:
e Mbi L-ham c6 thé bicu dién thanh tich Euler:

L= ] (1_X(p))_1.

ps

p nguyeén to
Tt day ta thay moi quan hé gitta L-ham v phan bd clia cac s6 nguyeén to.
e M&i L-ham L(s,x) c6 thé dugc khai trién gidi tich trén toan mait
phang phtic, ngoai trit trusng hop x = xo 1a ky tu tam thuong

1 néu ged(n,q) =1,
Xo(n) = {0 néu ged(n,q) > 1.

Khi d6 L(s, xo) c6 diem ky di don tai s = 1.
e Néu y la ky tu khong tam thuong, thi L(s, y) khong c6 diém ky di
tai s =1 va L(1,x) #0.

Cac ménh dé sau 1a mot s6 tinh chat ctia L-ham.

Meénh dé 1.1.1 (23], Dinh 1y, trang 2). Gid st Ly, ..., Ly la cdc L-ham
khdc hang phan biét. Khi dé Ly, ..., Ly la doc lap tuyén tinh trén C.

Meénh dé 1.1.2 ([29], B6 dé 2.7, trang 269). Gid st P(z), Q(2) la hai da
thite khdc hang bac n va gid st f la ham phan hinh khdc hang vdi hitu han
cuc diém trong mat phang phic, L la L-ham khdac hing. Gid st rang f va

L théa man
1 _ ¢ ny
Q) P(L)

trong doé c,c; € C va ¢ # 0. Khi dé ¢; = 0.
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Ménh dé 1.1.3 ([29], B6 dé 3.1, trang 270). Gid st L la L-ham trong
I6p Selberg md rong, f la ham phan hinh, a,b,d,u,v,t la cdc hang so6 phic

khdc khong, n va m la cdc s6 nguyén duong, n > 2m + 3. Dat
P(z)=az" +bz" ™ +d; Qy) =uy" +vy" ™ +1.

1. Néu P(L) = Q(f), thy f = hL, trong dé h la hing sb, théa mdan
h" =a/u, K"~ =b/v va d =t.

2. Neu(n,m)=1,a=u,b=vva P(L)=Q(f), thh f =L vad=t.

8. Néu Ly, Ly la cac L-ham trong ldp Selberg md rong va P(Ly) =
Q(Ls), thy L1 = Ly vi P = Q.

Cac ham Nevanlinna va mot s6 tinh chat co ban

Ta nhic lai, d6i v6i ham phan hinh f va a 13 s6 phtic hitu han. Néu f

biéu dién duge dusi dang

f(z) —a= (2= 2)"h(2),

trong d6 h(z) 1a ham chinh hinh trong lan can clia zy va h(z) # 0, thi ta
dat V?(ZQ) = « va goi 1a bdi clia f — a tai khong diém z,. Néu a = 0, dé
don gian ta viét vy(z) thay cho v9(z). Néu f bieu dién duge dudi dang
foy = M
(z — 2)

trong d6 h(z) 1a ham chinh hinh trong lan can ctia zg va h(zp) # 0, thi ta
dat z/}’o(zo) — o va goi 1 bdi clia f tai cuc diem z.

Cho f 1a ham phan hinh khéc hang trong C, a € C U {oo} va k 1a s6
nguyen khong am hodc vo cling. Véi mdi p > 0, goi n(p, f) 1a 86 cyc diém
tinh ca boi clia ham f trong dia D(0, p), 7i(p, f) 1a s6 cie diém khong tinh

boi ctia ham f trong dia D(0, p). Him dém tai cac cic diém tinh ci boi
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(tuong tng, khong tinh boi) cua f trong dia D(0, p) duge xac dinh nhu
sau:

p

N(p, f) Z/n(t’f) ;n(o’f)dHn(O,f) log p,

o

P

/ﬁ(t7f)_ﬁ(07f)
0

(tuong ting N(p, f) = dt +7(0, f)log p).

t
D61 v6i a € CU {00}, ta goi N(p, ﬁ) (tuong tng N (p, ﬁ)) 12 ham
dém tai cac khong diem ctia f — a hay 13 ham dém tai céc a-diém ké ci
boi (tuong ting khong ké boi) cla f.

Ham

2T
mip.f) = 5= [ 108" |(pe®)] a9
0

dudc goi 1 ham xap xi ctia f, § d6 log™ = max{0, logx}. Tuong tu, doi

véi gia tri a € C, ta ¢

27
1 1
— == [log" |————
m(pa) =5 [los
0

. 1 .
C6 the thay ham m(p, f—) mo td "mic do gan" ma f(z) dat gid tri a
—a

tren dudng tron |z| = p.

Ta goi ham
T(p, ) =mlp. f)+N(p, f)

1a ham dic trung (hay ham dac trung Nevanlinna) ciia f. Cac ham dém,
ham xap xi vd ham dic trung déng vai tro trung tam trong ly thuyét
Nevanlinna. Cac dinh 1y va meénh dé sau day 1a cac dinh 1§ co ban trong

Iy thuyét Nevanlinna cho cidc ham phan hinh:
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Dinh ly 1.1.4 (xem [59], Dinh 1y co ban thit nhat, Dinh 1y 1.2, trang 8).
Gid st ham phan hinh khdc hang f(z) trong C va gid s a € C. Khi dé

1
T — | =T O(1
(0572 ) =Tl0.5)+ 000
trong do O(1) la dai luong bi chan khi p — oo.

Dinh 1y 1.1.5 (xem [59], Dinh 1y co bén thit hai, Dinh 1y 1.6°, trang 22).
Gia st ham phan hinh khac hang [ trén C va gid si aq, az, ..., a, la cic
diém phan biét cia C. Khi do

(40— VT(p. f) < N(p. f) + ZN () = Mo () + 5000,

Y 1 1
d dé N,(p, 7
cic khong diem cia ham (f —ai) ... (f —ay) va S(p, f) = o(T(p, f)) vdi

) la ham dém cdc khong diém cia dao ham f', ma khong la

moi p nam ngodi tap cé do do Lebesque hitu han.

Meénh dé 1.1.6 (xem [22], Dinh ly 2.4, trang 43). Gid s ham phan hinh
khdc hang f va cdc diém phan biét ay,as, . . . ,ay trong CU {oo}. Gid si
moi f — a; ¢o cic khong diém vdi boi it nhat la m;, i =1,...,q. Khi do
(1o 1)
i=1 ¢
Meénh dé sau la tinh chét ciia cac ham Nevanlinna lién quan dén dao
ham.
Meénh dé 1.1.7. Déi vdi bit ky ham phan hinh khdc hing f sao cho f*)
khdc hang, ta cé
1/ (xem [19], Dinh lyj 2.8, trang 99)
i) T(p, f) < (k+1)T(p, f) + S(p, f);
ii) S(p, fM) = S(p, f).
2/ (vem [60], Bo dé 3, trang 171; hodc [63], Bo dé 2.3, trang 5)

i) Nip. ) < Nlp. )+ Nip.£) + S(p. ).
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Meénh dé sau 1a tinh chéat ctia cdc ham Nevanlinna ctia L-ham.

Meénh dé 1.1.8 ([54], trang 150). Gid su L-ham khdc hing la L. Khi dé

i) T(p, L) = dfplogp#—O(p), trong do dr, = 2 f: Ai la bac ciia L-ham,
K, \; la 56 nguyén duong va so thuc duong tuong Z;;Lg, trong phuong trinh
ham cia L-ham.

i) N(p, L) = S(p, L).

Tiép theo ta dinh nghia mot s6 dang ham dém dac biét st dung trong
chiing minh cac két qua chinh. Cho f 1a ham phan hinh khac hang va k
12 s6 nguyen khong am. Ta goi N(k(p, f) 1a ham dém tai cdc cyc diém boi
> k cla f, trong d6 mdi cuc diém dude tinh chi mot lan, Nk)(p, f) 1a ham
dém tai cac cuc diém boi < k cla f, trong d6 mdi cuc diem duge tinh chi
mot 1an. V6i mdi a € C, ta goi N x(p, %) la ham dém tai cac khong
diém boi > k ctia f — a, 6 d6 mdi khong diem dudc tinh chi mot lan,
Nk)(p, ﬁ) la ham dém tai cac khong diém boi < k clia f — a, trong
d6 mdi khong diém dudc tinh chi mot lan.

Cho f va g la hai ham phan hinh khac hing, ta goi N(p, %; g #0) la
ham dém tai cac khong diém ctia f ma khong la khong diém cta g, 6 d6
mdi khong diém duge tinh chi mot 1an.

Cho f va ¢ la hai ham phan hinh khéac hing. Gia st f~1(0) = ¢ 1(0)

va o 1a s6 nguyén khong am, ta goi

(o)

la ham dém tai cac khong diém z ciia f théa man vs(z) = a, ta goi

1
N{p, —=v :y:oz)
( f / g

la ham dém tai cic khong diém chung z ctia f va ¢, thda méan
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Ta goi
1
N(p,?;yf > Uy 2@)

la ham dém tai cac khong diém chung z ctia f va ¢, thda man
vi(z) > 1y(z) 2 a.

. ==, 1
Tuong tu, ta xac dinh cac ham dém N(p, —;v, > vy > a), N(p, vy > )
g

87
1 d f
va N(p, =11y = ).
g
Cho f, ¢ 1a hai ham phan hinh khac hing, dit

1 F// G//
F_f G_E va H_F—E

Meénh dé 1.1.9. Gia st rang H Z 0, néu hai ham phan hinh khdc hing
f,g théa man f~1(0) = ¢g~1(0). Khi do
i) (vem [29], Bo dé 2.4, trang 268) Ta c6

— 1 1
+N<,0, SVF > Vg 2 1>+N< ;1/9>1/f>1>.
f g
Hon nita, néu a la khong diém don chung ciia f va g, thi H(a) = 0.
ii) Gid st thém
Ff((), Ve = 1) HEQ(O, Vg = 2) — @
va
Ef(o, v = 2)N Eq((); Vg = 1) =10,

trong do
E 0,vy=k)={2€C:vs(z) =k}

Khi do ta co

— 1 — 1 — 1 — 1
N(p,?> +N<p,§> + 2N (p,?;yf>2) +2N<,O,§;I/g>2>
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1 1 1 1
< N(p,H)+§ (N <p,?) +N(p,§)> ‘f—N(p,?;Vf 22)
+N (p,é;vg > 2) + S(p, f) + S(p, 9).

Chitng manh (i). Ap dung ([19], trang 14) ta thu dugc:

(o) o o)

trong do a; 1a cac khong diem ké ca boi clia f va

(1)~ (o)

trong do a; 1a cac khong diem khong ké bai cia f.

0<la;|<p

0<la;|<p

Tu day, ta dit
—/ 1\ =/ 1 /1 /1
M=N|p,2 | +N{(p, =) +2N(p,5vp 22| +2N (p, 1522,
f g f g
1 1 1 1
oo o3 (5(-4) 5 o3)
TR 2 f g
1 1
+N(p,?;yf>2>+N(p,—;ug>2>.
g

Trude tien ta ching minh rang M < T. That vay, ta goi a 1a khong
diém boi p ctia f. Tit E;(0) = F,(0), kéo theo ring a la khong diém boi
q cua g. Ta xem xét ba truong hop sau:

Truong hop 1. Gia st rang p = q.

Néup = ¢ =1, thi a dugc tinh 1 +1+ 0+ 0 = 2 lan trong M va dugc
tinh 1 + %(1 + 1) = 2 lan trong 7.

Néu p =g > 2, thi a dudc tinh 1 +1+ 2+ 2 = 6 lan trong M va ducc
tinh 0 + ;(p-l—p)—l—p—i—p— 3p > 6 lan trong T.

Truong hop 2. Gia st rang p > q.

Néup>qgvag=1,thip>3tu

Ef(o, vy = 2)N EQ(O, Vg = 1) = 0,
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khi d6 a dugc tinh 1 +1+ 2+ 0 = 4 lan trong M va do p > 3 ta thay
1 1
réngadli(jctlnho—l—2(p—i—1)+p—|—0—p—|—]% 5 > 4 lan trong T.
Néup >gvaqg>2,thip>3vaaduwgctinhl+1+2+2=26
>

lan trong M. Dop > 3 va ¢ > 2 nén p+ g > 5, khi d6 a dugc tinh

1 3(p+
O-i—a(p—l-q)—l-p-l—q:O—l-%

Truong hop 3. Gid st rang ¢ > p. Theo 1y luan tuong ty nhu trong

> 6 lan trong 7.

Truong hop 2 ta ciing suy ra duge s6 lan a duge tinh trong M it hon hodc
ciing 1am 1a bang s6 lan a duge tinh trong 7.

Nhu vay M < T. Cha ¥ ring néu a la khong diém don chung ctia f va
g, khi d6 H(a) =0, ta c6

N(p,%;ule/g: 1) <N<p,%) <T(p,H)+0O(1)

= N(p,H)+m(p,H) + O(1)
Nio. )+ m (.5 ) +m (.7 ) + 00
N(p, H) + S(p, f) + 5(p, 9).

Menh dé 1.1.9 dugc chiing minh. ]

Tiép theo ta nhic lai khai niem veé s6 khuyét. D6i v6i ham phan hinh

| N(“fia>
0(a, f) =1~ hpm_sglop o)
_ 1
¥ (o)
@(CL, f) = I f A

=1 — limsup :
p—>00 T(p7 f)

f vagia tri a € CU {0}, cac gia tri

voi a € C va

0 =1—1lim
(0, f) =1~ limsup 70 "y
Np. f)

N
O(o0, f) =1 — limsup ;
( ) p—>0 T(p, f)
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v6i a = 0o, trong d6 p nam ngoai tap c6 do do Lebesgue hitu han, 1an lugt
duge goi 1a s6 khuyét ké ca boi va sé6 khuyét khong ké boi ciia ham f tai
diém a. R6 rang
0<6la,f) <Ol f) < L.
Cho f la ham phan hinh khac hing trén mit phang phic C. Gia tri

a € CU{oc} dugc goi 1a gid tri b6 duge Picard néu
f(z) #a v6imoi z € C.

Ta biét rang, ham phan hinh khac hing c6 thé c6 nhiéu nhat hai gia tri
b6 duge Picard trong C U {oc}.
Menh dé sau day 1a tinh chat vé gia tri bé dude Picard ctia L-ham trong

mit phang phiic.

Meénh dé 1.1.10 ([35], Bo dé 2.3, trang 3800). Gid su L-ham khdc hdng
la L, khi dé khong ton tai gid tri b6 duge Picard cia L trong mat phdang
phiic.

Bay gis ching t6i gidi thieu mot s6 ki hieu dé st dung trong viéc nghién
ctiu vé van dé duy nhat. Gia st f 1a ham phan hinh va a € C. Ta goi Ef(a)

la tap cac a-diém cta f & d6 mdi a-diém dugce tinh v6i boi clia né, tic la
Ey(a) = {(z,v5(2)) : 2 € C, f(2) = a}.

Tuong tu, ta goi Ef(a) 1a tap cac a-diém ctia f trong d6 mdi a-diém dugc
tinh chi mot lan.

D6i v6i k 1a s6 nguyen duong, ta goi Ef(a, k) la tap cac a-diém cia f
trong d6 mdi a-diém z duge tinh v$(2) lan néu v§(z) < k va k+ 1 lan néu

vi(z) > k. Tic la

E¢(a, k) = {(z,m) cf(z)=a, m

I

—N—

<
—~

N
N—

=

o
~~Q
&

/AN
o
——
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D6i véi s6 nguyén duong o, ta dat

Epay(a) = {(z.(2) : () = a.v}(2) < a}.

D61 véi tap con khéac rong S C CU {oo}, ta dat

Ey(S) = | Es(a).

aesS
Tuong tu ta c6 cac tap E¢(S), Ef(S,k), Ef o) (S).

Hai ham phan hinh khéac hing f, g dudc néi 1a chia sé S ké cd boi (chia
s¢ S CM) néu E;(S) = E,(S), chia sé S khong ké boi (chia sé S IM) néu
E4(S) = E,(S) va chia sé S vdi trong k néu E;(S, k) = E,(S, k).

Cho F la tap con khéac rong ciia M(C). Ddi véi bat ky hai ham khéc
hing f,g ctia F, néu didu kien F;(S) = E,(S) (tuong tng E(S) =
E,(S)) suy ra f = g thi S dugc goi 1a tap xdc dinh duy nhat tinh boi
(tuong ting khong tinh boi) déi v6i ho ham F. Tuong tu, doi véi bat ky
hai ham khac hing f, g cia F, néu dieu kien Ef(S, k) = E,(S, k), suy ra
f =g, thi S dugc goi 1a tap xac dinh duy nhat véi trong k d6i v6i ho ham
F. Ro rang

Ef(S) = Ef(S,00);  E(S) = Ey(S,0).

Cho P(z) la da thiic v6i cac he s6 phiic. Da thic P(z) duge goi 1a da
thiic duy nhat doi vdi ham phan hinh (nguyén) néu hai ham phan hinh
(nguyen) khéac hang tuy ¥ f va g, thoa man diéu kien P(f) = P(g) va kéo
theo f = g. Da thitc P(2) dugc goi 1a da thiic duy nhat manh doi véi ham
phan hinh (nguyén) néu hai ham phan hinh (nguyén) khéac hang tuy v f, ¢
va hang s6 khac khong ¢ tuy ¥, théa man diéu kien P(f) = c¢P(g) va kéo
theo f = g.

Xét da thic P(z) € C[z] bac ¢ ¢6 dang

P(z)=a(z —a1)(z —az)... (2 —ay), (1.1)
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trong d6 dao ham ctia da thiic P(z) ¢6 k khong diém phan biét dy, da, . . ., di

v6i cac boi q1, qo, . . ., qr, tuong tng, khi do6
P'(z) =aq(z —d)"(z —do)® ... (2 — d},)%*, a # 0.
S6 k duge goi 1a chi s6 dao ham ctia P(z). Gia st rang:
P(d;) # 0 déi voi 1 <i < k. (1.2)

Chi ¥ rang, diéu kién (1.2) suy ra P(z) chi c6 khong diém don. Ching ta

nhé lai diéu kién sau duge gidi thieu bdi Fujimoto H. (xem [18], trang 35):
P(d;) # P(d;) ddiveil <i<j<k, k=2 (F)
Fujimoto H. ([17], Ménh dé 7.1, trang 1200) da chiing minh sau:

Ménh dé 1.1.11 ([17], Ménh dé 7.1, trang 1200). Gid st ay, ..., a, la cdc
s0 phiic phan biét va da thic duy nhat manh P(z) = a(z —a1) ... (2 — a,)
théa man cdac dieu kién (1.2) and (F). Gid si rang q > 5 va ton tai f va
g hai ham phan hinh khdc hang sao cho

1 _ @ +c
P(f)  P(g) "

doi vdi cac hang s6 cg # 0 va ¢y. Néu k > 3 hodc néu k = 2, min{qy, 2} >
2. thi ¢y = 0.

Meénh dé 1.1.12 ([18], Dinh Iy 1.4, trang 35). Gid st ai, . .. ,a, la cdc s6
phiic phan biét va da thic P(z) = a(z —aq1) ... (2 — a,) théa man cic dieu
kien (1.2) va (F). Khi d6 P(z) la da thic duy nhat néu va chi néu

k

Z ¢iq; > Z%‘-

1<i<j<k i=1
Dac biet, bat dang thic trén luon théa man moi khi k > 4. Khi k = 3 va

max{qi, q2,qs} = 2, hodc khi k = 2, min{q;, @2} > 2 va ¢1 + ¢ > 5.
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Ménh dé 1.1.13 ([19], Dinh Iy 4.1, trang 57). Gid st ham nguyén f cé
bac hiw han p. Néu f khong cé khong diém, thi f(z) = e"?), ¢ dé h(z) la

da thic c6 bac nho hon p.

Meénh dé 1.1.14 ([31], B6 dé 8, trang 270). Gid s ham phan hinh khdc
hang f. Khi dé

_ 1 1— 1 1 1
N(p>)—=Nplp=>)<=N(p=).
<”f) 2 ”(pf) 2 (”f)
1.2. DPinh Iy duy nhéat lién quan dén gia tri khuyét

Ki hieu M(C) 1a tap cac ham phan hinh trén C. Ddi v6i ho F céc tap
con khéac rong ciia M(C) va t 1a s6 thyc théa man 0 < ¢ < 1, ki hieu
Fr(O(a, f) 2 t) ={f e M(C) : O(a, f) 2 t},
Fy(©(a, f) <t) ={f e M(C) : O(a, f) < t}.

V

Twong tu, ta dinh nghia dugc
Fr(O(a, f) > 1), Fr(O(a, f) <1).

Dinh 1y sau day la diéu kien dai s6 lien quan dén sé khuyét tai oo dé

ham phan hinh v& L-ham dong nhat bang nhau.

Dinh 1y 1.2.1. Cho f la ham phan hinh khdc hang, L la L-ham khdc
hang. Gid st ay, . .., a, la cdc s6 phitc phan biét va da thic duy nhat manh
P(z) = a(z — a1) ... (2 — ay) théa man cic dieu kién (1.2), diéu kién
(F) va E;(S) = EL(S), trong d6 S = {z : P(z) = 0}. Gid si rang
min{q, g2} > 2 khi k = 2 va mot trong hai diéu kién sau dugc théa man:

1
1)q=2k+3vi feFr (0o, f) =), 1>t>

1
2)q>2k+4 vdfe]:f(@(oo,f)>t),t<§.
Khi dé f = L.
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Dé chitng minh Dinh 1y 1.2.1, truéc hét ta can mot sé ménh dé sau day.

Ménh dé 1.2.2. Vdi cic gid thiét cia Dinh Iy 1.2.1, ta c6
1) (¢ — 1T (p, L)+ S(p, L) < qT(p, )+ S(p, f),
2) (q—2)T(p, f)+ S(p, f) < qT(p,L) + S(p, L).

Chitng minh. Ap dung hai dinh 1y c¢o ban va chi ¥ réing N(p, L) = S(p, L)
(tt Menh dé 1.1.8), Er(S) = E(5), ta thu dugc

(@ DT L) < Np. L)+ L (o) + 500, L)

trong d6 aq, ..., a, 1 cac sO phiic phan biét, tit d6 suy ra

(¢—1)T(p, L) + S(p, L ZN<p,f_ >+S(p,f)

Tuong tu ta co

suy ra

— Q;

(g —=1)T(p, f)+ S(p, f) Z < ) + S(p, L)

va kéo theo

(g—=2)T(p, f)+S(p, f) <aT(p,L) + S(p, L).

Két hop cac bat ding thic trén, ta nhan dudc

q

L. L) + S(p. L) < T(p. )+ 5(p. ) < q—QT(% L)+ S(p, L),

%T@, 1)+ 800, 1) < T(o, L)+ S(p, 1) < 25 T(p. ) + S0, ).

Vay, Ménh dé 1.2.2 dugc chiing minh. ]
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T Ménh dé 1.2.2 ta thu duge

. S(p,L)
Jim, T(p, f)

Do d6 S(p, L) = o(T'(p, f)) va S(p, f) = o(T'(p, L)). Dat

i 22 f)

= 0.
oo T(p, L)

=0,

S(p) = S(p, L)+ S(p, f)-

Khi d6 S(p) = o(T(p, L)) va S(p) = o(T(p, f)). Tix d6

T(p, P(f)) = qT(p, f) +O(1)

T(p, P(L)) = 4T (p, L) + O(1),
vi thé
S(p, P(f)) = S(p, f) = o(T'(p, L))
S(p, P(L)) = S(p, L) = o(T(p, [))-
b F" G
1 1 1 4
TRy TRy TR e

Ta c6 ménh dé sau:

Meénh de 1.2.3. H =0 néu mot trong hai dieu kién sau dudc théa man:
1) q =2k +4—20(c0, f) va O(oc0, f) < 1.
2) q>2k+ 3 vaBO(0,f)=1.

Chatng minh. Ta gid st ngudc lai rang H # 0.
Khang dinh 1. Tu ¢6

9 (a=1T(0.1) < Nlp. 575) = Nolp. 35) +S(p). trong d6 Nofp. )

la ham dém cdc khong diém ciua L', ma khong la cac khong diém cia ham
)

(L—a1)(L—a2)...(L—ay).
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i) (¢ — DT(p. ) < N(p. f) + N(p, ﬁ) ~ Nolp, %) 1 5(p), trong

]— 7z ?
dé N,(p, ?) la ham dém cac khong diem cia f', ma khong la cic khong
diem cia ham (f —a1)...(f —ay).

Chitng minh. 1) Ap dung dinh 1y co ban thit hai cho L va cac gia tri a;,

ag, ..., ag vOi chi ¥ rang

N(p,L) = S(p, L), fjﬁ (p, ﬁ) =N (p, ﬁ) :

1=1

ta thu ducc

1

(4= )T(p, 1) < N(p, ) + ZW (520 ) = Mo .;) + 50,1,

<N <p, ﬁ) - N, (p, %) + S(p).

ii) Bat dang thitc d6i véi f dugce chitng minh bang lap luan tuong ti.

Khing dinh 2.7 c6
— 1
N(p, H) < KT(p, L) + KT(p, f) + N(p, ) + N, (p, 7)
1
+ No <p7 E) + S(p)

Chatng minh. Chu ¥y rang, diéu kién

kéo theo

va
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Do H chi ¢6 cuc diém don, nén tit Ménh dé 1.1.9 ta c¢6

N (o, H) < Nolp, P(D) + Nelo. P(L) + T (5 55 P #0)

PI(f)’
+ N { p, L; P(L) # 0) + S(p). (1.3)
( P'(L)

Ta co

(p, ﬁ P(L) # 0) <KT(p,L) + N, (p, %) +S(p).

Lap luan tuong tu cho ham f ta c¢6

N (g P £0) <TG 1)+ N, (1) + 5000

Két hop cac lap luan trén vao (1.3) ta c6 chitng minh ctia Khang dinh 2.
Khang dinh 3. Tu ¢6

) N )+ Vo ) < (54 BT (0 L)+ G+ DT (0.) + N (p.
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i) (¢ — 2k —2)T(p, L) + (q — 2k = 2)T(p, f) < 4N(p, ) + S(p)-
Chaing minh. 1) Cht ¥ rang tit Ménh dé 1.1.9 ta thay rang, néu a 1a khong
diém don chung ctia P(f) va P(L) thi H(a) = 0. Do dé

Ny (paﬁ) = Ny <p,%) <N (p%) <T(p,H)+ S(p, H)
< N(p, H) + S(p).

Tit bo dé dao ham logarit ta c6 m(p, H) = o(T(p, H)) va tit Ménh dé
1.1.7, S(p, H) < S(p). Tt d6, ap dung Menh dé 1.1.14 va Khang dinh 2,

ta thu ducc
< 1 )
P
(

¥ (o 717)
_ 1> " (o L) 1
(o)l ) ) o

_I_

:N —_—
(’PL

ii) Tt Khang dinh 1 v Phan i) ctia Khang dinh 3 ta thu dugc
(2¢ = 2)T(p, L) + (2¢ = 2)T(p, f) < (¢ + 2k)T(p, L) + (g + 2k)T(p, f)
+4N(p, f) + S(p),
(g —2k —2)T(p, L)+ (¢ — 2k — 2)T(p, f) <4N(p, ) + S(p).

Vay, Khang dinh 3 dugc chitng minh.
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Bay gio ta ap dung Ménh dé 1.2.2 va Phan ii) ctia Khang dinh 3 dé thu
duge mau thuan va hoan thanh ching minh H = 0.

1) g = 2k+4—20(c0, f) va O(c0, f) < 1.
Xét ham s6 a(z) trén x > 2k 4+ 4 — 20(o0, f), x € R, trong do6
2k + 6 — 40(o0, f)

X

a(x) =2z — 4k — 9+ 46(c0, f) +

2k + 6 — 40(o0, f)

Ta c6 o' (z) =2 — 5

r € R.
Két hop trén va g > 2k + 4 — 20(00, f) va O(o0, f) < 1 ta thu duge

a(q) =2q — 4k — 94 40(c0, f) + 2k 6 _;@(OO’ f),

2k + 6 — 40(00, f)

> 0 trén > 2k + 4 — 20(o0, f),
x

a2k +4 —20(0, f)) = 21— 20(o f)—1>0,
a(q) > a2k +4 —20(c0, f)) > 0. (1.4)
T (1.4) ta cé
a(q) = a2k +4 —20(o0, f)) > ¢ > 0, (1.5)

trong d6 ¢ 1a s6 duong nho.
Ap dung Phan ii) ctia Khang dinh 3 va Phan 1) ctia Ménh dé 1.2.2 ta

thu dugc
(¢ — 2k —2)T(p,L) + (¢ — 2k — 2)T(p, f) 4N(p f)+5( )
(¢ — 2k — 2)T(p, L) + (¢ — 2k — 2)T(p 4( +2) TG, )

+ S(p

2k +6—40(c0, f) gq-—1
q q

<2q—4/<:—9—|—4®(oo,f)—|— 5> T(p,L) < S(p),

diéu nay la mau thuan véi (1.5).

2) q > 2k+3vaO(co, f)=1.
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Xét ham s6 B(x) tren = > 2k + 3, x € R, trong do6

2k 42
pB(x) =2x —4k — 5+ i

. .

2k + 2
Ta 6 f'(x) =2 — il

5 >0trén z > 2k + 3, z € R.
T

Két hop trén va ¢ > 2k + 3 ta thu duogc

2%k + 2
B(q) =2 —4k -5+ .

2k + 2
6(2k+3):1+2k+3
Bla) = B2k +3) > 1.

> 1,

(1.6)

Tt Phan ii) cia Khang dinh 3 va ©(oo, f) = 1 va Ménh dé 1.2.2 ta thu

duge N(p, f) = S(p) va do do6

N

(¢ —2k—=2)T(p, L) + (¢ — 2k = 2)T(p, f)

2k + 2
<2q—4k—5+ i )T(p,L)<
q

diéu nay la mau thuan véi (1.6).
Do d6, H = 0. Vay, Ménh dé 1.2.3 dudc chitng minh.
Bay gio ching ta chitng minh Dinh 1y 1.2.1.

Chiing minh. Truée hét, ta chiing minh H = 0.

) g=>2k+3vafeF (0o, f)=t),1>t>
Néu t = 1, thi O(o0o, f) = 1 va tit Phan 2) ct

1
5
a Menh dé 1.2.3, khi d6
H=0.

) 1
Néeul>t> Va1>@(oo,f)>§,thi

N | —

q>2k+3>2k+4—20(c0, f)> 2k +2.

Do d6, H =0 tit Phan 1) ctia Ménh dé 1.2.3.
1
2) ¢ =22k+4va feFr(O(co,f) >t),t<§.
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. 1
Néu O(o0, f) < o thi 0 > —20(o0, f) > —1. Do d6
q=22k+4>2k+4—-20(c0, f) > 2k+ 3,

dieu nay suy ra rang H = 0 tit Phan 1) cia Ménh deé 1.2.3.

. 1
Néu O(o0, f) > 2 tht H=0tuqg>2k+4>2k+3val).
c ) . )
Nhu vay, H = 0. Do d6 = + ¢ doi véi cac hang so ¢ # 0
\ P ~ P(f) ! cdc hang 0
va ¢1. T Meénh de 1.1.11 ta thu dugc ¢; = 0. Do d6, ton tai hang s6 ¢ # 0

sao cho P(f) = ¢P(L). Do P(z) la da thitc duy nhat manh ta thu dugc
f = L va Dinh Iy 1.2.1 dugc chiing minh. ]

Cha y 1.2.1. Lay céic gia tri dic biet doéi vé6i ¢ trong Dinh 1y 1.2.1, ta
nhan dugc cac truong hgp quan tam sau déi véi k = 2 va ©(oo, f):

i) Ton tai tap S gom T phan ti sao cho ham phan hinh f va L-ham L
bat ky théa man E¢(S) = EL(S) va ©(oo, f) =1 la dong nhat bing nhau.

Thuyec vay, lay k = 2 va t = 1 trong Dinh 1y 1.2.1. Khi d6 ©(c0, f) =1
va 4p dung Dinh 1y 1.2.1, Phan 1, ta thu dugc ¢ > 7.

ii) Ton tai tap S gom 8 phan ti sao cho ham phan hinh f va L-ham L
bat ky théa man Er(S) = EL(S) la dong nhat bing nhau.

Thue vay, lay k = 2 va t < 0 trong Dinh 1y 1.2.1. Khi d6 ©(oo, f) > 0
va 4p dung Dinh 1y 1.2.1, Phan 2, ta thu dugc ¢ > 8.

1.3. Dinh Iy duy nhéat lién quan dén dao ham

Xem xét cac da thic P(z),Q(z) € Clz] bac n ¢6 dang:

P(z)=az"+ 02"+ ¢, trong d6 a,b,c # 0,
Q(z) = uz" +v"""™ +t, trong d6 u,v,t # 0. (1.8)

Gia st rang

) (1.9)



ynmem (_1)n(n _ m)n—mmm

o n"

(1.10)

Chu ¥ réang da thic P(2) (tuong ting Q(z)) la da thiic bac n va ¢6 n khong
diém don phan biét néu va chi néu diéu kien (1.9) (tuong tng (1.10)) dugc
théa man (xem [34], B6 dé 2.7, trang 151).

Két qua sau day cta ching toi 14 van dé duy nhat cho ham phan hinh

lien quan dén dao ham ctia cadc ham phan hinh.

Dinh 1y 1.3.1. Gid st m,n la cdic so nguyén duong, n > 2m + 7;
P(2),Q(2) la cic da thic c6 dang (1.8) théa man cdic diéu kién (1.9)
va (1.10). Goi S, T lan lugt la cdc tap khong diem cia P, Q. Gid st f la
ham phan hinh khdc hang vdi hitu han cuc diém trong mdat phang phic va
L la L-ham. Khi dé ta co:

1. L7Y(S) = f~YT) va Ep1)(0) = Ep 1y(0) néu va chi néu f = hL va

. . t
hS =T, ¢ do h la hang so khdc khong thoa man h'™ = @ va h™ = a_?;'
cu u
2. Dic biet néu f la L-ham thy LY(S) = f~YT) va Ep1)(0) =
Z z b
E1)(0) néu va chi neuw f = L va % == ;

Ching minh. Ta chiing minh (1). Ta nhac lai
P(z)=az"+b2""+¢c, Q(z)=uz"+vz""+1t,
trong do6 a, b, c,u,v,t # 0, khi d6

a(z—a1)...(z —ay),
z)=u(z—b1)...(z = by),
P(2)=A"""Ne—dy)... (2 —dp), A#0,d; #dj,
Q(z)=Bz""" N z—t)...(z —tm), B#0, t; #t;.

Suy ra
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QUf) =ulf —b)...(f = bu).

(P(L)) = AL ™ YL —dy)... (L —d,)L,
QU)) =Bfr ™ Hf=t1) ... (f —tw)f"
Ta dat
1 1 F" o G"
F:TL),G:W,CDZF—E. (1.11)
Tit d6
T(p, P(L)) = nT(p, L) + O(1)

T(p,Q(f)) = nT(p, f) + O(1),

vi thé S(p, P(L)) = S(p, L) va S(p, Q(f)) = S(p, [)-
Dieu kién can. Tt Meénh dé 1.2.2 ta ¢o

(n=1)T(p,L) + S(p, L) < nT(p, f) + S(p. [)- (1.12)
Tiép theo ta chiing minh
(n—=1)T(p, f) + S(p, f) < nT(p, L) + S(p, L). (1.13)
That vay, tit Ménh de 1.1.8 ta co
T(p,L) = %plog p+O(p),

vi vay N(p, L) = S(p, L). Mat khac, ta c6

Zlo

0<la;|<p

, f)log p,

trong d6 a; 1 cac cyc diém khong ké boi ctia f (xem [19], trang 14). Do f

]a ham phan hinh khéc hing véi hitu han cuc diém nén tit dang thic trén
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ta suy ra N(p, f) = O(logp) va do d6 N(p, f) = S(p, L). Ap dung hai
dinh 1y co ban véi chit y réang E1(S) = E¢(T), ta c6

7

(0= DT f) < N £+ N () + 500.5).

suy ra

(n=DT(p.f) +S(p. /) < Y_N (p’ L—a

1=1

)+ 50,1

Do do

— 1
<
¥ (pp s ) ST + 8.1,

v6i moi i = 1,...,n, két hop véi bat dang thiic trén ta c6 (1.13). Tit cac
bat dang thitc (1.12) va (1.13)

n—1
T(p, L) +5(p, L) < T(p, f) + 5(p, f) < ——T(p, L) + 5(p, L),
n—1 n
Tu hai bat déng thic nay ta suy ra
.S, L) . . S
PTG T PR T L)

Do d6 S(p, L) = o(T(p, f)) va S(p, f) = o(T'(p, L)). Nhu vay

N(p,f)=S(p, L)

va do doé

N(p, f) = o(T(p, f))-

Ta tiép tuc ching minh diéu kién can. Dat

S(p) =S(p, ) +S(p, L), T(p)=T(p, ) +T(p, L) (1.14)

Khang dinh 1. ® = 0.
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Chitng minh. That vay, gid st ngude lai ® 2 0. Khi do, tit (i) ciia Khang
dinh 1 trong ching minh cta Dinh 1y 1.2.1, ta c6

(n = 1)T(p, L) < N(p, ) — No(py -

P(L) L’> + S(p), (1.15)

trong d6 N, (p, 7, —) la ham dém cac khong diém ctia L' ma khong la cac
khong diém ctia ham (L — a1)(L — az) ... (L — ay,).
Ta xem xét bat ddng thitc tuong tu cho ham f. Ap dung hai dinh 1y co

ban cho f va cac gia tri by, bo, ..., b,, ta co
— " 1 1
(n_ 1)T(p7f) < N(ﬂ)f)+ZN (p7m> _NO <p77) —l_S(p)f))
i=1 !

trong d6 N,(p, ) 13 ham dém cac khong diém ctia f’ ma khong 14 khong

f _
diém ctia (f —by)...(f — by). Cht y réang, N(p, f) = S(p, f) = S(p, L)

nén tit bat dang thic trén ta cé

- 0T0.0) <N (p i) =N (n 5 ) #5601 (10

(f)
Két hop hai bat dang thitc (1.15) va (1.16), ta c6
_ 1 — 1
(n=1)T(p) <N <Pa m) + N (P, W)
N (o) =Moo ) + S0 )

Bay gio ta ching minh

N(p,®) < (m + DT(p) + N ( (>;V1>2)+N(p,%;y2>z)

(p, f’) ( ) + S(p). (1.18)

That vay, dieu kien L™(S) = f~1(T) tasuy ra (P(L))"*(0) = (Q(f))~1(0).
Ki hieu vp(p(2) = v1, VQ(f)(Z) = vy, ap dung Ménh dé 1.1.9, ta ¢6

N@ﬁﬁéﬁdeMHﬁ%mQUD%ﬁ@ Pwnw)

1 .
(P(L))"



J@(p, <>> Nalp, QU) + N( ( i P<L>¢o)

1
+N<p, Q) ,, + N (p,P 22)

— 1
+ N (p, iV = 2) ) (1.19)
Qf)
Ta udc lugng cac dai lugng 6 vé phai bat dang thitc (1.19). Ta thay

N@(p, P(L)) =N(p. L) = S(p), Np(p.Q(f))=N(p,f)=15(p).

Hon ntta, ta co

W(/),ﬁ;lj@)%o)
<W<p,%>+iﬁ<p,ﬁ;@—a1)---@—an)#0>

Thay thé cac danh gia trén vao vé trai cia (1.19) ta thu duge (1.18).
Bay gio ta ching minh

N<p,ﬁ> —l—N(p,ﬁ) < (G+m+2)T()+N, (p, 2/)
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+N, <,0, fl) + S(p). (1.20)

That vay, ta nhéc lai ki hieu vpp)(2) = v1, v (2) = vo. Trude hét ta

chiing minh

Ep(L)(O,I/l = 1) QEQ(JU)(O,VQ = 2) = (Z)

Gia st ngugc lai

Epry (0,01 =1) N Egp)(0,v2 =2) # 0.
T dieu nay va
P(L)=a(lL —a)...(L—an), Q) =u(f—0b1)...(f—=bn),
suy ra ton tai a;, bj va 2zp sao cho
20 € Er(ai, vi—a, = 1) N Ef(bj, vip, = 2).

Do dé zy € Ep1)(0). Vi Ep1)(0) = Ep1y(0) ta c6 29 € Ep1y(0), mau
thuan vé6i vy, (z0) = 1 va (L —a;) = L'. Vay

Ep(L)(O,I/l =1)N EQ( )(0 vy = 2) 0.

Tuong tu, ta co

EP(L)(O,I/l = 2) N EQ( )(0 Vo = 1) @

Ap dung Meénh dé 1.1.9 cho cic ham P(L), Q(f) ta thu duoc
N( ! )+N( ! >+2N< ! >2)
Py =~ £, Py 5 V1 =2
P(L) Q(f) P(L)
+ ZN < =7 V2 = )
Q(f)
1

<N(p,®)+%<N p’P—L)> +N<p’ﬁ>>

+ N <p,ﬁ;y1 > 2) + N | p, Q(lf);VQ > 2) +S(p). (1.21)
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Két hgp hai bat dang thitc (1.18) va (1.21) ta thu dugc

+N<p,P<1L),V1>2 - N p’P(lL);Vl 2
+N<p’cz(1f">’”2>2> - p’@éf)’””Q)
+ No <p, i,) + N <p, %) + S(p). (1.22)

Ta biét P(L) = a(L — a1)...(L — a,) nén néu z, la khong diéem boi
d > 2 ctia P(L), thi 2 1a khong diém boi d > 2 ctia L — a; véi chi sb
i€{1,2,...,n} va do d6, 2y 1a khong diém boi d — 1 ctia L. Do d6

1 _ 1 1
N ——— 22| —=N|p, =<1 22| <N|p—].
(p’ Py ) (p Py > (p L,)

Tu d6 va Ménh dé 1.1.7 ta thu dudc

1 _ 1
N(p5i122) = N(p o122
<p’ Py ) (p Py )

Tuong ty, ta co

1 1 1

N(p’m;””?) ‘W’WW?) <N(p’7>
<T(p, f)+ S(p, f)-
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Két hgp hai bat dang thite (1.22) va (1.23) va luu ¥ ring

ta nhan dugc (1.20).
Tu (1.17) va (1.20) ta ¢6

(n—1)T(p) < (5 +m+2) T(p) + S(p).

suy ra
(n—2m —6)T(p) < S5(p),
diéu nay mau thuan vé6i gia thiét n > 2m+ 7. Nhu vay Khang dinh 1 duge
chiing minh.
Ta tiép tuc ching minh diéu kién can ciia (1) trong Dinh 1y 1.3.1. Tu
Khéang dinh 1 ta c6 ® = 0. Vi vay

1 [
— + C1,
Qf) P(L)
4 d6 1 va ¢p 1a cac hing s6, [ # 0. Theo Ménh dé 1.1.2 ta thu duge ¢; = 0.

Dicu nay kéo theo P(L) = IQ(f) va suy ra

aL" +bL"™™ + ¢ = luf" + lof™™ + It. (1.24)

Tir (1.24) va Menh d@ 1.1.11 ta c6

c a v a
=hlL, |l=-, h'=— §h"=——.
/ ’ t’ lu’ b ul

t
Do do h* = &, pm = 22
cu ub )
Bay gio ta chiing minh hS =T. Lay a; € S, ¢ =1,...,n. Theo Ménh
de 1.1.10, ton tai zg € C sao cho L(z9) —a; = 0. Hon nita, tit P(L) = 1Q(f)

va biéu dién cua P, ta c6

a(L—ay)...(L—ap) =1lu(f—>b1)...(f — by). (1.25)
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Tt (1.25) ta suy ra L(z) —a; # 0 v6i i # j va ton tai duy nhat b, € T
sao cho f(z9) —br = 0. Vi f = hL nén hL(zy) — by = 0 va do d6 ha; = by.
Do cac tap S, T c6 dtng n phan ttt nén hS =T,

PN PN ? <z . - 2 (- 2 N
Diéeu kién dud. Ta nhac lai bieu dién cua P va Q):

P(L)=aLl"+bL" ™ +¢, Q(f)=uf"+vf""+t

n at . av ) N
Do f=hL, h" = o R = —p nen ta c6 B 1y(0) = Ep1)(0) va
Q(f) =uh"L" +vh" L™ + ¢
t th
— L +—=L"""+t
c c
Suy ra tP(L) = cQ(f), tic la
at(L—ay)...(L—ap)=cu(f —b1)...(f —by). (1.26)

diéu nay kéo theo L™1(S) = f~1(T) va diéu kién du dugce ching minh.
Ta chiing minh (2).

Diéeu kién can. Tt chiing minh ctia Phan (1) ta nhan duge f = hL, 6 d6 h

< . t
la hang so khac khong théa man h" = a—, =2 Do f 1a L-ham nén
cu u
tt Menh dé 1.1.1 tasuyra f = L. Dodo h =1 va
a b ¢
w vt

Diéu kién di. Chiing minh hoan toan tuong tu nhu Phan (1).
Nhu vay, Dinh 1y 1.3.1 dugce chiing minh. []

Truong hgp dac biét ctia Dinh 1§ 1.3.1 khi ta chon P(z) = Q(z), ta sé

c6 két qua sau day:

Hé qua 1.3.2. Gid st m,n la cic s6 nguyén khong am sao cho (n,m) =1
van = 2m+ 7; Gid st da thic P(z) ¢6 dang (1.8) théa man (1.9). Ki
hiéu S la tap cdc khong diém cia P. Khi dé déi vdi ham phan hinh khdc
hing c6 hitu han cuc diem f va L-ham L, dieu kien L=Y(S) = f~4(S) va
Er1)(0) = Ep 1y(0) wdy ra khi va chi khi f = L.
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Chitng minh. Thuc vay, ap dung Dinh 1y 1.3.1 v6i Q(2) = P(2), T = S5,
ta nhan dugc f = hL va hS = S, 6 d6 h 13 hing s6 khac khong théa man
h" =1va h™ =1.Tu (n,m) =1 ta thu dugec h = 1. Vay f = L. []

Cho f 14 ham phan hinh khac hing c6 hitu han cyc diém va cho L la
L-ham khéc hing, S, T 1a tap cic khong diém ciia da thic P(z) va Q(z),

tuong ing.

Vi du 1.3.1. Cho

11
P(Z) 2211—5294‘1, S: {al,...,an},
11
Q(Z) = ZH - 52229 + 211, T = {bl, ce 7611}-
. 11 11
Tathiya=u=1,b=——,c=1,v=——22 t =211
9 9
911 9922

Do d6 cac da thic P(z) vad Q(z) théa man cac dieu kien (1.9), (1.10). Doi
v6i ham phan hinh khac hing c6 hitu han cuc diém f va L-ham khac hing
L théa man L™Y(S) = f~1(T) va Ep1)(0) = Ep 1)(0), ching ta dp dung

o ) 11 11,
Dinh 1y 1.3.1 VOlnzll,m:2,a:u:1,b:—§,c:1,1):—32 ,
t =2 ta thu duoc

t
f=hL, hS =T, trong d6 Bt = L& — o1t p2 =% _ 92

cu ub

Dé thiay h = 2 thoa man diéu kién.

Ngugce lai, néu S = {ay, ..., a1} 1a tap nghiém cia P(z) nén
11
(z—al)...(z—au):z11—§z9+1.

Khi do, ta kiém tra dugc

11

(z—2ay)...(2 —2ay;) = 2" — 32229 + 21 = Q(2).
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Suy ra tap nghiém ctia da thic Q(z) 1a T = {2ay,...,2a11} = 25. Néu
dat h = 2 thi cac da thic P(z) va Q(z) théa man dieu kién
at

— =21 p=—=2%
cu ub

av

Do d6, néu ham phan hinh khac hiing c¢6 hitu han cuc diém f va L-ham khac
héng L théa man f = 2L thi L7(S) = f~(T) va Ep1y(0) = E 1)(0).

Vi du 1.3.2. Cho
9
P(z) = 2" — gzg + 1.

Khi d6, ta kiém tra dudc da thiic P(z) théa man diéu kien (1.9). Ap dung
He qua 1.3.2 v6in =9, m = 1 va cha y rang (9,1) = 1, ta suy ra doéi véi
ham phan hinh khac hing c6 hitu han cuc diém f va L-ham khac hing L,
dieu kién

L7HS) = f7(9), Ew(0) = Ep1)(0),

xay ra khi va chi khi f = L.

Chi y 1.3.3. 1) Dinh 1y 1.3.1 1a céi tién ctia Dinh 1y 1.1 ctia Khoai H. H.,
An V. H. va Ninh L. Q. trong [29].

ii) Trong [50] (Dinh 1y 7) cac tac gid da ching t6 sy ton tai clia cac
tap con Sp C C ctia 14 phan tit sao cho ddi v6i ham phan hinh khac hang
f v6i hitu han cye diem va L-ham L, diéu kien L~(Sp) = f~1(Sp) va
L7 (c) = f~Hc) va ¢ € Sp, kéo theo f = L. Hé qua 1.3.2 chi can tap S
gom c6 9 phan ti (chang han tap cac khong diém ctia da thitc P(2) trong
Vidu 1.3.2).
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Két luan Chuong 1

Trong Chuong 1, van dé duy nhat doéi véi L-ham da dugc nghién ctu.
Chd ¥ rang, mot L ham luon dude thac trién giai tich t6i mot ham phan
hinh trén mat phang phiic tic 1a t6i mot dudng cong chinh hinh tit C téi
P!(C). Do d6, van dé duy nhat d6i v6i L-ham lién quan mat thiét dén van
dé duy nhat déi v6i dusng cong chinh hinh tit C t6i PV(C). Nhu Ia sy phat
trién tu nhién tit chiéu 1 lén chiéu cao, van dé nay tiép tuc dudc nghien
cttu trong cac chuong tiép theo.

Trong chuong nay ching toi da chitng minh mot s6 két qua vé van de
duy nhat cho L-ham va ham phan hinh lién quan dén gia tri khuyét va
diéu kién dao ham chia sé gia tri. Cac két qua trong chuong nay duge cong
b6 trén bai bao s6 [AC1| va [AC2] trong Danh muc Cong trinh clia tac gia
lien quan dén luan an.

Trong chuong nay ching toi da thuyc hién mot s6 noi dung nhu sau:

1. Tong hop mot s6 kién thiic vé L-ham, cac ham Nevanlinna cho ham
phan hinh v mot s6 tinh chat clia cdc ham nay.

2. Phat biéu v& chiing minh diéu kien dai s6 (Dinh Iy 1.2.1) lién quan
dén gia tri khuyét tai oo dé L-ham va ham phan hinh 1a tring nhau. T
d6 chi ra sy ton tai clia tap xac dinh duy nhat gom 8 phan ti va tap xac
dinh duy nhat liéen quan dén s6 khuyét gom 7 phan tit cho L-ham va ham
phan hinh.

3. Phat biéu v& chitng minh dinh 1y duy nhat (Dinh Iy 1.3.1) lién quan
dén dao ham ddi v6i L-ham va ham phan hinh va xay dyng mot s6 vi du

minh hoa cho dinh Iy nay.
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Chuong 2

Siéu mit xac dinh duy nhat déi véi
anh xa chinh hinh

Trong chuong nay ching toi sé gii thiéu mot s6 kién thic co ban vé
phan bd gia tri cho duong cong chinh hinh khong suy bién tuyén tinh,
khong suy bién tuyén tinh mtc 1 va ching minh dicu kién dai s6 dé hai
va mot sieu mat xac dinh duy nhat duong cong chinh hinh khong suy bién
tuyén tinh mic 1. Cac két qua chinh trong chuong nay viét dua trén bai

bao [PAC1] trong Danh muc cong trinh clia tac gia lien quan dén luan an.

2.1. Kién thitc co ban ve phan bé gia tri cho dudng
cong

Trong phan nay ching to6i sé gi6i thieu mot s6 kién thic co s vé phan
bd gia tri cho dudng cong chinh hinh, chitng minh mot s6 ménh dé can

thiét cho viéc chitng minh két qué chinh.

Cac ham Nevanlinna-Cartan va hai dinh 1y cg ban

Cho f = (fi : ... : fn41) la anh xa chinh hinh tit C t6i PY(C) (hay
con goi la dudng cong chinh hinh), 6 d6 fi,..., fy+1 1& cdc ham nguyén
tren C. Néu fi,..., fy+1 khong c6 khong diém chung tréen C thi ta goi
(fi:...: fyy1) 12 biéu dién rat gon cia f.

Chodnhxa f=(fi:...: fvr1) :C—=PN(C),8d6 (fr:...: fvsr) 1A
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biéu dién rat gon cia f. Anh xa f dudc goi 1a khong suy bién tuyén tinh
néu anh ciia f khong nim trong siéu phing nao ciia PV (C), titc 1 cac
ham fi,..., fx41 doc lap tuyén tinh trén C. Anh xa f duge goi la khong
suy bién tuyén tinh mic 1 néu fi;/f; la cac ham phan hinh khdc hang vdi
moi cap 1,7 1 <1< )< N+ 1.

Ta dé dang kiém tra dugc, néu f 1a khong suy bién tuyén tinh, thi f
ciing 13 khong suy bién tuyén tinh mtc 1. Vi du sau day cho thiy chiéu

nguogc lai chua chac dung.

Vi du 2.1.1. Xét anh xa chinh hinh

f=(fi:fo:f3):C—P*C),

trong d6 fi = 2 — 1, fo = 2+ 1, f3 = z la biéu dién rat gon ctia f. Xét
sieu phang H trong P?(C) dugc xac dinh bsi phuong trinh

P(Zl, 22,23) =21+ 29 — 223 = 0.

RO rang rang P(f1, fo, f3) =0, do d6 f 1a suy bién tuyén tinh. Tuy nhién,
fi/ fj 1a cac ham phan hinh khac hang véi moi 1 < ¢ < j < 3. Do d6 f

khong suy bién tuyén tinh mic 1.

Gid st f 1a ham phan hinh, gia st f = f1/f2, trong d6 fi, fo 1a céc
ham nguyen khong c6 khong diém chung. Anh xa

f=(fi:f):C—PY(C)

dudc goi 1a dnh za lién két v6i f. D& thay f khong suy bién tuyén tinh khi
va chi khi né 1a khong suy bién tuyén tinh mitec 1.

Bay gio ta goi M(C, P (C)) 1a tap céc anh xa chinh hinh, M ;(C, PN (C))
Ia tap cac anh xa chinh hinh khong suy bién tuyén tinh mic 1, My (C, PN (C))
la tap cac anh xa chinh hinh khong suy bién tuyén tinh tit C t6i PV (C).
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Khi doé ta c6
M, (C,PY(C)) € M7 (C,PY(C)) c M(C,PY(C)).

Cho f € M(C,PYN(C)) véi biéu dién rat gon (fy : ... : fys1) va v la

s6 tu nhién khong am, ta dinh nghia

fr= 0 fhq) C—PY(0),

thi fY sé& xac dinh anh xa chinh hinh tit C vao PY(C). Dé dang thay ring
f € Mp1(C,PY(C)) néu va chi néu f* € Mp;(C,PY(C)).

Cho f la anh xa chinh hinh, ham dic trung (hay con goi la ham dic
trung Nevanlinna-Cartan) cta f duge xac dinh béi

2

1 ,
Ty(p) = 5= [ Tog L F(pe™)]0,

0
trong do || f(2)|| = max{|fi1(2)|,- .., |[[n+1(2)|}. Luu y rang ham dac trung
Tt(p) 1a doc 1ap v6i céch chon céc biéu rit gon ciia f, sai khac hing so.
Goi D la sieu mit bac d trong PV(C) sao cho anh ctia f khong nim
trong D. Ki hieu @ 1 da thitc thuan nhat bac d xac dinh D. Ham xap xi

cua f dugc xac dinh béi

2
LT e
il D) = g [ 1ow i o

0

voi Qo f = Q(f1,..., fny1). Ham xap xi ms(p, D) doc lap, sai khac hing
s6 v6i cach chon biéu dién rat gon ciia f va cach chon da thic Q. Goi
ns(p, D) la s6 cac khong diém tinh cd boi ctia Q o f trong dia |z| < p.
Ham dém Ny(p, D) duge xac dinh béi

p
t,D) —ns(0,D
Nf(p,D)Z/nf(’ ) tnf( : )dt+nf(0,D)10gp-

0




ol

V6i mdi s6 ty nhién khong am M, ta ky hieu ny (p, D) la s6 cac khong
diém ctia Qo f trong dia |z| < p, & d6 mdi khong diém duge dém biang boi
ctia n6 néu boi nhé hon M va dém M lan trong trudng hop khac. Ham

dém bdi cat cut mic M dude xac dinh béi

b M M
ny (t, D) —n% (0,D
N}W(,O,D):/ r D) . r{ )dt+n}4(0,D)logp.

0

Meénh dé sau 1a dinh 1y co ban tht nhat doi v6i sieu mat.

Meénh dé 2.1.1 (xem [4], trang 776; [49], trang 216). Gid st f la dnh za
chinh hinh tu C vao PY(C), D la siéu mat sao cho dnh cia f khong nim

trong D. Khi do, vdi moi p > 0,
mf(p, D)+ Nf(p, D) = de(ﬂ) + O(1),
d d6 O(1) la hang s6 khong phu thudc vao p.

Ta nhéc lai, tap cac sieu mat {Dy,...,D,} trong PY(C) duge goi 1a
& vi tri tong quat néu ¢ > N v v6i moi b6 N + 1 chi sé phan biét

i1, yine1 €4{1,...,q}, tacod

N+1
m supp(D;,) = 0. (2.1)
k=1

Véimdii=1,...,q, goi Q; 1a da thitc thuan nhat xac dinh siéu mat D;,

khi d6 diéu kien (2.1) tuong duong vdi
{zeCV":Qi(2)=...= Qi (2) =0} = 0.
Ménh dé sau day la dinh 1y co ban thit hai déi vé6i sieu phang.

Ménh dé 2.1.2 ([15], Ménh dé 6.2, trang 254). Gid st f la dudng cong
chinh hinh khong suy bién tuyén tinh tu C vao PN (C) va Hy, ..., H, la cdc
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sieu phang trong PN (C) 6 vi tri tong qudt. Khi dé
q
i=1

d do S(p, f) =o(T(p, f)) vdi moi p > 0, ngoai tru tap cé do do Lebesgue

hiau han.
Cac két qua bb trg

Meénh dé 2.1.3 ([36], B dé 1.4, trang 342). Gid st fi,..., fxy1 la cdc

ham nguyén khdac khong trén C, thoa man
Flr 4+ 4 f =0 vdid> N

Khi dé ton tai phan hoach cdc chi s6 {1,...,N +1} = J 1, sao cho
(1) Méi I, chia it nhat 2 chi so,
(i) fi = cijf;, vdicij la hdng s6 khac khong doi vdi j,i € I, vdi moi v,
(iir) Y [ =0 vdi moiv.

JeL
Meénh dé 2.1.4 ([26], B dé 2.5, trang 541). Gid s n, ni, na, ..., ng,
qe N, ay,...,a5, c€C,c#0wvaq> 2—|—i%. Khi do phuong trinh
ham -
(f —a)"(f —a2)™ ... (f —ag)"™ = cg",

khong cé nghiém phan hinh khdc hang (f, g).

Ménh dé 2.1.5. Gid sin,p,v la cic s6 nguyén duong théa man (n,p) =
L, n+p>4vwva fi, fo, g1, g2 la cac ham nguyén khong dong thoi bang
khong sao cho f = ﬁ va g = g la cdac ham phan hinh khdc hang. Khi do,

f2 92
phuong trinh

Ff —a)(f —a2) ... (f — awp) = cg""*P), (a;, ¢ #0, a; # ay),

khong cé nghiém phan hinh khdc hang (f, g).
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Ching minh. Gia st (f, g) 1a nghiém phan hinh khac hang ctia phuong
trinh
[ —a)(f —a2)...(f —ay) = Cgv(nﬂ))-
Ta thay rang, néu zy € C la khong diém ciia f, thi 2o cling 13 khong diém
cua g va
n(en) = (n-+ P,
Vi (n,p) = 1, nén boi clia mdi khong diém ctia f phai 1a boi ctia n + p.

Do do,

— 1 1
N <p, ?> < n+pT(p, f)+0(1).

Tuong t,

Nip.f) < =T (0. ) +O(1).

Hon nita, néu zp la khong diém ctia f —a; v6i 1 < 7 < vp, thi 2 ciing 1

khong diém ctia g va

vi(20) = v(n —|—p)1/g(zo) > v(n + p).

Do do,
— 1 1 1
N | p, <—N | p,
<pf—w) v(n +p) <pf—%)
1
<—T(p, f)+O(1).
o1 ) (p f) +0O(1)
Ap dung Dinh Iy 1.1.5 cho f véi céc gia tri 0, aq, . . . , Qyp Va st dung céc

bat dang thic trén, ta c6

vpT(p, f) < N(p, f) + N (p, %) +Y N <p,
=1

T D)+ Y T )+ (0.

1=1

:( 2, b )ﬂmﬂ+ﬂmﬂ

1
) St
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= P20 1)+ S0 f).

n—+p

Ta thu ducc

(vp=222) 700 1) < (0.

p+2

n+p
Mat khac, vin+p >4, v > 1, vp > p va

va kéo theo vp <

p+2>p+2

> > :
b 4 n—+p

2 . R
nén vp > P T mau thuan. Nhu vay Ménh dé 2.1.5 duge chiing minh. [
nTp

Cho f : C — PY(C) la 4nh xa chinh hinh va D la siéu mit xac dinh
bdi da thitc thuan nhat Q trong PN (C). Tanéi f ré nhdnh it nhat v trén D
néu cac khong diem ctia Q(f) c¢6 bac it nhat v. Néu Q(f) khong c6 khong
diém thi ta n6i f ré nhdnh bic oo trén D. Trong [52], Siu Y.-T. v& Yeung
S.-K. da chitng minh két qua sau trong truong hopv; = 1,i =1,..., N+1,

& day ching toi chiing minh déi véi truong hop tong quat hon.

Ménh dé 2.1.6. Cho zg_qiDi(zl,zg,...,zNH), 1 <i< N+1, la cic
da thic thuan nhat bac d xzdc dinh cdc siéu mat ¢ vi tri tong qudt trong
PN(C). Gid si ton tai dnh za chinh hinh f tu C vao PN (C) vdi biéu dién
rit gon (f1:...: fny1) sao cho dnh cia f nam trong siéu mdt xdc dinh

2 .

bot
N+1

Z ZgiqiDi(Zh B2y v ZN+1) - 07
=1
théa man
FEED(fr . fye) 20, i =1, N+ L

Ky hiéu H; la siéu phing zdc dinh bdi z; = 0, vdi méii = 1,...,N + 1.

Goi vy,...,v la cde s6 nguyén duong va Vpyq,...,Un,1 la 00 sao cho f
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ré nhdnh it nhat bac v; tréen H;, véii=1,2,..., N + 1. Gid sv

N+1
d>1+ (N - Z +Zqz,
=1
khi N > 1. Khi do, cdc da thic
Z(lj_le(Zln 22, ANHL)s e s Z?V_QNDN(ZL 22, ZN41)

la phu thudc tuyén tinh trén dnh cia f.
Chiing minh. Gia sit phan ching rang cac biéu thiic

d d—
TDi(fr, ) fy D (frs - )
1a doc lap tuyén tinh trén C.
Vi cac da thiic zd “Di(z1,20, ..., 2n41), VO i = 1,2,... N + 1, xéc

dinh cac sieu mat & vi tri tong quat trong khong gian xa anh PV (C) va
N+1

Zfd “Di(f1, fo, s fve1) =0,
ta suy ra

= (f{i(th(fla o INe) e f]%rﬂNDN(fl, X -,fN+1))
Ia biéu dién riit gon ctia anh xa chinh hinh khac hing F': C — PN-1(C).

Trude hét, ta sé chiing minh rang

dTs(p) = Tr(p) + O(1).

Ri(Zl, RPN ZN—l—l) = Zd_QiDi(Zl, ce ;ZN—f—l); 1= 1, ceey N + 1.

1
T gia thiét vé vi trf tong quat va hé qua tit Dinh 1§ Nullstellensatz ctia
Hilbert trong [57] suy ra rang, véi méi s6 ty nhién duong k, 1 < k < N+1,

ton tai so6 tu nhién duong m;, > d sao cho

=Y ain(z1,. . zva)Rilz, o 2v),



o6

& d6 aj; 1a cac da thice thuan nhéat bac my — d, hé s6 thuoc C. Do do,

N+1
p= Zaik(fla---afN+1)Rz'(f1,---,fN+1), k=1,...,N+1.
i=1

Kéo theo

| fe(2)™ < bILf() ™ max {| f1(2)T " Di(f1(2), - - ., fv1(2))], - -,
v (2) T Dy (f1(2), - - fvea(2)]}
trong d6 b > 0 1a hang s6 phu thuoc vao cac hé s6 ctia a;;, va D;. Vi vay,
néu f;, #Z 0 thi
Ty () = miTy () + O(1)

< (my = d)Ty(p) + | max Tryp,..zv.)(p) + O(1).

Vif=(fi:...: fyvy1) la biu dién 1t gon ctia anh xa chinh hinh
f:C — PN(C), nén ton tai k sao cho f;, # 0. Do do,

dTy(p) < | nax TRyt fuen) () +O(1). (2.2)
Mat khac,
TRi(fla~~~;fN+1)(p) - Tfid*qiDi(fl ..... fN-',—l)(p) < de(p) + O( )7 (23)

véimoii=1,..., N+ 1. Tu (2.2) va (2.3) suy ra

dTs(p) = max Trs  y,)(p) +O(1) =Tr(p) +O(1).

I<i<N+1 ‘

Bay giv, ta xét cac situ phang & vi tri tong quat trong PV ~(C) :
Li:21=0,...,Ly:2zy =0, LN+1121—|—22—|—...—|—ZN:O.

Truong hop 1:v; #o00, 1 =1,..., N + 1.
Ap dung cac Dinh 1y 1.1.5, Ménh dé 2.1.1, 2.1.2 va cha § ring

1
NZ]*—’Vil(LN-I-lap) = NN?I <p7 _ > ;
f]c\l]+q1NHDN+1(fla---afN+1)
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két hop vé6i gid thiét

N+l NA
d>1+(N - Z +Zqz, —q > 1,
ta co
N+1
dT¢(p) = Tr(p) + O(1) < §£:~Aﬁy_l(lﬁ,0)‘+A9(P;f)
1=1
al 1
£ ) B
zz:; < ) Z Di(f1, fas -+, fns1)
1
4 NNl (p, _ ) + S(p, f)
fv S Dy (fiy for ooy Frgn)
N4l N+1
< ZNN ! (,0, e q> +Z%Tf )+ S(ps f)
N+1 N+1
S(N-1) ZNl (p, T q> +Zquf )+ S(p. f),
1
N+1 N (p, —) N+1
S(N-1)) ——~ +Zquf )+ S(p, f),
-1
suy ra

N+1 N+1

> Ul +y %) Ti(p) + S(p, f)

=1

ATy (p) < ((N 1)

va

N+1 N+1
(d(Nl Z—ZqZ)Tf S(p. f).
=1 Ui
Vid>1+ (N

7

—1) Z — 4+ > i, tit day ¢6 mau thuan xay ra
U.
Truong hop 2: v; # oo véii = 1

kv, =00v6it=k+1,..., N+1.
Lap luan tuong tu nhu Truong hgp 1 vé6i chu y
NYp,1/f)=0, i=k+1,...,N+1
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va ap dung cac Dinh 1y 1.1.5, Ménh dé 2.1.1 va 2.1.2, ta thu dugc

N+1

k
(d— (N — 1)2% - Zq) Ty(p) < S(p, [)-

Diéu nay mau thuan véi

k N+1

d>1+(N—1>Z$+Z%‘
1=1

i=1 "
Vay, mau thudn xdy ra trong ca hai truong hop, tic 1a dieu gid st 1 sai.
No6i cach khac
Zf_cth(Zl, ceey ZN+1), ceey Z;iv_qNDN(Zl, ce ,ZN+1)

14 phu thuoc trén anh ctia f vd Ménh dé 2.1.6 dugc chiing minh. H

2.2. Siéu mit xac dinh duy nhat déi véi dusng cong
chinh hinh

Trong phan nay chiing to6i sé chitng minh mot s6 két qua vé van dé duy
nhat déi v6i duong cong chinh hinh khong suy bién tuyén tinh mic 1. Dau
tien ching toi gidi thieu sieu mit kiéu Fermat-Yi.

Cho d 1& s6 nguyén duong, a;, b;, ¢;, d;, i = 1,2,..., N 1a cac hang s6
khac 0 théa man

d> (2N — 1) bld] #£bld} voi i#j,i#1, khi N>2.  (24)

Véi cac s6 tu nhién khong am p, n, ta dit
_ ntp np n+p
Pi(zi, 2n41) = 2 © @izl 2y + bizy
_ ntp n,p n+p
Qi(zi, any1) = 2z T iz 2y Hdizy,

véii=1,2,...,N. Dat

P(Zl, cey ZN—H) = Pld(zl, ZN_|_1) + ...+ P]%(ZN, ZN—i—l)a (2.5)
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Q(z1, - 2v1) = Qf (21, 2v ) + -+ QN (e, 2v1)- - (2.6)

Bay gio ching ta chiing minh hai ménh dé chia khoa. Ménh dé 2.2.1
da duge Khoai H. H., An V. H. va Hoa P. N. chitng minh trong [26] cho
truong hop v = 1, dung dé chting minh Menh dé 2.2.2.

Ménh dé 2.2.1. Cho n, p,v la cdc s6 tu nhién khong am théa méan (n,p) =

1 hodcvp >4 vac,d,e,u,s,t € C la cic hang s6 khdc 0. Gzasuﬁ va — g
2 92
la cdc ham phdan hinh khdc hang théa man

Cff(nﬂ)) +df" fy" + ef;](nﬂ)) = Ugf(nﬂ?) + 591" g5 + th(n—i-p). (2.7)
Gid st thém rdang cdc dieu kién sau dugc théa man:

8

nz2p+1l+— va (2.8)
v

v>=2 néu p=1. (2.9)

Khi do ta co
fi=hg1,  fr=lgo,
vdi h,l la cdic hang s6 théa man

hv(ner) _ E, B P — f, lv(n+p) _ E

c d e
Chiing minh. Khong mat tinh tong quat, ta c6 the gia sit rang fi, f» khong
c6 khong diém chung va g1, go cling khong c6 khong diém chung. T (2.7)
ta co
efs " 4 f S+ dfs”) — gy = i (ugl” + sg5”) = 0. (2.10)
Khang dinh 1. Ton tai cic hing s6 Cy, Cs, C3 sao cho (Cy, Cy, C3) #
(0,0,0) va

Cufy ™™+ Cof"(efi? + dfy") + Cagy ™" = 0.
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Chitng minh. Dat F' = (f] : f{ : g5 : g}), thi F' la d4nh xa chinh hinh t C
vao P3(C).

Ta sé kiém tra gia thiét cia Ménh dé 2.1.6 v6i N = 3, anh xa chinh
hinh F' va céc da thic thuan nhat bac n + p:

Pi(21, 22, 23, 24) = e} 0, Py(21, 29, 23, 24) = 25(c2h + d2P),
P3(Zl7 225 %3, 24) = _tZ;Ler? P4(Zla 225 %35 24) = —ZZ(UZZ + SZ§)7

véid=n+p, g1 =qg=0,¢ =q =p, v1 = vy =v3 =1vy =v. Dé thay
rang Pp, P, P3, Py xac dinh cac siéu mat 6 vi trf tong quat trong P?(C).
R6 rang v6i mdi ¢ = 1,2, 3,4, ta cd B,(f5, f, 95, 97) # 0. Tu (2.10) ta cb

4
> B(fs. f1.95,91) = 0.
i=1
Ky hieu H; la cac siéu phang xac dinh béi z; = 0, 4 = 1,2, 3,4 trong
P3(C). R6 rang F ré nhanh it nhat v 1an trén méi H;, ¢ = 1,2,3,4. Tt
(2.8) nén

4 4
8 1
=1 =1

Nhu vay, moi gid thiét ctia Ménh dé 2.1.6 duge théa man va ta suy ra két

luan ctia Khing dinh 1 tit ménh dé nay.
Khang dinh 2. Ta c6 ef, () _ tg;(mp ),
Chiing minh. Tt Khang dinh 1 ta c6
OLfs" 4 Cof™(cfi? + dfs?) + Cags "™ = 0, (2.11)

trong d6 C, Cy, C5 1a cac hdng s6 sao cho (C1, Cy, C3) # (0,0,0). Ta xét
cac truong hop cé thé sau:
Truong hop 1. Cs = 0. Khi do ti (2.11) suy ra

Cy 2P L Oy fm (e fPP + dfeP) = 0. (2.12)
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Vi f5 13 ham chinh hinh khac 0 nén Cy # 0. Néu C; = 0 thi t (2.12) suy
ra f— 14 hang s6, mau thuan. Vay C1,Cy # 0 va tit d6 suy ra f— 13 hing

J2 J2
s6. Mau thuan, do d6 C5 # 0.
Truong hop 2. Cy = 0. Khi d6 (2.11) trd thanh
Cyf2P) gt tP) — g, (2.13)

Vi fo, g2 1& cdc ham chinh hinh khéc 0 nén C; # 0, C5 # 0. T d6 suy ra

v(n Cl n
92( +p) _ 03 f2 +p)

Y

C
do d6 g4 = C'fy, véi C™P = —51. Vi vay tit (2.7), ta thu dugc
3

(e = C™P0) [0 4 7P + dfs) — 91" (ugi” + sCP f37) = 0. (2.14)

Bay gio ta chiing minh e—C"*P¢ = (. That vay, gid st e—C"Pt #£ 0, ap
dung Iy luan nhu Khang dinh 1 déi véi 4nh xa chinh hinh F' = (f3 @ fV : g¥)

va cac da thic thuan nhat bac n + p
(e — C™™Pt) 2P 25(ch +d2Y), —z5(uzh + sCPzY),
kéo theo ton tai C, CY, (C,C%) # (0,0), sao cho
Cile = C™ ) [+ CL (e fi" + dfy”) =

Theo Iy luan tuong tu nhu trong Trudng hgp 1, ta ciing suy ra mau thuan.
Do d6 e — C™*P¢ = 0, tiic 1a

e fLmtP) — pg(ntp), (2.15)
Truong hop 3. C7 = 0. Theo (2.11) ta c6
Cof ™ (ef1? + dfs?) + Csgs" ™ = 0.
Suy ra

Cof{™ (e + dfs?) = Cig5" 7. (2.16)
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Vi g5 13 ham nguyén khong dong nhat bang 0 va ? khong phai 14 hing
2
0, nén tur (2.16) ta suy ra Cy # 0, C% # 0. Tu d6 va fo 1a ham nguyén

khac 0, cting véi (2.16), ta co:

ﬁ un ﬁ vp . % v(n+p)
“ <f2> (C (fz) i d) = <f2> ' 217)

Diat f = ﬁ, h=2 w N khong phai 1a hang s6, nen tu (2.17) ta
f2 f2 f2
cling ¢ % khong phéi 1a hang sb.
2

d C
D&t them Cy = — #0, C) = 0—3 # 0, thi tir (2.17) ta thu dugc
C 2C
PR 4 C) = O,

Diéu nay suy ra

o= a)(f —az) ... (f — aw) = CRP) . C 40, (2.18)
ddi v6i cac hing sd phan biét ay,...,a,, sao cho a?p = —(C, v6i moi
j=1,...,0p.

Néu (n,p) =1, tit (2.8) ta co
8
n+p=22p+14+—-, n+p>4
v

Ap dung Meénh dé 2.1.5 cho phuong trinh ham (2.18), ta thu dugc
phuong trinh (2.18) khong ¢6 nghiém phan hinh khéac hing. Day 1a dan
dén mau thuin.

Néu vp > 4, thi 4p dung Ménh dé 2.1.4 cho (2.18) véi ¢ = vp + 1,
n=uv(n+p), n =uvn, ng=ng =...=n, =1, ta cing suy ra phuong
trinh ham (2.18) khong c6 nghiém phan hinh khéac hiang. Day ciing 1a dan
dén mau thuan. Vay C; # 0.

Truong hop 4. Cy # 0, Cy # 0, C3 # 0. Tt (2.11) va theo 1y luén tuong

tu nhu trong ching minh ctia Khang dinh 1 déi v6i anh xa chinh hinh
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= (f¥: f!: ¢g%) va cac da thitc thuan nhat bac n + p:
Cr20™P, Cyzl(czh +d2),  Cszy™,
ta suy ra ton tai cdc hiang s6 Ay, As, v6i (A, As) # (0,0), sao cho

A" A fim (e fiP + dfs?) =0

Tt d6, bang lap luan tuong ty nhu trong Truong hop 1, ta suy ra mau
thuan.

Vay chi con kha nang duy nhat 1a (2.15), tic la ef2 ne) th(nﬂQ) va
Khang dinh 2 dugc chitng minh.

2 t 2
Tit Khing dinh 2, ta c6 fo = lgs, trong d6 [*"*P) = = D& hoan thanh
e

chiing minh meénh de, ta can chiing minh rang f1 = hgi, fo = lge, v6i h, 1
14 cac hang s6 thoa man

plntp) _ 1

e.

hv(n+p) _ g’ ponOp S

C

&

That vay, tit Khing dinh 2, ta c6 ef;(n+p) = tgg(nﬂ)), nén ti (2.7) ta co

Efv(ner) + Eifvn _ Egv(nan) + fgvn7 (219)
e e t t
véi f = ﬁ, g = 9 . Dé thuan tién ta ki hieu H = i va o = et £ 0,
J2 92 g t

8= % £ 0. Khi d6 tix (2.19) ta c6

ggvp (Hv(ner) 6“)  d (an _ f) ’

ct e dt
tic la
v v(n+p) d un
P(HO —0) = -2 ),
C
suy ra

d H™—§

O B
= O

(2.20)
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Khang dinh 3. H la hing so.

Chiing minh. Gia st ngugce lai rang H khong phai 14 hing s6. Ta xét cac
truong hgp sau:

Truong hop 5. (n,p) = 1.

Truong hop con 5.1. H'™P) — o v H" — 8 khong c6 khong diém
chung.

Tir (2.19) va (2.20) ta c6

T(p,g) =T(p, f) +0O(1),

kéo theo S(p, f) = S(p,g) va

n +
T(p,qg) = . LT, H) + S(p, 9),

nén S(p, g) = S(p, H). Dt

S(p) =5(p, ) =5(p.g9) = S(p, H).

Ta biét phuong trinh 2" — 3 = 0 ¢6 vn khong diem don B, . . ., By, va
phuong trinh 2°"?) — o = 0 ¢6 v(n + p) khong diém don aq, . . ., QU (ntp)-

Diéu nay suy ra

H™ —B8=(H—p1)...(H = Bu)
) — = (H—aq) ... (H = Qymip))-

T d6 va (2.20), ta c6

d (H—Bl)...(H_ﬁvn)

g7 =—=

c(H—ay)...(H = aypnip)

Diéu nay cho thay méi khong diém ctia H — a; va H — 3; déu ¢6 boi 16n

hon hodc bing vp. Ap dung Menh dé 1.1.6 cho cac gia tri 81, o, - . ., Bon,



65

A1, -5 Qypyp), ta thu dugce
v(2n+p) 1
> (1-1) <2
1=1 vp
tic 1a
(2n+p)(vp — 1) < 2p. (2.21)

Néu p =1, thi v > 2 tur (2.8). Két hop v6in > p+1 -I—%, ta co
(2n+p)(vp—1) =2n+1>2 = 2p,
mau thuin v6i bat dang thite (2.21). Néu p > 2, thi
(2n +p)(vp — 1) = 2n +p > 2p,

cling mau thuan véi (2.21).
Truong hop con 5.2. H'"P) — o va H"™ — 3 ¢6 khong diém chung.

Gid sit 2o 14 khong diém chung ctia H*"P) — o va H" — 3, tic 1a
H' ") (20) = o, H"™(2) = b.

T (2.20), ta co

g =4 (HZO)YR - (2.22)

- ac H v(n+p) ’
—1
(H(Zo)>

Vi (n,p) = 1, nén cac nghiém cta 2" — 1 = 0 khéc véi cac nghiém cia

20(P) _ 1 = 0, ngoai trit nghiem 2” = 1. Phuong trinh 2" — 1 = 0 ¢6
v(n — 1) nghiém don Bi, ..., Byn-1) va phuong trinh 24p) 1 =0 ¢
v(n+p—1) nghiém don oy, . .., y(m4p-1) sao cho 3; # a;. Tir dé va (2.22),

ta co
vp _@ (Hl - 61) ce (Hl - Bv(n—l))
ac(Hy —aq) ... (Hy — av(n+p_1))7
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H
vl Hl = .
H (%)
Ap dung Menh dé 1.1.6 cho céc gia tri fy, . . .  Botn—1)> Q1, - -, Qy(ngp—1)
ta co
v(2n+p-2) 1
> (1-o)<2
i=1 vp
tic la
(2n+p—2)(vp—1) < 2p. (2.23)

Néu p =1, tu (2.9) ta c6 v > 2. Véin>p+1+§, suy ra
Cn+p—2)(vp—1)=2n—1>2=2p,
mau thuan véi (2.23). Néu p > 2, thi
2n+p—2)(vp—1)=2n+p—2> 2p,

cling mau thuan véi (2.23).

Truong hop 6. vp = 4.

Phuong trinh 2" — 8 = 0 ¢6 vn nghiém don, phuong trinh 2°("+P) —q =
0 ¢6 v(n+p) nghiem don. Hai phuong trinh nay c6 t6i da vn nghiém chung.
Do d6, 2'("P) — o = 0 ¢6 it nhat vp nghiem phan biet khong tring véi
nghiém cua 2" — 8 = 0. Goi cac nghiem do6 1a ri, 79, ..., 7yp.

T (2.20), cac khong diém ctia H —7; (j = 1,...,vp) déu c6 boi > vp.
Do d6 két hgp véi Menh dé 1.1.6, ta c6

1
”p(l‘v—p)@’

suy ra vp < 3. Day 14 mau thun véi gia thiét vp > 4.
Két hop céac két luan ciia cac truong hop, suy ra H 1a hang s6 va Khang

dinh 3 dugc chitng minh.
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Ta tiép tuc chitng minh ménh dé. Tt Khang dinh 3, ta c6 f = Hg v6i
H 13 hang s6, diéu nay dan téi fi = hg; vi fo = lgs theo Khang dinh 2.

Tu (2.7) va vi I 2 9 13 céie ham khéc hang, ta suy ra rang

i g2
flzhgla f2:l927

v6i h, [ 1a cac hiang s6 thoa man

petntp) — % pongop _ 5 qu(np) t
c’ d’ e
Nhu vay Ménh dé 2.2.1 dudc chiing minh. []

Meénh dé sau 1a tinh chat ctia cic duong cong chinh hinh khong suy

bién tuyén tinh mic 1 két hop véi hai sieu mat kiéu Fermat-Yi.

Meénh dé 2.2.2. Gid st n,p,v la cic s6 tu nhién khong am théa man
(n,p) = 1 hodc vp > 4. Gid si dieu kién (2.4) dugc théa man. Goi
P,Q la cac da thic lan lugt duge zac dinh trong (2.5) va (2.6) va f,g €
Mz (C,PY(C)) théa man

P(flvuf;w"af]%—kl) :Q(gi}aggv"'agy\FH% (224)

trong do (fy:...: fny1) va (g1 : ... gyy1) lan liot la cdc bieu dién rit

gon cia f va g. Gid st them cdc dieu kién sau duge théa man:

8

nz2p+1l+— va (2.25)
v

v>=2 néu p=1. (2.26)

Khi do, ta co
fi=higi,  fyne1 = hns1gn+,

vdi hi, hy1 la cdac hing so théa man cic diéu kién:

v(n 1 v ) v(n dz .
hi( w - B’ hgnhi\lf)ﬂzﬁ’ hl\ggp) " Bb,’ Bf=1,i=1,...,N.



68

Chitng minh. Trude tien, ta ching minh ring PA(fY, f4.,) # 0, i =
1,...,N. That vay, gia st PA(fY, fi,) = 0 véi mdi i € {1,...,N},
thi

fiv(n—i-p) + azflvn 11\)711_1 + bzfo(ﬁii—p) = 0. (2.27)

Néu fy,1 = 0 thi f; = 0, mau thuln véi dicu kien f € My, (C,PN(C)).

Néu fyy1 Z 0, thi f; Z 0 va tit (2.27) suy ra ring ——— la hing s6, mau

IN+1
thuan véi gia thiét anh xa f khac hing v suy bién tuyén tinh mic 1. Do

d6
PYfY fh) 0, i=1,...,N.

Tuong tu, ta c6 Q4 (g?, g% 1) Z0, i=1,...,N.
T (2.24) suy ra

- chi(gi)vg})\f—s—l) - Q(2i<gg7ng+l) e T Q?V(g})\fa g})\H—l) = 0.
Ap dung Meénh dé 2.1.3 déi véi cadc ham chinh hinh
Pl(ff:fjl\]f—l—l)a ceey PN(f}\}fvf]l\}H—l)n Ql(flljof]l\}f—i—l)? SRR QN(fKH f}{f—i—l)?

véi d > (2N — 1)%, suy ra réng d6i véi bat ky ¢ = 1,..., N, B(f¥, fi1)
thoéa man mot trong ba kha nang sau:

(i) Ton tai j € {1,2,..., N} v6i j # i sao cho

aiiPi(fis fys1) = Py( jl'}vsz\)f+1)7 a;j # 0.
(ii) Ton tai j € {1,2,..., N} sao cho

bi Pi(fis [N41) = Qj(g§,97v+1), bij # 0.
(iii) Ton tai j,t € {1,2,..., N} véi j # t sao cho

cij B (fis In1) = Qi(97, 9n 1), cij # 0,
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citQi(95, gn1) = Qul9(s 9n41), e # 0.

Néu P(f!, fi11) thoa man (i), ta co f; = hy f; voi b = ai theo
Menh dé 2.2.1, diéu nay mau thudn véi gia thiét anh xa f khac hgng VA
suy bién tuyén tinh mic 1. Néu B(f7, f{.,) thoa man (iii), ta cing dan
dén mau thuén bang cach lap luan tuong tu nhu (i). Vay B(f7, f{.,) phai
théa man (ii).

Do d6, déi véi bat ky i = 1,..., N, ton tai duy nhat j € {1,..., N}

sao cho
bi; Bi(f7, [yi1) = Qj(9], 9n41)s bij #0
va
PHfY, fin) + Q1g) gk) = 0.
Suy ra

(1 - bgj)Pid( iv? foH) =0.
Vi PAfY, fi) # 0, nen
d _
bij = 1. (2.28)

Bay gio ta sé chitng minh ¢ = j. Gia st ngucc lai rang ¢ # j. Khi d6

ton tai [ # ¢ sao cho
APy (7 fy41) = Qilg] i), di = 1. (2:29)
Tu (2.28) va (2.29), 4p dung Ménh dé 2.2.1 ta suy ra rang

bijbif Ny = dign "

dibifyit? = digny?.

Suy ra




70

bl dl
divd — dd
\flbszlvadfézlnénsuyra
b
AT

do do6 bddd = d?bji, mau thuin véi gia thiét bld? # d‘fbf v6i 1 #£ Jvai # L.

?

Nhu vay ¢ = j, tic la véimoi ¢ = 1,..., N, ta ¢

BiP(f{, fne1) = Qi(g), 9n41)s

v v
v6i B = 1. Ap dung Menh dé 2.2.1 déi véi {’ va ng ta thu dugc
N+1 IN+1

fi=higi,  fn+1 = hnt19n+1,

trong do6 h;, hn41 1a cac hang s6 thda man

v(nt+p) 1 VN1V . C; v(n+p) dz d __
h’i Y= E7 hi h]\§)+1 _%v hN+1p - Bl_biv Bi =1,

v6ii=1,...,N. Vivay, Méenh dé 2.2.2 dugc chitng minh. O

Bay gio chiing toi sé phat biéu va chiing minh cac két qua vé van dé
duy nhat déi véi duong cong chinh hinh phtc khong suy bién tuyén tinh
miic 1. Cho f : C — PY(C) la anh xa chinh hinh va D la siéu mit xac
dinh bdi da thie thuan nhat @ bac d. Ham boi vy p : C — N tai cac khong
diém giao ctia anh f v6i D duge xac dinh béi:

[0 néu Qo f(z)#0,
vyo(2) = { m néu Qo f(z) =0 v6i boi m.
Ki hiéu
Ey(D) ={(z,vsp(2)) : 2 € C}.
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Dinh ly 2.2.3. Cho n,p,v la cic sé6 nguyén duong théa man (n,p) = 1
hodc vp > 4. Gid st dieu kién (2.4) dugc théa man. Goi P,Q la cac da
thic lan ligt duge zdc dinh trong (2.5) va (2.6) va X,Y la cdac siéu mat
lan lugt duge xdac dinh bdi P(z1,...,2n1) = 0 va Q(z1,...,2nv41) = 0.

Gia st cac dieu kién sau duoge thoa man

fi = hhigi, fn+1 = hhniigne,

trong d6 (fi:...: fvy1) va (g1 : ... gng1) lan ot la cdc biéu dién rit
gon cta f va g, h la ham nguyén khong cé khong diém, h;, i =1,...,N

va hyo1 la cde hang s6 théa man

ontp) _ 1 w _ G gty _ G pa g
hz' _E’ h;th—&-l_%’ hN—H —szl, BZ —1, Z—l,...,N.
Chimg minh. Do (f1:...: fys1) VA (g1 : ... : gne1) 12 cac biéu dién riat
gon clia f va g, tuong ung, nén (f{ :...: fyq) va (g7 + ... : gRy) lan

lugt 1a cac bicu dién rit gon ctia U va g°.
Vi Epo(X) = Ep(Y), nén dé dang thiy rang ton tai ham nguyén « sao
cho

PO fas s fa) = €7 Qa1 930 - -+ gvg)-

Dat h = e“nimd, khi d6 h 1a ham nguyén khong c6 khong diém, do dé
((hgl)v7 SR (th+1)v)
1a biéu dién riat gon cia ¢¥ va

P S35 fvn) = @((hgr)", - (hgvia)”) -
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Ap dung Menh dé 2.2.2, ta thu duge

fi = hhigi, fn+1 = hhniigns,

v6i h;, hy41 1a cac hing s6 thoéa man cac dieu kien:

ointp) _ L e G vintp) _ _di q_
hi - E? hz h]\]/?—i—l - %7 hN—H - szz7 Bz — 17

véit=1,...,N. Do do, Dinh 1y 2.2.3 dugc chiitng minh. ]
Chu y 2.2.1. i) Dinh Iy 2.2.3 cho ta diéu kién can dé diéu kien
Efv(X) — Egv(Y)

dugce théa man.
ii) D& dang nhan thay rang Dinh 1y 2.2.3 suy ra Dinh 1y 3.1 ctia Khoai
H. H., An V. H. va Hoa P. N. trong [26]. That vay, ta biét rang néu f

(tuwong ttng ¢) 14 ham phan hinh trén C thi ta c6 thé viét f = % (tuong
2

ing g = &), trong d6 f1, fo (tuong Gng g1, g2) 1a cac ham chinh hinh trén
C khong g?) khong diém chung. Khi dé f, g trong Dinh 1y 3.1 ctia Khoai H.
H., An V. H. va Hoa P. N. trong [26] 1 hai &nh xa chinh hinh khong suy
bién tuyén tinh mtc 1 tit C t6i PY(C) véi f = (f1: fo) vi g = (g1 : ¢2) 12
cac biéu dién rit gon cta f va g, tuong tng. Khi dé ta lay N =1, v = 1,
(n,p) = 1 hodc p > 4 trong Dinh ly 2.2.3, ta sé thu dugc két luan cta
Dinh 1y 3.1 ctia Khoai H. H., An V. H. va Hoa P. N. trong [26].

Tiép theo, chiing ta xem xét mot sd tng dung ctia Dinh 1y 2.2.3. Nam
2000, Shirosaki M. (xem [51]) da dua ra 16p cac siéu mit c6 bac tdi thiéu
13(2N — 1)% x4c dinh cac anh xa chinh hinh khong suy bién tuyén tinh tir
C vao PY(C). Cu thé, tac gia da dua ra cau tra 16i khang dinh cho cau hoi:
C6 thé tim dudc siéu mdat X sao cho vdi moi cap dnh xa chinh hinh f,q

t C tdi PV (C) théa man E(X) = E,(X) thy f va g trung nhau khong ¢
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Ké tit d6, da c6 nhiéu két qua da dat dugc lien quan dén cht dé nay va
cac van de lien quan (xem [8], [28], [30], [55], [40], [41], [42] va céc tai ligu
khac). Dya vao Dinh 1y 2.2.3, chtung t6i dua ra cau tra 16i cho cau hoéi trén
cho 16p anh xa chinh hinh khong suy bién tuyén tinh mtc 1.

Gia st d 1a s6 nguyén duong, a;, b;, 1 = 1,2, ..., N la cac hing s6 khac

0 thoa man

d> (2N —1)% b # b0 véii#j, i # 1 khi N > 2. (2.32)
Véi cac so6 tu nhién khong am p, n, ta dat

Pi(zi,zni1) = 207 + @iz 2y g + bﬂz@i’ia
véii=1,2,...,N. Dat
P(z1,...,2v41) = P21, 2n41) + - .. 4+ P (2w, 2n41).
Goi X 1a siéu mat xac dinh bdi
P(z1,...,2n41) = 0. (2.33)

Dinh 1y 2.2.4. Cho n,p,v la cic s6 nguyén duong sao cho (n,p) = 1.
Cho X la siéu mat dugc zdc dinh nhu trong (2.33) vdi dieu kién (2.32).
Goi f,g € Mp1(C,PN(C)) théa man Es(X) = Eu(X). Gid st cdc diéu

kién sau duoe thoa man:

n=p+1l+- va (2.34)
v
v>=2 néu p=1 (2.35)
Khi dé f° = g".
Chiing minh. Gid st (f1 : ... : fys1) va (g1 : ... : gye1) lan lugt 1a cac

biéu dién rit gon clia f va g. LAy X =Y trong Dinh 1y 2.2.3, ta thu dudc

fi = hhigi,  fn+1 = hhnpigns,
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& d6 h 1a ham chinh hinh khong c6 khong diém, con h;, hy,1 1a cac hing
sO6 théa méan cac diéu kién:

1 1

h;)(nﬂ)) - B’ h;'thNerl B’ th(Tlrp) - B’ Bzd =1,
véii=1,...,N.Suyra, véimdii=1,..., N,
hY \? hY \"
) = (5o) -
e Ay
Vi (n,p) = 1 nén suy ra h{ = hiy,; véimoii=1,..., N. Do dé,
L g
f]%+1 IN+1
Suy ra
v v
f_ZU: fiVH véimoi ¢ =1,...,N.
9; IN+1
Vay fY = ¢” va Dinh 1y 2.2.4 dugc chiing minh. O

Dinh 1y 2.2.4 cho ta dic¢u kién dai s6 cho 16p siéu mat xac dinh duy nhat
liy thita clia anh xa chinh hinh. D& thay rang Dinh 1y 1.5 ctia Khoai H.
H., An V. H. va Lai N. X. trong [27] 1a he qué clia Dinh 1y 2.2.4 khi ta lay
N=1,n=6,p=10v>2.

Cho D la siéu mat, néu dieu kien Ef(D) = E (D) kéo theo f = g dbi
v6i bat ky hai 4nh xa chinh hinh f, ¢ sao cho anh ctia f, g khong chia
trong D, thi D dugc goi 1& siéu mdat zdc dinh duy nhat tinh cd boi doi vdi
cac anh xa chinh hinh. Hé qué sau day cho thay sy ton tai sieu méit xac

dinh duy nhat ctia mot s6 16p anh xa chinh hinh.
Hé qua 2.2.5. Ki hiéu
11(C,PY(C)) == {f": f € Mpn(C,PY(C))}.

Khi do, ta co:
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i) Ton tai cdc siéu mdt xdc dinh duy nhat cé bac 13(2N — 1) cho ldp
cdc dnh xza chinh hinh khong suy bién tuyén tinh matc 1 tu C vao PN (C).

ii) Ton tai cdc siéu mdt vdc dinh duy nhat cé bac 7(2N — 1)* cho cdc
anh wa chinh hinh thugc M2, (C,PN(C)).

i) Ton tai cdc siéu mdt zdc dinh duy nhat cé bic 4(2N — 1)? cho cic

danh za chinh hinh thuoe M3 (C,PN(C)).
Bay gio ta xem xét mot s6 vi du cia Dinh 1y 2.2.4.
Vi du 2.2.2. V6i méi i = 1,2, ta dat

4 |
Pi(z,y) = a' = 132"y 4 iy

va dat

P(z1, 22, 23) = P} (21, 23) + PY(29, 23).
Goi X la sieu mit trong P?(C) duge xac dinh bsi P(21, 29,23) = 0. Ta
thay rang d = 9 vd P(z1, 22, 23) théa man (2.32). Ta dé& dang kiém tra
rang X théa man Dinh 1y 2.2.4 v6i N =2, n =11, p = 2, v = 1. Vi vay,
X la siéu mat xac dinh duy nhat c¢6 bac 13.9 cho cac anh xa chinh hinh

thuoc M (C,P%(C)).

Vi du 2.2.3. V6i méi i = 1,2, ta dat
Py(z,y) =" — gchy +iy’
va dat
P(z1, 22, 23) = PP (21, 23) + P (29, 23).
Goi X la sieu mit trong P?(C) duge xac dinh bsi P(21, 29,23) = 0. Ta
dé dang kiém tra ring X théa man Dinh 1y 2.2.4 v6i v = 2. Vi vay, X la
sieu mat xac dinh duy nhat c6 bac 7.9 cho cac anh xa chinh hinh thuoc

M, (C,P*(C)).
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7
Bay gio, ta xét Y (2) = 27 — 626 + 1. Khi d6, Y'(z) 1a da thic bac 7 va
Y'(2) =72°(2 —1) =0 cho thdy 2 =0, 2 =1 va Y(0) # 0, Y(1) # 0. Do
do6, Y (z) khong c6 cac nghiém boi. Dat

S={reC:Y(z) =0l

Goi f, g 1a cac ham phan hinh sao cho Ep2(S) = Ep2(S). Ki hieu f = fi/ f,
g=g1/g2, 3 d6 fi, f> 1a cac ham chinh hinh khong ¢6 khong diém chung
VA g1, go ciing la cac ham chinh hinh khong c6 khong diém chung. Dit
f = (f1: fo) vag = (g1 : ¢2), khi d6 f\va g 1a cac 4nh xa chinh hinh
tit C t6i PY(C). Goi X la siéu mat dugc xac dinh béi P(z1,29) = 0,
trong d6 P(z1,2) = 2{ — EZ?ZQ + 25, D& dang kiém tra duge diéu kién
Ep(S) = Epg(S) suy ra Ex(X) = Fz(X). Ap dung Dinh Iy 2.2.4 véi
N=2v=1,tacé f? = g°

Vi du 2.2.4. Dt
4
P(x,y) = 2" = ga’y + iy,
vGi i = 1,2. Dat
P(z1, 29, 23) = P (21, 23) + P(2, 23).

Goi X la siéu mit trong P?(C) xac dinh bdi P(z1, 22, 23) = 0. D& dang kiém
tra rang X théa man Dinh 1y 2.2.4 v6i v = 8. Vi vay, X la siéu mit xéc
dinh duy nhat c6 bac 4.9 cho cac dnh xa chinh hinh thuoe M3, (C, P?(C)).

Ki hieu Y (2) = 24 — %z?’ +1. Khi d6, Y (2) la da thitc bac 4 va Y'(z) =
42*(2 —1) = 0 ¢6 cac khong diém 1a 2 = 0, z = 1. Do Y(0) # 0, Y (1) # 0
nén Y (z) khong c6 khong diém boi. Dt

S={ze€C:Y(2)=0}.

Goi f, g la cac ham phan hinh théa man Es(S) = Egs(S). Theo 1y luan
tuong tu nhu trong Vi du 2.2.3, ta c6 f& = ¢
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Két luan Chuong 2

Trong chuong nay ching toi da thiét lap mot sé diéu kien dai sd cho
mot hoac hai siéu mit xac dinh duy nhat déi véi anh xa chinh hinh khong
suy bién tuyén tinh miec 1 tit C vao PV (C). Cac két qua trong chuong nay
duge cong bo trén bai bao s6 [PAC1| trong Danh muc Cong trinh ciia tac
gia lien quan dén luan an.

Ngoai viéc gi6i thieu mot s6 kién thitc co ban vé duong cong chinh hinh
khong suy bién tuyén tinh, khong suy bién tuyén tinh mic 1, trong chuong
nay ching to6i da thyc hien mot s6 noi dung nghién ctu sau:

1. Phat biéu va chiing minh hai ménh dé chia khéa (Ménh dé 2.2.1 va
2.2.2) vé tinh chat ctia ham phan hinh va duong cong chinh hinh két hop
v6i sieu mat kiéu Fermat-Yi.

2. Phat biéu va chiing minh diéu kién dai s6 (Dinh 1y 2.2.3) dé hai siéu
mit xac dinh duy nhat déi v6i duong cong chinh hinh khéng suy bién
tuyén tinh mitc 1, mé rong ctia Dinh 1y 3.1 ctia Khoai H. H., An V. H. va
Hoa P. N. trong [26] cho truong hgp dudng cong.

3. Phat biéu v& chitng minh diéu kién dai s6 (Dinh 1y 2.2.4) dé mot
sieu mat xac dinh duy nhat déi v6i duong cong chinh hinh khong suy bién
tuyén tinh mic 1. T d6 chi ra si ton tai cac sieu mat xac dinh duy nhat

cho cac 16p duong cong chinh hinh v xay dung mot s6 vi du minh hoa.
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Chuong 3

Pinh 1y duy nhat déi vé6i dudng
cong chinh hinh trén hinh vanh
khuyén lién quan dén boi cac khong
diém

Trong chuong nay ching to6i sé gii thieu mot sb6 kién thic co ban veé
phan bo gia tri cho duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyeén, ching
minh dang dinh 1§ co ban tht hai cho dudng cong chinh hinh trén hinh
vanh khuyen & vi tri duéi tong quat va dang dinh 157 duy nhét cho siéu mit
& vi tri dudi tong quat - co dieu kien dai sb lien quan dén boi cac khong
diém dé hai dudng cong truing nhau trén hinh vanh khuyén. Cac két qua
chinh trong chuong nay viét dya trén bai bao [PC1] trong Danh muc cong

trinh cia tac gid lien quan dén luan an.

3.1. Céac ham Nevanlinna-Cartan va tinh chat

Trong phan nay chtng to6i gidi thieu mot s6 khai niem va mot sd két
qué lien quan dén viéc chiing minh dinh 1y duy nhat. Trudc tién ta nhic
lai hinh vanh khuyén trong mat phang phrc.

Cho R > 1 1a s6 thuc khong am ho#c bang oo, tap hop

1
AR:{ZE(C:E<\Z|<R}, (3.1)
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12 hinh vanh khuyeén trén C. Ta dé dang thiy rang hinh vanh khuyeén
ARLRQ = {Rl < ‘Z — Z()| < RQ}, (32)

trong dé6 R; < Rs la cac sb6 thuc duong, c6 thé bién thanh Ap thong qua

phép bién ddi

véi R = \/Ry/R;. Hinh vanh khuyén |z — 2| < oo thanh A, thong qua
phép bién ddi

w(z) =2z — 2.
Do d6 trong chuong nay ching toi sé nghién citu vé van dé duy nhat déi
v6i duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyén Ag, trong d6 R > 1 la
s6 thuc khong am hodc bang oo.

V6i moi s6 thuc p: 1 < p < R, ki hieu
1
A17p:{zEC:—<|z\<1}, Ay, ={2€C:1<|2| <p},
p

1
Ap:{zEC:;<|z|<p}.

Cho ham phan hinh f trén Ag, 7 € C, ta dat

2T

mip.f) =5 [ o8 (o) o

0

27
1 1 1
= — [log* , d.
m(“f—f) 2ﬂ!Og.ﬂmWT
Ki hiéu
mo(p, f) = m(p, f) +m(p~", f)

molr5) =l =) ol )
0 p’f—T - p?f_T P 7f_7_ ’

va
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Ta goi ni(p,00) v na(p,00) 1a s6 cac cyc diém ciia f 1an lugt trong

Ay, va Ay ,. Ta goi ny(p, i 7_) va na(p, ﬁ) 1a s6 cac khong diém ctia

f — 7 lan lugt trong Ay , va Ay ,. Dat

f—r t
va
1
Nilp,£) = Nilp,o0) = [ "By
1/p
p
Na(p, f) = Na(p; 00) = / n2(t£ ) g
1
Ki hiéu
Ny (p,fi7> =N (p,—fiJ + Ny (p,fi7>
No(p, f) = Nl(pa f) + NQ(pa f)
Ham

TO(pa f) - mO(ﬂv f) + NO(pa f) - Qm(laf)

duge goi 1a ham ddc trung Nevanlinna ctia f. Dé kiém tra duge cac ham
mo(p, ), No(p, ), To(p, f) duong, lien tuc, 161 va khong giam theo log p.
Nam 2005, Khrystiyanyn A. Y. va Kondratyuk A. A. chitng minh két qua
sau 13 dang ciia dinh 1y Jensen déi v6i ham phan hinh trén hinh vanh

khuyén.
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Ménh dé 3.1.1 ([32], Dinh ly 1, trang 21). Gid st ham phan hinh khdc

hang f trén hinh vanh khuyén Ag. Khi dé, vdi moi p € (1, R), ta cé
27 2w

Ny (p, %) — No(p. ) = o= [ o F(pe a0 + - [ 1og |5 e") do
0

0
2

1 .
~ [0l (e as.
T
0
Két qua sau day 1a dang dinh 1§ co ban thi nhat déi v6i ham phan
hinh trén hinh vanh khuyén dugc chiitng minh béi Khrystiyanyn A. Y. va
Kondratyuk A. A. vao nam 2005.

Meénh dé 3.1.2 ([32], Dinh ly 2, trang 21). Gid st ham phan hinh khdc
hang f trén hinh vanh khuyén Ag. Khi dé véi méi p € (1, R), ta c6

1
T — | =T O(1
o<p,f_7) J(p, ) +0(1),
vdi moi hang so T € C.

Trong cach viét cac bat ding thic vé sau trong quan hé giita cac ham
Nevanlinna ctia ham phan hinh hodc dudng cong chinh hinh, ki higu “|”
duge hiéu la bat dang thic ding dbi véi p € (1,00) nam ngoai tap A
thoa méan fA; p*tdp < oo, v6i R = oo va trong trusng hgp R < oo
thi bat dang thic ding ddi véi p € (1, R) ndm ngoai tap A’ thda man

1
i =g
Kondratyuk A. A. ching minh dang bé dé dao ham logarit d6i v6i ham

dp < 0o, 6 d6 A > 0. Nam 2005, Khrystiyvanyn A. Y. va

phan hinh trén hinh vanh khuyén nhu sau.
Ménh dé 3.1.3 ([33], Dinh Iy 1, trang 57). Gid st ham phan hinh f trén
Ar va A= 0. Khi dé vdi moi p € (1, R), ta ¢

(i) Néu R = oo,

| mo (p, f7> = O(log p 4 log Ty(p, f)).
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(ii) Néu R < oo,

I mo (%) =0 (low 5 + s To(o.1) )

Tiép theo ta nghién citu mot s6 khai niem va két qua veé phan bo gia tri

déi v6i duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyén. Ta nhac lai anh xa

f=0Uo:.: fn): Ag — P*(C)

duge goi la duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyén, trong do
fo,-.., fn 1& cac ham chinh hinh trén Ap c6 it nhat mot ham khong
dong nhat bang khong. Ta goi (fo,. .., f,) 1a biéu dién clia dudng cong
f. Néu cac ham fy, ..., f, khong c6 khong diém chung trén Ap thi ta goi
(fo,- -, fn) 12 biéu dién rit gon cia f.

Duong cong chinh hinh f : Ap — P"(C) dugc goi la suy bién tuyén
tinh (tuong tng suy bién dai s0) néu anh clia f chia trong da tap tuyén
tinh thuc sy (tuong ting da tap dai s6 thyc sy) ndo dé ctia khong gian xa
anh P*(C).

Gidst f=(fo:...: fn): Ag — P"(C) 1a duong cong chinh hinh trén
Ag va (fo,..., fn) la biéu dién 11t gon ctia f, tiic 1a cac ham fo, ..., f»
chinh hinh khong c6 khong diém chung trén Ap. Vi mdi 1 < p < R, ham

déc trung Nevanlinna-Cartan T (p) cta f duge xac dinh bdéi

2m 2m
1 Z. 1 iy
Ty(p) = o= [ log 5 (oe") a8+ 5 [ 10g (5",
T 2m
0 0
& do || f(2)]] = max{|fo(2)],...,|fa(2)|}. Dinh nghia nay doc lap véi cach

chon bieu dién rat gon ctia ham f, sai khac hing s6. Ta dit

O(log p + log Ts(p)) néu R = oo,
Of(p) = 1
Ol
0g

- long(p)> néu R < 0o.
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Cho D la sieu mat bac d trong P"(C) va @ la da thitc thuan nhat bac
d xéc dinh D trong C|zy, ..., 2,], ta gia st

Q (20, - - - g apzi .. 2

trong dé ng = (”+d) —1vai+...+i, =dvéi k=0,...,ng, khi do ta
ki hiéu
(f, D) Z arf ... [

Néu Q(f) £ 0, ta goi (f, D) 1a tu do.
Bay gio ta dinh nghia ham xap xi. Dudi diéu kien (f, D) tu do, ham

19 d n 29 d
mme)__/lo L) d9+_/10 g e,

9 £, D)(pe?)] 21 f,D)(p~te)|

14 ham xap xi ctia ham f két hop véi sieu mit D, 6 d6 1 < p < R. Dinh
nghia nay doc lap véi cach chon bicu dién rit gon ctia ham f, c6 thé sai
khac hing so.

Tiép theo ta dinh nghia cac dang ham dém. D6i v6i duong cong f va
sieu mat D sao cho (f, D) tu do, ta ki hiéu (s p) 1a anh xa tit Ap vao Z
6 d6 v(s.p)(z) 1a boi cac khong diém cta (f, D) tai z, tic la vy py(z) =

ord(s,p)(2). V6i céc s6 nguyen k, d, ta dat

i B min{d, V(f’D)} néu 0 < V(f,D) S k,
(f;D),<k 7 ) trong truong hop khac

14 boi cat cut béi d va chi xem xét tai cac boi < k.
V6i mdi p: 1 < p < R, ta goi ny (p, D) va na s(p, D) 1a s6 cac khong
diém tinh boi ctia Q o f(2) lan luot trong Ay, va Ay,  Ham dém tai céc

khong diém ctia f két hop véi sieu mat D dude xac dinh bai
1

p
ny ¢(t, D ng ¢(t, D
Niglp, D) = /%dta Nt (p. D) Z/%)dt,
1

p1
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ham dém tai céc cuc diém f két hop véi sieu mat D dude xac dinh béi
Nf(p’ D) = Nl,f(pu D) =+ NQ,f(p7D)

Gid sit A la s6 nguyen khong am, ta goi ni;(p, D) va ng;(p, D) la s6
céc khong diém v6i boi ¢t cut bdi A ctia @ o f(z) lan lugt trong A; , va
Ay ,, trong d6 mdi khong diem duge tinh bang s6 boi clia n6 néu boi dé

nhoé hon A va bang A trong truong hop khac, tic 1a

nip(p, D)= Y minfordgos(2), A},
z€A ,,Qof(2)=0
nap(p, D)= Y minfordgos(2), A}.

z€As ,,Qof(2)=0

Ham dém boi cit cut ciia ham f duge xac dinh béi

n® . (t, D T t,D
D)y g [P
1

Cho k, A 1a s6 nguyén khong am, ta ki hiéu nff,gk(p, D) (tuong ting
nﬁﬂ%(p, D)) 14 s6 cac khong diém c6 boi < k (tuong ting > k) clia Qo f(2)
trong A p; n§f7<k(p, D) (tuong tng néf%k(p, D)) 1a s6 cac khong diém c6
boi < k (tuong ting > k) ciia Q o f(z) trong As,, & d6 méi khong diém
ducc 1ay bang s6 boi clia né néu boi nhé hon hay bang A va A lan trong

cac truong hgp bai 16n hon A. Ham dém dude xac dinh béi

1 A N
nl, ,\k(tvD) n2, ,\k(tv D)
Ny alp D) = [ PR N (o) = [P

p1

A
nl, ,/k(tv D)

p1

H\b —

S

NP

o

WV

oy

~

S
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va dat

N7<i(p, D) = Ni¥y <i(p, D) + Ny <1.(p, D);
Nﬁ%(P?D) = NlA,f,>k(Pa D) + NQA,f,>k(Pa D).

Meénh dé sau day dudc goi 1a dinh 1§ co ban thit nhat déi véi dudng cong
chinh hinh trén hinh vanh khuyén cho truong hop siéu mat, duge Phuong

H. T. va Vilaisavanh L. chitng minh vao nam 2021.

Ménh dé 3.1.4 ([47], Bo dé 2.3, trang 27). Gid st f = (fo: ... : fu) :
Ar — P"(C) la duong cong chinh hinh va D la siéu mat bac d trong P™(C)
sao cho anh cia f khong chita trong D. Khi dé, vdi moi p : 1 < p < R,
ta co

my(p, D) + N¢(p, D) = dTy(p) + O(1).

Tiép theo ta nhic lai két qua lien quan dén Wronskian clia cdc ham
phan hinh. Gid st fo,..., f, 1& cac ham phan hinh, ta nhéc lai
fo o
W(fos--s fn) = fo fl fn
NI
dugc goi la Wronskian cua cac ham fy, ..., f,. Nam 2024, Phuong H. T.
va Padaphet I. da ching minh

Ménh dé 3.1.5 ([46], Bo dé 2.5, trang 1564). Gid st f = (fy : ... :
fn) : Ag — P*(C) la duong cong chinh hinh khong suy bién tuyén tinh,
trong dé cdac ham fy, ..., fn khong cé khong diém chung. Khi dé vdi moi
1<p<R, taco

W(f07---7fn)
| mo(p’ foofo

Bay gio ta gia st Dy, ..., D, la cac siéu méat trong P*(C) va N > n la

) =010 3.3

sO tu nhién khong am, ta nhac lai ho cac sieu mat Dy, .. ., D, dugc goi la
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& vi tri N-dudi tong quat (d6i véi Ag) néu ¢ > N va v6i moi cach chon

cac chi 86 i1, ...,in11 € {1,...,q}, ta ludn c6
N+1
ﬂ supp(D;, ) N Ar = 0.
k=1

Néu N = n, ho céac sieu mit D duge goi 1a 6 vi tri tong quat.

Gi4 sti cac sieu mat Dy, ..., D, cung bac d. D6i véibat ky j =1,...,q,
ta goi Q;(20, . - ., 2zn) 1 da thiic thuan nhat bac d xac dinh D;, Khi d6, d6i
v6i bat ky tap con R C {1,...,q}, ta dat

rank{D,};er = rank{Q,}jer.

Meénh dé 3.1.6 ([3], B6 dé 4.2, trang 197). Gid st Dy, ..., D, la cdc siéu
mat cung bac d trong P"(C). Ta dat M = (":d) —1. Khi dé ton tai (M —n)
siéu mat Ty, ..., Th—p bic d trong P"(C) théa man doi vdi bat ky tap con
RcC{l,...,q} vdi

#R =rank{D,}jer =n+1,

khi dé rank{{D,};er U {Tj}]]\iI”} = M +1, trong dé #R la ki hiéu so cdc

phan ti cia R.

Meénh dé 3.1.7 ([3], B6 dé 3.3, trang 195). Cho Dy,...,D, (@ > 2N —
n+ 1) la cdc siéu mat cung bac d trong P"(C) & vj tri N-dudi tong qudt.
Khi dé ton tai cic hang so hidu ty khong am wj, j = 1,...,q, théa man
nam diéu kién sau:

(1) 0 <w; <1, vdi moii € {1,...,q}.

(ii) Dat w = max{w;,...,w,}, khi dé ta co
q
ij:@(q—QN—i—n—l)—l—n—l—l.
j=1

n+1 N n
Sw<L —.

() SN 1 S N
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() Véi moi R C {1,...,q} va #R = N + 1 khi do EZijén—Fl.

(v) Goi E; > 1,1 = 1,...,q, la cic so tuy g choj trude. Voi R C
{1,...,q} théa man #R = N + 1, ton tai tap con R° C R théa mdan
#R° =rank{D;}jepe =n+1 va

[T <] E:

icR i€Re
3.2. Dinh 1y duy nhat

Dé chitng minh dinh 1y duy nhéat, truéc hét ta ching minh dang dinh
1y co ban tht hai déi v6i dudng cong chinh hinh trén hinh vanh khuyeén

cho trudng hop muc tiéu la cac siéu phang & vi trf N-dudi tong quét.

Dinh ly 3.2.1. Cho f : A — P"(C) la duong cong chinh hinh khong
suy bién dai s6 va Dy, ..., Dy la cic sieu mat bac d; trong P"(C) & vi tri
N-dudi tong qudt (N = n). Ki hiéu d la boi s6 chung nhé nhat cia cdc d;

M +1)(2N —n+1
va dat M = (") — 1. Gz’dsﬁ’q>( 1 nt1)

, khi dé vdi moi
" n+1

p:l1<p<R, taco

(M+1)2N —n+1)
| (q— n+1

) Tr(p) < éN}M(p, Dj) + Of(p).
(3.4)

Ching minh. Goi (fo, ..., fn) 1a biéu dién it gon ciia f, tic 1a cac ham
fo,- -, fnu 1a chinh hinh va khong c6 khong diém chung trén Ag. V6i mbi
j=1,...,q, goi Q; 1a da thic thuan nhat bac d; xac dinh sieu mat D;

trong Clzo, ..., 2,].
Trude tién ta xem xét truong hop dy = dy = ... = d; = d. Goi
wy, ..., wy la cac s6 hitu ty thoa man Meénh deé 3.1.7 ddi véi cac siéu mat

Dy, ...,D, GoiSy,..., Sy lacac sieu mat trong P"(C) théa man Ménh
de 3.1.6 va goi P; (1 < j < M —n) la cac da thic thuan nhat bac d xac
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dinh céc siéu mat S; trong Clz, . .., 2,]. Goi Z; la tap cac bo (n + 1)-chi
s6 bac d. Tt #Z, = M nén ta c6 thé viét Zy = {Io, ..., Iy }. Khi do6, déi
v6i bat ky 7 =0,..., M, ta viét

Fj — flj — fZJO fljn’

trong d6 I; = (ij0,...,%n) € Zg. Vi f la dudng cong chinh hinh khong suy

bién dai s6 nén Fy, ..., Fy 1a doc lap tuyén tinh trén C. Suy ra
Wp = W(F,..., Fy)20.

Khang dinh 1. Ton tai hang sé khong am A > 1 sao cho vdi mdi tap
con tuy ¢ {l1,...,Ins1} CH1,...,q}, ta c6

1F ()14 < SA _max QL)) (3.5)
vdi moi z € Ap.
Ching minh. That vay, goi
R={l,. ..., Ina}t C{l,...,q}
13 tap con bat ki, tit Ménh dé 3.1.7 ta thay ton tai tap con
R ={t1,...,ths1} C R,

théa man

#RO =n -+ 1= rank{Dj}jeRo.
Do d6 v6i mdi s6 ty nhién k € {0,...,n}, theo Dinh 1y Nullstellensatz ctia
Hilbert trong [57], ton tai sd tuy nhién d; > d va dang tuyén tinh thuan
nhat L, j=1,...,n+1,1=0,...,n, véi cc he sd thuoc C thoa man

n+1

zk = Zij 20, 20)Qt; (205 -+ 5 Zn). (3.6)
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Dé thay rang bac clia Lj; la d,—d v6imdij = 1,...,n+1,i=0,...,n,
do d6 ton tai hiang s6 Ag chi phu thudc vao céc he s6 clia Ly, tic la chi

phu thudc vao cac hé s clia cac da thic @, ..., Q, théa man
[Lin(fo(2), - fu(2)] < Al f ()%, (3.7)
v6i moi z € Ag. Do dé6 tir (3.6), ta co

[fe(2)| ™ < Arllf ()% max{|Qy,(f)(2)],j =1,...,n+ 1}
< Arllf()I* " max{|Qy,(f)(2)],j =1,....N+1}. (3.8)

Chu y rang (3.8) dung véi moi £ =0,...,n, nén ta co
1F()N? < Agmax{|Qy,(f)(2)],j =1,..., N +1}. (3.9)
Dat
A = max{1, max Ar},

R:{il ..... iN+1}C{1 ..... q}
khi d6 A chi phu thuoc vao cac hé s6 ctia @1, ..., Q, Tu (3.9) ta ¢ (3.5),

do d6 Khang dinh 1 dugc ching minh.

Ta tiép tuc ching minh dinh 1y. Véi s thuc p: 1 < p < R, goi x € Ap,
|z| = p 1a diém cb dinh, khi d6 ton tai céc chi s, ta sip xép lai néu can

{lh,...,l;} cha {1,..., ¢} théa man

|Qu, (f) ()] < [Qu(f)(@)] < ... <@, (F)(2)]. (3.10)

Ta dit R = {l1,...,Ix} va Q = {1,...,q}\R. Tt Menh d& 3.1.7, khi
do6 ton tai tap con R® = {t1,...,tys1} C R théa man #R° =n+ 1 =
rank{D;};cp-. Dit

WR = W(Qh(f)a SR Qtn.u(f)a Pl(f)v - 7PM—n(f))
Tu Ménh de 3.1.6 ta ¢o

rank{Q,,...,Qu.., P1,. .., Pu—pn} =M +1,
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diéu nay kéo theo ton tai hing s6 C; # 0 théa man
Wg = C1Wop. (3.11)

T bac cta cac Pj(z) bang d v6i moi j = 1,..., M — n, nén ton tai

hang s6 [, chi phu thudc vao cac hé sé ctia P; sao cho
1Pi(fo(z), - fa) < BiIIF ()1,

v6i moi z € Ag. Dat = maﬂ)} B; khi dé ta co
—N

|Pi(fo(2), -, Fal))] = [P () ()] < BIF ()N (3.12)

v6imoi j=1,...,M —n va véi moi z € Ag.
Tit Ménh dé 3.1.7, (3.5) trong Khang dinh 1, (3.11) va (3.12) ta c6
X‘I:w]
@) W)
QL) (@) 1Qq(f) ()]s

| ' d N\ Wi
vl (i) I (o)
< ATV (@) T (‘gf )| |>wj

JER

<A A N-1 ‘W ‘ H Hf
JER® |
AN [ We(x )I Hf( )Hd .

_ |
1 0. n Py (f)(a)]

jER?

Hd

Dieu doé kéo theo

q
d( > wy)

[f(@)|| = [Wr(2)]
[Q1(f) ()] .. |Qq(f) ()| *s
< d(M + 1) log || f(z)] + S(x) + log C, (3.13)

log
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trong d6 C' = AT N=1gM=n /10| va
S(x) = Z log™ M—n '
R Q@I T 1B
e

JER®

[Wr()]

Theo ly luan tuong ty nhu tren doi véi y € Ag : |y| = 1/r, ta c6

M=

Ll = W)

QL) W) - 1Qq () (y)|™
< d(M + 1)log|[f(y)ll +5(y) +log C. (3.14)

d(
log I

Lay tich phan hai vé ctia cac bat dang thic (3.13), (3.14) va cong vé
v6i vé, tit Ménh dé 3.1.1 va Meénh dé 3.1.7 ta co

M —
d(q—2N+n—1— . ”) T} (p)
w
< Zq:—”N (p, D) Lo (9 ——
\j:1{[] AP,V ~4V0 p’WF
27
1 do
— [ (S(pe™) + S(p~te®)) =+ O(1 3.15
s= [(Seeh +s( e 2 +0m). (319
0
Tu Ménh dé 3.1.5 ta c6
1 27
I 5= [ (S(ee™) + S(p™"e™)) db
T
0
4%
= > mo|p S —04(p).  (3.16)
R{L..a} I11Q;(NHI TT 17(f)]
JER 7=1
q 1 ~
Bay gio ta udc luong > w;N¢(p, D;) — No(p, W) V6i moi zp € Ay,
j=1 F

ton tai sO nguyén f; > 0, 1 < j < ¢ va cac ham chinh hinh g; khong triét

tiéu trong lan can U cua zp thoa méan

Qi(f)(2) = (= = 20)" g,
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véij =1,...,q, trong d6 B; = 0 néu Q,(f) khong triét tieu tai zy. Do cac
sieu mat Dy, ..., D, & vi tri N-dui tong quit nén ton tai nhidu nhat la
N chisd j € {1,...,¢} théa man 8; > 0. Khong mét tinh tong quét ta
c6 thé gid thiét 3; >0 vei 1 < j <k < N va ;=0 véij > k.

Dat R = {1,...,N + 1}, khi d6 tit Ménh deé 3.1.7, ton tai tap con
R° ={t1,...,tps1} C R théa man rank{D;,j € R°} = n + 1. Dat

W’R — W(Qtla cee 7Qtn+17P17 .. '7PM—n)-

Khi d6 ton tai hang s6 Cy # 0 théa man Wy = Co.Wx. Tt d6 suy ra W
triet tieu tai zg v6i bac it nhat 1a
q
Z max{0, 3; — M} < ZmaX{O,Bj — M},
jeRO j=1

Diéu nay kéo theo

q
ij (vaf(pv Dj) - Nlj\f“(pa Dj)) < Zw (Nl,f(p7 Dj) - N{\,{f(p7 DJ))
j=1

Do do
q 1 q
> wiislo 05) = M (- ) € S w0, 0)
j=1
Theo Iy luan tuong tu ta co
q 1 q
> wiNy(p, Dj) — Ny (p, m) < wiNy(p, D).
j=1 j=1

Suy ra

q q

1
E “w;Ny(p, Dj) — Ny (/), _WF> < E w;N{ (p, D). (3.17)
=1 =1
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Két hop (3.15), (3.16) va (3.17) ta c6

n+1

) 2N —n+1 . .
Ta tiep tuc xem xét truong hop dy, . . ., d, khong dong nhat bang nhau.

Déi véi bat ky j € {1,....q}, ta dat QF = Q¥ § do d Ia boi chung nhd

nhat cta céc dy, ..., d,. Khi d6 Q5, ..., @, la cac da thic c6 cung bac d.

Luu y rang w > , nén tir (3.18) ta thu duge (3.4).

Déi véi bat ky j = 1,..., ¢, ta goi D} la siéu mat xac dinh béi QF. Tt bat
, ~ n+1

dang thic (3.18) v6i chu y w > ——  ta ¢6

ang thic (3.18) véi cha y w ON 1 2O

(M+1)2N —n+1)
(oS

) 75(6) < X N30, 5) + Ol

j=1
(3.19)
Luu ¥ ring néu z € Ag 1a khong diém boi &k ctia Q;(f) thi z ciing la khong
diém boi kd/d; cia Q?/dj(f). Diéu nay ta thu duge
N#'(p, D}) = Niy(p, D}) + Na'y(p, D;)

d d d
J J J

Do d6 ta c¢6 (3.4) tt (3.19) va Dinh 1y 3.2.1 dugc ching minh. O
Bay gio ching toi sé phat biéu va ching minh dinh 1§ duy nhat. Gia st

D ={Dy,..., Dy} la ho cac sieu mit trong P*(C), 6 d6 D, c6 bac d; véi

j=1,...,q Goi dp la boi chung nhé nhat cta cac dy, ..., d, va dat

<n+dD>
np = — 1.
n
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Dinh 1y 3.2.2. Gid st f va g la cde duong cong chinh hinh khong suy bién
dai s6 t hinh vanh khuyén Ag vao P"(C) théa man O¢(p) = o(T¢(p)) va
Oy4(p) = o(Ty(p)). Goi D = {D1,...,Dy} la ho cic siéu mat & vi tri
N-dudi tong qudt trong P"(C) théa man E;(D;) N E¢(D;) = 0 vdi moi
i#£je{l,....q}. Gidsik; (j=1,...,q) la cic so tu nhién duong hodc

0o thoa man k1 = ko > ... = ky = np,

1 1 .
Vif.0y).<h; = VgD <k T = 12,0054

q
va f(z) = g(2) vdi moi z € U{z € Ap: 0 <wyp, < kj}. Neu

Jj=1

Lk qgnp—q (np+1)2N —n+1)
> +
]Cj—i—l

>
s np (TL + 1)?1@
1 1
— —1 .2
(np )<k2+1+k1+1>’ (3.20)

thi f =g.

Ching minh. Ta gid st ngugc lai rang f Z g. Goi (fo, ..., fn) va (g0, .- -, gn)
1 cac bicu dién rit gon ctia f va g. T diéu kien f # g, ton tai hai chi s6

a, €{0,...,n}, a # B théa man f,g93 Z fs9.. Ta dat

¢ = fagﬁ o fﬁga-

Khi d6 ¢ # 0. Bay gic v6i moi z € Ap, ta co

log |®(2)[ = log|(fags — f39a)(2)]

< log(2. max{|fa(2)gs(2)l. | f5(2)ga(2)|})

= max{log [fa(2)[ + log|gs(2)],1og [ f3(2)] + log|ga(2)[}
+ log 2

< max{log|fa(2)],log|f5(2)|}

+ max{log |ga(2)l, log |gs(2)|} + log 2
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= logmax{[fa(2)|, |f5(2)[} +log max{|ga(2)], |g5(2)[} +log 2
< log||f(2)]l +log |lg(2)[| + log 2.

Do d6 tir Menh dé 3.1.1 ta ¢6

2 2
1 1 . 1 .
N, ) = = ] d 10 T ] O(p~ 1 30
(5) = = [rostotoeias + o [ 1ogGte)as
O 0
2

——b/ﬁognf’pe >nde-%-1—J/10gu11p 1)\ df

0
21

+—i/mwmpenue+11/mmm@ ) do + O(1)
0
— Ty(o) + Ty(p) + O(1) = T(p) + O(1), (3.21)

v6i méi p: 1 < p < R, trong d6 T'(p) = Tr(p) + T,(p).

Goi ;,1 < j < ¢ 1a cac da thic thuan nhat bac d; xac dinh D; trong
Cl2,- .., 2. D1 v6i bt ky j = 1,2,...,¢, ta dat Q% = Q¥ khi do
@7, ..., Q) la cac da thic cing bac dp. Goi Dj la sieu mat xac dinh bdi
Q; v6i j=1,...,q. Chi y ring ta luon c6 thé gia thiét

q=np+ 1. (3.22)

Do d6, ap dung Dinh 1y 3.2.1 d6i v6i anh xa f : Ag — P"(C) va céc siéu
mat D;'-‘,jzl,...,q, ta co

I <q_(np+1)(2N—n+1)> dizq: 9+ 05(0).

n+1

Tuong ty ddi v6i anh xa g, ta co

| (q_ (np + 1)(2N —n + 1))

1 K
n+1 d_ZNDp’ )+ Oylp).
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Cong hai bat dang thic trén ta thu duge

H (q_ (np+1)(2N —n + 1)) T(p)

n—+1

<3 (NP0 D)) N6 D))+ olT(p). (329

D6i véi bat ky j = 1,..., ¢, ta thay
N¢®(p, D7) = Ni 2y (p, D) + N?Zk 11(p: Dj)

< Ni 2y, (p: Df) + Ny zk+1(p, D)

(Nf(p, Dj) = Ny 2y (o, D~))

kj—l—l

np
lﬁj—}—l

np np
=\1- N2, (p, Dj N¢(p, D5
( kj‘f’l) f><kj<p7 ]>+]€j—|—1 f(pa j)

np 1 % npdp
1— N D: T T )
D( k:j+1> f.<k; (0 Dj) + T 7(p) +o(Ty(p))
(3.24)

Tuong ty dbi véi anh xa g ta co

np * np 1 * nDdD
V(0. 05) < mp (1= T2 ) N, 0 D))+ 72T, )+ 0Ty ).
(3.25)

Két hop (3.24) va (3.25), ta c6
NI (p, DY) +
np 1 * 1 *
np (1 - kj + 1) (Nf,gkj(p7 D]) + Ng,gkj(pa D]))
D

+ 12T (o) + o(T(p))

Ng®(p, Dj)

Vi vay, theo bat dang thitc (3.23), ta c6

I (C]— (TLD-I—l)?iQ—’]_Vl—n-I-l))T(p)

q
"D "D 1 1 *
< — .



+1p D" T () + o(T(p)). (3.20)

q
np 1 % "np 1
= |1-— N ,Di) + 11— , D
220 N 0.2 ?;( 22 ) M (0. D)
q
np % np %

Tuong ty dbi v6i anh xa g, ta co

q
np ”
; J

Jj=1

q
np np np 1 .
= — dpT, 1-—— N D’ 1).
Qﬁﬁ kﬁﬂ)”g@+§:< @+£>%%@’J+OU

Két hgp cdc bat dang thiic (3.26), (3.27) va (3.28) ta ¢

H (m_mp+ J2N —n+1 )

n—+1
1 1 a
< nj — T(p
nD(]CQ—l—l ]C1—|—1) ;

q
np np 1 * 1 *
+ % (1 o ko + 1> Z (Nf,Skj(p’Dj) +N9><kj(p’ Dj))

+o(T(p)). (3.29)
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Ta thay ring, néu zp € Ag la khong diém boi @ < k; cia Q;(f), thi
2y ciing 1a khong diém boi ad;/dp < k; cia Q;(f). Do f(2) = g(z) véi
q
z€ U{z € Ar:0<yyp,(2) <kj}, tasuy ra g(z0) = f(20), béi vay

fa(20)g5(20) = f5(20)ga(20),

ttic 1a 2o 1a khong diem ctia ham ®. Néu zy € Ap la khong diem boi
B < kj cia Q5(g), thi 2 s& la khong diém boi Bd;/dp < k; ctia Q;(g),
vi V(lf’Dijj = V(lg’Dijj, ta c6 2o la khong diém boi < k; ctia Q;(f). Do
dé, theo lap luan trén ta co z, la khong diém ctia ham ®. Theo gia thiét
E(D;)) N E¢(D;) = 0, ta co6 E,(D;) N E,(D;) = () déi v6i bat ky cap
i#j€{l,...,q}, do dob z sé khong 13 khong diém ctia bat cit ham Q;(f)
va Q;(g) véimoii € {1,...,q} va i # j. Diéu nay ta thu dugc

q

1
> Ny (0. z pp<ami(pg). B
j=1

Do dé6 tur (3.21) ta thu duge

q
> (Nf <, (1, D}) + Ny o, (7, D;‘-‘)) < 2dpT(p) + O(1).

7=1

Nhu vay, tit (3.29) ta c6

(np +1)(2N —n +1)
— T
I (a R ()
< 2npT(p) — n2 ! + ! T o(T(p))
S AP TID \ 1 k1 P
Diéu nay ta thu dudgc
(Eq: ki gnp—q (np+1)(2N —n+1)
k‘j—l—l np (n—l—l)np
1 1
_ < .
# =) (g 4 g ) )T < o1 o)

Day chinh 1a diéu mau thuan. Dinh 1§ 3.2.2 dugc chitng minh. ]
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Két luan Chuong 3

Trong chuong nay ching t6i da phéat biéu va ching minh dang dinh Iy
co ban thit hai, trén co s6 d6 chiing minh duy nhat cho dudng cong chinh
hinh trén hinh vanh khuyén lién quan dén bai cac khong diem ctia dudng
cong két hop véi cac siéu mit ¢ vi trf dudi tong quat. Cac két qua chinh
trong chuong nay viét dya trén bai bdo s6 [PC1] trong Danh muc Cong
trinh ctia tac gid lien quan dén luan an.

Trong chuong nay ching toi da thu dude mot sé6 noi dung nghién ctu
sau:

1. Giéi thieu mot s6 kién thitc co ban vé phan bo gia tri cho dudng cong
chinh hinh trén hinh vanh khuyén.

2. Phat bieu va chitng minh dang Dinh 1y co ban thit hai (Dinh ly 3.2.1)
cho duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyén véi muc tiéu la cac siéu
mit & vi tri dusi tong quat.

3. Phat biéu va chiing minh dang Dinh 1y duy nhat (Dinh 1y 3.2.2) cho
siéu mat & vi tri dudi tong quat - dieu kien dai sé c6 lien quan dén boi clia
cac khong diém dé hai duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyen la

trung nhau.
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Két luan chung

Trong luan an nay chtng toi nghién cttu mot s6 dang dinh 1y duy nhat
cho ham phan hinh va dudng cong chinh hinh trén mit phang phiic C hay
trén hinh vanh khuyén chia sé cac siéu mit. Cac két qua trong luan an nay
duge cong bo trén bai bao s6 [AC1], [AC2|, [PAC1] va [PC1] trong Danh
muc Cong trinh clia tac gid liéen quan dén luan an.

Cac két qua chinh ctia luan an bao gom:

1. Thiét lap hai dang dinh 1§ duy nhat cho L-ham va ham phan hinh
la cac diéu kien dai s6 lien quan dén gia tri khuyét tai oo (Dinh 1y 1.2.1)
va lien quan dén dao ham ctia cac ham phan hinh (Dinh 1y 1.3.1).

2. Xay dung hai diéu kién dai s6 dé hai duong cong chinh hinh khong
suy bién tuyén tinh mtc 1 chia sé hai sieu mat (Dinh 1y 2.2.3) va chia sé
mot sieu mat (Dinh 1y 2.2.4) 1a trung nhau. Tu d6 chi ra sy ton tai cac
sieu mit xac dinh duy nhat cho 16p duong cong chinh hinh khong suy bién
tuyén tinh mic 1.

3. Trén co s6 ching minh dang Dinh 1y co ban thi hai (Dinh 1y 3.2.1),
dua ra dinh Iy méi vé van dé duy nhat cho dudng cong chinh hinh trén
hinh vanh khuyén v6i muc tiéu la cac sieu mat & vi tri duéi tong quét
(Dinh 1y 3.2.2) véi diéu kién dai s6 lien quan dén boi clia khong diém.
Chiing t6i dé xuat mot s6 huéng nghién ciu tiép theo:

1. Nghién cttu mot sd6 dang Dinh 1y duy nhat méi cac ham phan hinh
véi dieu kien dai s6 lien quan dén gia tri khuyét tai cac cuc diém.

2. Tiép tuc nghién ctu cac dang Dinh 1§ co ban thit hai v6i boi cat cut
hoiic rit gon va stt dung cac két qua vé cac dang dinh 1y nay dé nghién citu
van dé duy nhat cho duong cong chinh hinh. Xay dung mot s6 dang siéu

mit xac dinh duy nhat cac duong cong chinh hinh trén hinh vanh khuyén.
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BAO CAO VE VIEC BO SUNG, SUA CHUA LUAN AN TIEN ST THEO
NGHI QUYET CUA HOI DONG DANH GIA LUAN AN CAP TRUONG

Ctia nghién cttu sinh: Phommavong Chanthaphone.

Dé tai: Van dé duy nhét dbi v6i L-ham vd dudng cong chinh hinh.
Chuy¢n nganh: Toan gidi tich Mai sb: 9.46.01.02.

Ngudi huéng dan: TS. Vii Hoai An va PGS. TS. Ha Tran Phuong.

" Cin ctt noi dung nghi quyét, Bién ban chi tiét cudc hop Hoi ddng dénh gis luan
an tién si cAp Dai hoc ngay 27 thang 03 nam 2026 thanh lap theo Quyét dinh s
438/QD-DHSP, ngay 30 thang 01 nim 2026 ctGa Higu trudng Trudng Dai hoc Su
pham, nghién ctu sinh da nghién cttu nhitng ndi dung quyét nghi va k&t luan cua
hoi dong, dbi chiéu véi ndi dung ludn 4n, t6i xin gii trinh chi tiét cic noi dung sau:

1. Noi dung thi nhat vé:

- Y kién cﬁa Phan bién 1: Trong tai ligu tham khéo [5], tén tap chi nén viét ro 13
Thang Long J. Sci. Math. Math. Sci. cho phit hgp véi cach viét trén MathSciNet.

- Giai trinh ctia NCS: Tac gia da sita lai tén tap chi trong tai lieu tham khao [5]
theo ¥ kién clia Phan bién 1.

2. Noi dung thit hai vé:

- Y kién clia Phan bién 2: L3i chinh ti: “Khang dinh” phai stta thanh “Khing
dinh”, “Giéi thiéu mot sb kién thic co ban phan bd gia tri ...” nén sita thanh “Giéi
thidu mot sb kién thic co ban vé phan bd gia tri ...”, “kiéu bd dé Borel” nén stta
thanh “Bd dé kiéu Borel”, tai trang 21, dong 4 sita r thanh p, ...

- Giai trinh ctia NCS: Téc gia da stia lai mot sb 16i chinh t4 trong luan an theo
v kién clia Phan bién 2.

3. Noi dung thit ba vé:

- Y kién ctia Phan bien 2: Dong bo thuat ngit: “tap xac dinh duy nhit” hodc “tap

duy nhét” nén thdng nhét.




_ Cidi trinh ctia NCS: Téc gia da sta lai thuat ngit: “tap duy nhat” thanh “tap
xéc dinh duy nhit” dé ddng bo trong luan an theo ¥ kién ciia Phan bién 2.

4. Noi dung thit tu vé:

- Y kién cfia Phén bién 2: Ddng bo ky higu, tén tac gid (tén truéce ho sau hay ho
trude tén sau).

_ Giai trinh ctia NCS: Tac gid da sita lai ky higu, tén tac gid thanh tén trudc ho
sau dé ddng bo trong luan 4n theo ¥ kién clia Phan bién 2.

5. Noi dung thi nim vé:

_ ¥ kifn cta Phan bien 2: Nén ¢6 chuyén ¥ gifta Chuong 1 (L-ham, d6i tuong
bién phtc 1 chidu) vd Chuong 2 (Dudng cong chinh hinh nhiéu bién). Hién tai, su
-:chuyén tiép con hoi khién cuéng, giéng nhu phép cong co hoc clia 2 hudng nghién
ciu.

_ Giai trinh ctia NCS: Tic gid da sta lai noi dung trong Chuong 1 dé chuyén
¥ gitta Chuong 1 (L-ham, déi tugng bién phic 1 chiéu) va Chuong 2 (Dudng cong
chinh hinh nhidu bién) theo ¥ kién ctia Phén bién 2.

6. Noi dung thit sdu vé:

- Y kién ctia Uy vien Hoi déng: Xem lai céc ky higu & trang iv (D61-D9t) dé
nhét quan véi cach trinh bay trong lugn an.

- Giai trinh ctia NCS: Tac gia da stta lai cac ky higu 6 trang iv dé nhat quéan véi
céch trinh bay trong luédn an theo y kién clia fIy vién Hoi dong.

7. Noi dung thit by vé:

_ Y kién clia Uy vien Hoi ddng: O mot sb chd, tac gia viét cAc nhan dinh mang

tinh khéi quat chdng han ¢ ... thu hit sy quan tam ctia nhidu tac gid trong va ngoai
nude ...”7 (vi dy, trang 1 (D12}); hodc doan dau trang 2), nhung lai chua néu cu

thé céc nghién citu trong nudc va ciing chua kem theo bat ky trich dan tai liéu tham
khao nao. D& nghi téc gid chinh sia theo hudng c6 dan ching r6 rang bing viéc bd
sung céc cong trinh lisn quan va trich dan pht hop, nh3m tranh dién dat mo ho.

_ Qiai trinh ciia NCS: Tac gia da sita lai mot s6 chd ma tac gia da viét cac nhan
dinh mang tinh khéi quat, tac gia da néu cu thé céc nghién cttu trong nudc va thém

trich din tai licu tham khéo theo ¥ kién clia Uy vién Hoi dong.

8. Noi dung thit tam veé:
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- Y kién ctia Uy vién Hoi ddng: Trong phan M§ diu, khi trinh bay céc két qua
kinh dién gdn v6i tén tudi clia cAc nha khoa hoc, tic gid cin bd sung céc tai lisu
tham khao tuong tng. Viéc trich din diy du sé gitp tdng tinh chinh xéc, khéch
quan va traénh gay cam gidc mo ho cho ngudi doc.

- Gi4i trinh clia NCS: Trong phan Mg dau, tac gid da bd sung thém céc tai lieu
tham khao tuong tng ma lién quan dén cic két qua kinh dién gin vdi tén tudi cla

cac nha khoa hoc theo ¥ kién cia Uy vién Hoi dong.

9. Noi dung thit chin vé:

- Y kién ctia Uy vien Hoi ddng: Mot s6 ky hiéu thudng diing nén dua vio danh
muc ki higu va chit viét tit. Chang han nhu: Ef(a), Re(.), S(p, f), O(), o(.), &, ...

- Giai trinh ctia NCS: Tac gid da thém mot sb ki higu vao danh muc ki higu va
chit viét tdt theo ¥ kién cta Uy vien Hoi ddng.

10. Nbi dung thit mudi vé:

- Y kién ctia Uy vien Hoi déng: Khong nén ding ki higu [1]-[4] d& chi cac bai
bao trong danh muc cong trinh ciia tac gid lién quan dén ludn an (vi dy, & céc
trang 11 (D5}, D12}, D21}), trang 12 (D8}), ...). D& nghi tac gia thay béng cich
ky hig¢u/danh sb riéng cho “Danh muc cong trinh ctia tic gid” va ra soat dé chinh
stta théng nhét tat ca cac vi tri khac mic 16i tuong tu.

- Giéi trinh ctia NCS: Téc gid da sita lai cac ky hiéu [1]-[4] trong danh muc cong
trinh clia tac gi lien quan dén lugn an thanh [AC1], [AC2], [PACI], [PC1] va chinh
stta théng nhét tit ca cac vi tri khac méc 16i tudng ty theo ¥ kién cla Uy vien Hoi
dong.

11. Noi dung thit mudi mot vé:

- Y kién cta Uy vién Hoi déng: Danh muyc tai lieu tham khio diy du, c6 chét
lugng vi cap nhat. Tuy nhién, cin chinh stta mot 0 16i hinh thtéc nhu: chua théng
nhét cach viét tén tap chi, thibu thong tin xuit ban dbi v6i mot sb séch, va mot vai
sai khac nhd vé chudn viét tit (chdng han & cac tai lieu [3], [4], [8], [10], [18], [34],
(48], ...).

_ Giai trinh ctia NCS: Thc giad da stta lai cach viét tén tap chi dé thong nhét
trong luan 4n vA tac gid da thém thong tin xudt ban d6i v6i mot sb sach, va mot

vai sai khac nho vé chudn viét tit theo ¥ kién ctia Uy vien Hoi dong.
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Trén day 1a toan b cic gidi trinh clia nghién citu sinh v& céc noi dung cin bd
sung, sia chita theo nghi quyét v Bién ban hop Hoi ddng danh gia lusn 4n tién si

cap Trudng. Nghién citu sinh xin tran trong cam on.

NGHIEN cUU SINH
(K9 va ghi 16 ho tén)

Phommavong Chanthaphone

CAN BO HUONG DAN 1 CAN BO HUGNG DAN 2
(Ky va ghi 16 ho tén) (Ky va ghi 76 hp tén)

041 An Ha Tran Phiuong
THU KY HOI DONG CHU TICH HOI bONG 3
(K va ghi 6 ho tén) (Ky va ghi 16 ho tén) %
Lé Quang Ninh Ha Huy Khoai

THU TRUGNG DON VI DAO TAO

(K7, Z}ﬁﬁﬁlfm $cgong dau)
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