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Lời cam đoan

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của tôi dưới sự hướng

dẫn của TS. Vũ Hoài An và PGS. TS. Hà Trần Phương. Các kết quả viết

chung với tác giả khác đã được sự nhất trí của đồng tác giả khi đưa vào

luận án. Các kết quả của luận án là mới và chưa từng được công bố trong

bất kỳ công trình khoa học của ai khác.

Thái Nguyên, tháng 03 năm 2026
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Phommavong Chanthaphone
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Lời cảm ơn

Luận án được thực hiện và hoàn thành dưới sự hướng dẫn tận tình của

TS. Vũ Hoài An và PGS. TS. Hà Trần Phương. Tác giả luận án xin bày

tỏ lòng biết ơn chân thành và sâu sắc nhất đến các thầy.

Tác giả xin trân trọng cảm ơn Ban Giám đốc Đại học Thái Nguyên,

Ban Đào tạo Đại học Thái Nguyên, Ban Giám hiệu, các Phòng Ban chức

năng, Phòng Đào tạo, Ban chủ nhiệm khoa Toán cùng toàn thể giảng viên

trong khoa, đặc biệt là Bộ môn Giải tích và Toán ứng dụng Trường Đại

học Sư phạm - Đại học Thái Nguyên đã tạo mọi điều kiện thuận lợi giúp

đỡ tác giả trong quá trình học tập nghiên cứu và hoàn thành luận án.

Tác giả xin chân thành cảm ơn các thầy, cô, bạn bè trong các Seminar

tại Bộ môn Giải tích và Toán ứng dụng, Khoa Toán Trường Đại học Sư

phạm - Đại học Thái Nguyên đã luôn giúp đỡ, động viên tác giả trong

nghiên cứu khoa học.

Cuối cùng tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn tới những người thân trong

gia đình, những người đã chịu nhiều khó khăn, vất vả và dành hết tình

cảm yêu thương, động viên, chia sẻ, khích lệ để tác giả hoàn thành được

luận án này.

Thái Nguyên, tháng 03 năm 2026

Tác giả

Phommavong Chanthaphone
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Một số ký hiệu và viết tắt

N∗ tập các số tự nhiên khác không

Z tập các số nguyên

R tập các số thực

C trường các số phức

PN(C) không gian xạ ảnh N chiều trên trường C
T (ρ, f) hàm đặc trưng của hàm phân hình f

m(ρ, f) hàm xấp xỉ của hàm phân hình f

N(ρ, f) hàm đếm tại các cực điểm của hàm phân hình f

o(.) đại lượng bé so với (.)

O(1) đại lượng bị chặn

S(ρ, f) đại lượng giới nội của hàm f

Θ(∞, f) số khuyết không kể bội tại ∞ của hàm f

Ef(a) tập các không điểm kể cả bội của hàm f tại điểm a

Ef(S) tập các không điểm kể cả bội của hàm f tại điểm a

trong tập S

Ef ′,1)(0) tập các không điểm kể cả bội của đạo hàm

f ′ với điều kiện bội ⩽ 1

Tf(ρ) hàm đặc trưng của ánh xạ f kết hợp với D

mf(ρ,D) hàm xấp xỉ của ánh xạ f kết hợp với D

Nf(ρ,D) hàm đếm của ánh xạ f kết hợp với D

ML1(C,PN(C)) tập các ánh xạ chỉnh hình không suy biến

tuyến tính mức 1

AR hình vành khuyên trong mặt phẳng phức C
IM không kể bội hoặc không tính bội

CM kể cả bội hoặc tính bội
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Mở đầu

1. Lịch sử nghiên cứu và lý do chọn đề tài

Vào những năm 20 của thế kỷ XX, Nevanlinna R. ([37]) đã xây dựng

lý thuyết phân bố giá trị cho các hàm phân hình trên C mà ngày nay

được gọi là lý thuyết Nevanlinna. Với nội dung cốt lõi là hai định lý cơ

bản, lý thuyết được đánh giá là một trong những thành tựu sâu sắc và

đẹp đẽ nhất của toán học thế kỷ XX và có nhiều ứng dụng trong các lĩnh

vực khác nhau. Song song với việc phát triển lý thuyết cho các hàm, năm

1933, Cartan H. ([11]) đã xây dựng lý thuyết Nevanlinna chiều cao, tức

là xem xét phân bố giá trị cho các ánh xạ chỉnh hình phức và cùng với

lý thuyết Nevanlinna cho hàm phân hình, hướng nghiên cứu này nhanh

chóng đã thu hút được sự quan tâm của nhiều tác giả trong và ngoài nước,

có nhiều công trình quan trọng được công bố gắn với tên của các nhà toán

học lớn: Thiem L. V. ([56]), Khoai H. H. ([24]), Ahlfors L. ([1]), Griffiths

Ph. ([20]), . . .

Một trong những ứng dụng nổi bật và phong phú nhất của lý thuyết

phân bố giá trị là các vấn đề duy nhất cho hàm phân hình hay đường cong

chỉnh hình, tức là tìm điều kiện về tôpô, hình học, đại số, . . . để hai hàm

phân hình hoặc hai ánh xạ chỉnh hình là đồng nhất hoặc liên kết với nhau

khi chúng chia sẻ đủ số lượng giá trị hoặc siêu mặt. Theo hướng nghiên

cứu này, năm 1926, Nevanlinna R. ([38]) đã chứng minh Định lý 5 điểm

nổi tiếng hai hàm phân hình khác hằng là đồng nhất nếu chúng có cùng
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ảnh ngược không tính bội, của 5 điểm phân biệt. Năm 1975, Fujimoto H.

([14]) đã mở rộng định lý này cho đường cong chỉnh hình. Các công trình

này của Nevanlinna R. ([38]) và Fujimoto H. ([14]) được xem như khởi

nguồn của hướng nghiên cứu và ngày càng thu hút được sự quan tâm phát

triển của nhiều tác giả trong và ngoài nước, có nhiều công trình được công

bố: Khoai H. H., An V. H., Ninh L. Q. ([28], [30]), Phuong H. T. ([40],

[41], [42]), Smiley L. ([53]), Gross F. ([21]), Aihara Y. ([2]), . . . . Trong thời

gian gần đây, các nghiên cứu về vấn đề duy nhất tập trung vào hai chủ đề

chính:

1. Xây dựng các điều kiện đại số để hai hàm phân hình hoặc ánh xạ

chỉnh hình là trùng nhau hoặc biểu thị qua nhau. Từ đó xây dựng các tập

xác định duy nhất cho hàm với số phần tử ít nhất có thể, siêu mặt xác

định duy nhất cho ánh xạ chỉnh hình với bậc thấp nhất có thể, trong các

trường hợp tính bội, không tính bội, tính bội cắt cụt, tính bội với trọng

số, . . .

2. Thiết lập các đặc trưng của tập xác định duy nhất cho các hàm hay

họ các siêu phẳng, siêu mặt xác định duy nhất cho các ánh xạ.

Trong luận án này chúng tôi tập trung vào chủ đề nghiên cứu thứ nhất

cho hàm phân hình và đường cong chỉnh hình. Cụ thể chúng tôi sẽ nghiên

cứu các vấn đề sau:

1. Xây dựng các điều kiện đại số để L-hàm và hàm phân hình là trùng

nhau hoặc biểu thị tuyến tính qua nhau, từ đó xây dựng các tập xác định

duy nhất cho hàm với số phần tử ít nhất có thể.

2. Xây dựng một số điều kiện đại số liên quan đến siêu mặt để hai

đường cong chỉnh hình trùng nhau hoặc biểu thị qua nhau.

Cho f là hàm phân hình khác hằng trên C, a ∈ C ∪ {∞}, ta kí hiệu

Ef(a) là tập các không điểm của f − a ở đó mỗi không điểm được tính
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với bội của nó, Ef(a) là tập các không điểm của f −a mà ở đó mỗi không

điểm được tính một lần. Với S ⊂ C∪{∞} là tập con khác rỗng của C, ta

định nghĩa:

Ef(S) =
⋃
a∈S

Ef(a), Ef(S) =
⋃
a∈S

Ef(a).

Theo hướng nghiên cứu thứ nhất, phát triển công trình của Nevanlinna

R. ([38]), năm 1977, Gross F. ([21]) đưa ra ý tưởng là không xét ảnh ngược

của các điểm riêng rẽ mà xét ảnh ngược của tập hợp điểm S của C∪{∞}.
Vấn đề Gross. i) Tồn tại hay không tập S để với bất kỳ các hàm phân

hình khác hằng f, g thỏa mãn điều kiện Ef(S) = Eg(S) ta có f = g ?

ii) Tồn tại hay không hai tập Si, i = 1, 2 sao cho với hai hàm phân hình

khác hằng bất kỳ f, g, thỏa mãn Ef(Si) = Eg(Si), i = 1, 2 ta có f = g ?

Tập S thỏa mãn (i) được gọi là tập xác định duy nhất, các tập S1, S2

trong (ii) được gọi là các tập song xác định duy nhất cho các hàm phân

hình kể cả bội. Yi H.-X. (xem [59], [61]) là người đầu tiên đưa ra câu trả

lời cho Vấn đề Gross, từ đó các kết quả đạt được theo hướng nghiên cứu

này là rất phong phú và sâu sắc (xem [59], [61], [17], [18], [13], [29], [25],

[31], . . . ) cho các đối tượng hàm khác nhau: hàm phân hình, hàm nguyên,

L-hàm là công cụ quan trọng trong nghiên cứu lí thuyết số. Từ đây và sự

tương tự giữa số học trên trường số và số học trên trường hàm - một ứng

dụng của lí thuyết phân bố giá trị đã dẫn đến . . . trong vài năm gần đây,

vấn đề này đã được nghiên cứu cho lớp các L-hàm. Cụ thể, năm 2018,

Yuan Q.-Q., Li X.-M. và Yi H.-X. ([62]) đã chỉ ra sự tồn tại tập S gồm 7

phần tử, sao cho nếu Ef(S) = EL(S) thì f = L, trong đó f là hàm phân

hình khác hằng có hữu hạn cực điểm, L là L-hàm. Đây là câu trả lời cho

Vấn đề Gross đối với trường hợp L-hàm và hàm phân hình có hữu hạn cực

điểm.
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Cho n,m ∈ N∗, a ∈ C, a ̸= 0. Kí hiệu

QK(z) = (n+m+ 1)

(
m∑
i=0

(
m

i

)
(−1)i

n+m+ 1− i
zn+m+1−iai

)
. (1)

Năm 2023 Khoai H. H., An V. H. và Phuong N. D. ([31], Định lý 1,

trang 267) đã chứng minh:

Định lý 1. Giả sử QK(z) xác định như (1) thỏa mãn QK(a) ̸= −1,−2.

Đặt PK(z) = QK(z)+1 và đặt SK = {z | PK(z) = 0}. Khi đó, nếu n ⩾ 2,

m ⩾ 2, n +m ⩾ 8, thì điều kiện Ef(SK) = EL(SK), kéo theo f = L với

mọi hàm phân hình khác hằng f và L-hàm khác hằng L.

Kết quả này cũng là câu trả lời cho Vấn đề Gross cho trường hợp L-hàm

và hàm phân hình.

Đa thức P (z) được gọi là đa thức duy nhất (duy nhất mạnh) đối với

hàm phân hình (nguyên) nếu hai hàm phân hình (nguyên) khác hằng tùy

ý f và g, thỏa mãn điều kiện P (f) = P (g) (P (f) = cP (g), trong đó c là

hằng số khác không) và kéo theo f = g.

Xét đa thức P (z) ∈ C[z] bậc q có dạng

P (z) = a(z − a1)(z − a2) . . . (z − aq). (2)

Giả sử đạo hàm của P (z) có biểu diễn

P ′(z) = aq(z − d1)
q1(z − d2)

q2 . . . (z − dk)
qk, a ̸= 0,

trong đó d1, d2, . . . , dk là các số phức phân biệt. Khi đó số k được gọi là

chỉ số đạo hàm của P (z). Giả sử rằng

P (di) ̸= 0 đối với 1 ⩽ i ⩽ k. (3)

Chúng ta nhắc lại điều kiện sau giới thiệu bởi Fujimoto H. (xem [18]):

P (di) ̸= P (dj) đối với 1 ⩽ i < j ⩽ k, k ⩾ 2. (F )
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Năm 2023 Banerjee A. và Kundu A. ([9], Định lý 3.4, trang 502) đã

chứng minh:

Định lý 2. Giả sử a1, . . . , aq là các số phức phân biệt và đa thức duy

nhất mạnh P (z) = a(z − a1) . . . (z − aq) với các điều kiện (3) và (F), và

S = {z : P (z) = 0}. Cho f là hàm phân hình khác hằng, L là L-hàm.

Nếu min{q1, q2} ⩾ 2 khi k = 2 và q ⩾ 2k + 4 và Ef(S, 2) = EL(S, 2), thì

ta có f = L.

Chú ý rằng, nếu Ef(S) = EL(S) thì Ef(S, 2) = EL(S, 2). Khi đó, áp

dụng Định lý 2 với k = 2 và q ⩾ 8, ta thu được Định lý 1.

Trong luận án này chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu các điều kiện đại số

cho L-hàm và hàm phân hình để tìm ra tập xác định duy nhất cho L-hàm

và hàm phân hình với số phần tử ít nhất có thể.

Một hướng nghiên cứu nữa đối với vấn đề duy nhất là tìm các tập S, T

sao cho với các hàm phân hình f, g tùy ý, điều kiện Ef(S) = Eg(T ) hoặc

Ef(S) = Eg(T ), kéo theo f = g hoặc f và g biểu thị qua nhau. Pakovich

F. ([39]) đã chứng minh kết quả đầu tiên cho trường hợp S, T là các tập

con compact và f, g là các đa thức. Trong [26], Khoai H. H, An V. H. và

Hoa P. N. đã xem xét vấn đề này trong trường hợp Ef(S) = Eg(T ), f, g là

hai hàm phân hình khác hằng và S, T ⊂ C ∪ {∞} lần lượt là tập nghiệm

của các đa thức

P (z) = zn + azn−m + b, Q(z) = zn + a′zn−m + b′,

trong đó n ⩾ 2m + 9, hoặc m ⩾ 4, hoặc (n,m) = 1 khi m ⩾ 2. Trong

luận án này chúng tôi sẽ nghiên cứu các vấn đề tương tự các kết quả của

Pakovich F. và Khoai H. H., An V. H., Hoa P. N. cho trường hợp các ánh

xạ chỉnh hình.

Theo hướng nghiên cứu thứ hai, như đã nói ở trên, năm 1975, Fujimoto

H. (xem [15]) đã mở rộng định lý này cho đường cong chỉnh hình, ông đã
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chứng minh rằng các ánh xạ chỉnh hình không suy biến từ Cm vào Pn(C)

được xác định duy nhất bởi 3n+ 2 siêu phẳng ở vị trí tổng quát khi tính

cả bội các không điểm. Năm 1983, Smiley L. ([53]) đã cải tiến kết quả này

bằng cách bỏ qua bội các không điểm. Sau đó, vấn đề này đã được nghiên

cứu sâu rộng bởi nhiều tác giả: Fujimoto H. ([16]), Ru M. ([48]), Yan Q.

và Chen Z. ([58]), Dethloff G. và Tan T. V. ([12]), An D. P., Quang S. D.

và Thai D. D. ([3]), Phuong H. T. và Minh T. H. ([45]), Phuong H. T và

Vilaisavanh L. ([47]), Aihara Y. ([2]), Cao T.-B. và Yi H.-X ([10]) và nhiều

tác giả khác cho đường cong chỉnh hình từ Cm, C hay hình vành khuyên

trong mặt phẳng phức C vào không gian xạ ảnh Pn(C) hay đa tạp đại số

trong Pn(C), với mục tiêu là các siêu phẳng hay siêu mặt, cố định hay di

động.

Cho f = (f0 : . . . : fn) : Cm −→ Pn(C) là đường cong chỉnh hình, trong

đó f0, . . . , fn là các hàm phân hình không có không điểm bội trên Cm. Gọi

D là siêu mặt bậc d trong Pn(C) và Q là đa thức thuần nhất bậc d xác

định D trong C[z0, . . . , zn]. Giả sử

Q(z0, . . . , zn) =
nd∑
k=0

akz
ik0
0 . . . ziknn ,

trong đó nd =
(
n+d
n

)
− 1 và ik0 + . . .+ ikn = d với k = 0, . . . , nd. Ta viết

(f,D) = Q(f) =
nd∑
k=0

akf
ik0
0 . . . f ikn

n .

Ta nói rằng (f,D) là tự do nếu (f,D) ̸≡ 0.

Đối với giả thiết (f,D) là tự do, ta ký hiệu ν(f,D) là ánh xạ từ Cm vào

Z, trong đó ν(f,D)(z) (z ∈ Cm) là bội không điểm của (f,D) tại z. Đối với

các số nguyên dương d, k, ta đặt

νd(f,D),⩽k =

{
min{d, ν(f,D)} nếu 0 < ν(f,D) ⩽ k,
0 trong các trường hợp còn lại.
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Bây giờ, ta giả sử D = {D1, . . . , Dq} là tập hợp các siêu mặt bất kỳ và

Qj là các đa thức thuần nhất bậc dj xác định Dj với j = 1, . . . , q trong

C[z0, . . . , zn]. Ký hiệu dD là bội chung nhỏ nhất của các dj, j = 1, . . . , q

và đặt

nD =

(
n+ dD

n

)
− 1.

Đối với số nguyên N ⩾ n, ta nhắc lại tập các siêu mặt D được gọi là

ở vị trí N -dưới tổng quát nếu q > N và với mọi tập con gồm N + 1 chỉ

số phân biệt i1, . . . , iN+1 ∈ {1, . . . , q}, ta có
N+1⋂
k=1

supp(Dik) = ∅. Đặc biệt,

nếu N = n, thì tập các siêu mặt D được gọi là ở vị trí tổng quát.

Giả sử f và g là hai ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính từ

Cm vào Pn(C) và H1, . . . , Hq là q siêu phẳng ở vị trí tổng quát sao cho

dim f−1(Hi ∩Hj) ⩽ m− 2 đối với i ̸= j.

Gọi m1, . . . ,mq là các số nguyên dương hoặc ∞ thỏa mãn m1 ⩾ m2 ⩾

. . . ⩾ mq ⩾ n,

ν1(f,Hj),⩽mj
= ν1(g,Hj),⩽mj

, j = 1, 2 . . . , q

và f(z) = g(z) với mọi z ∈
q⋃

j=1
z ∈ Cm : 0 < ν(f,Hj) ⩽ mj. Năm 2000,

Aihara Y. (xem [2]) đã chứng minh f = g nếu

q∑
j=3

mj

mj + 1
>

qn− q + n+ 1

n
+

m1

m1 + 1
− m2

m2 + 1
. (4)

Kết quả của Aihara Y. là điều kiện đủ liên quan đến quan hệ giữa bội

các không điểm của (f,Hj) và (g,Hj) để hai đường cong chỉnh hình không

suy biến tuyến tính là bằng nhau. Lưu ý rằng điều kiện (4) sẽ suy ra được

q ⩾ 3n + 2. Năm 2011, Cao T.-B. và Yi H.-X. ([10]) đã cải tiến kết quả
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của Aihara Y. và chứng minh rằng f = g nếu

q∑
j=3

mj

mj + 1
>

qn− q + n+ 1

n
− (n− 1)

(
1

m1 + 1
+

1

m2 + 1

)
. (5)

Đối với vấn đề này ta có thể tiếp tục nghiên cứu trong các trường hợp

khác, chẳng hạn trường hợp đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên,

mục tiêu là các siêu mặt di động hay cố định ở vị trí tổng quát hoặc dưới

tổng quát.

Sự lựa chọn đề tài "Vấn đề duy nhất đối với L-hàm và đường cong chỉnh

hình" của chúng tôi nhằm làm phong phú thêm các kết quả về phân bố

giá trị cho hàm phân hình và đường cong chỉnh hình.

2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu

• Đối tượng nghiên cứu: Hàm phân hình, ánh xạ chỉnh hình trên

mặt phẳng phức C và trên hình vành khuyên, ứng dụng của lý thuyết

Nevanlinna cho hàm và ánh xạ chỉnh hình để khảo cứu vấn đề phân bố

giá trị của hàm và ánh xạ chỉnh hình có điều kiện của giá trị khuyết, bài

toán xác định duy nhất hàm và ánh xạ chỉnh hình khi chúng chia sẻ các

tập hợp hoặc siêu mặt.

• Mục đích nghiên cứu:

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu các vấn đề sau đây:

Vấn đề thứ nhất: Thiết lập một số điều kiện đủ liên quan đến điều

kiện của giá trị khuyết và đạo hàm để cho L-hàm và hàm phân hình là

trùng nhau.

Vấn đề thứ hai: Xây dựng một số dạng định lý duy nhất liên quan

đến việc chia sẻ các siêu mặt kiểu Fermat-Yi đối với lũy thừa các ánh xạ

chỉnh hình.
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Vấn đề thứ ba: Xây dựng dạng định lý duy nhất cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên liên quan đến bội các không điểm.

3. Tổng quan về luận án

a) Đối với vấn đề nghiên cứu thứ nhất, chúng tôi đã:

- Thiết lập điều kiện đủ liên quan đến giá trị khuyết tại ∞ để L-hàm

và hàm phân hình là trùng nhau (Định lý 1.2.1). Từ đó chỉ ra sự tồn tại

của tập xác định duy nhất gồm 8 phần tử và tập xác định duy nhất liên

quan đến số khuyết gồm 7 phần tử cho L-hàm và hàm phân hình.

- Xây dựng mới định lý duy nhất cho L-hàm và hàm phân hình với điều

kiện đại số liên quan đến đạo hàm (Định lý 1.3.1).

Có thể thấy Định lý 1.2.1 đã cải tiến và tổng quát hóa một số kết quả

gần đây của Khoai H. H., An V. H. và Phuong N. D. trong [31] và một số

kết quả của Yuan Q.-Q., Li X.-M. và Yi H.-X. trong [62]. Từ Phần 2 của

Định lý 1.2.1 ta thu được Định lý 2. Định lý 1.3.1 là cải tiến của Định lý

1.1 của Khoai H. H., An V. H. và Ninh L. Q. trong ([29]). Hệ quả 1.3.2

của Định lý 1.3.1 đã cải tiến Định lý 7 của Sahoo P. và Halder S. trong

[50].

b) Đối với vấn đề nghiên cứu thứ hai:

Cho f = (f1 : . . . : fN+1) là ánh xạ chỉnh hình với (f1 : . . . : fN+1) là

biểu diễn rút gọn. Ánh xạ f được gọi là không suy biến tuyến tính mức 1

nếu và chỉ nếu với bất kì i, j : 1 ⩽ i < j ⩽ N + 1, ta có
fi
fj

là hàm phân

hình khác hằng. Trong luận án này chúng tôi:

- Thiết lập được điều kiện đủ để hai ánh xạ chỉnh hình f, g trên C

không suy biến tuyến tính mức 1 với các biểu diễn rút gọn (f1 : . . . : fN+1)

và (g1 : . . . : gN+1) có tính chất: fi, gi phụ thuộc tuyến tính khi hai ánh

xạ f v = (f v
1 : . . . : fn

N+1), g
v = (gv1 : . . . : g

n
N+1) chia sẻ các siêu mặt X, Y ,
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ở đó v là số nguyên dương (Định lý 2.2.3).

- Thiết lập dạng siêu mặt xác định duy nhất kiểu Fermat-Yi cho ánh

xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính mức 1.

- Chỉ ra sự tồn tại của lớp siêu mặt xác định duy nhất cho một số lớp

ánh xạ chỉnh hình. Cụ thể kí hiệu

Mv
L1(C,P

N(C)) := {f v : f ∈ ML1(C,PN(C))}.

Khi đó, tồn tại các siêu mặt xác định duy nhất có bậc 13(2N − 1)2 cho

M1
L1(C,PN(C)), có bậc 7(2N−1)2 choM2

L1(C,PN(C)), có bậc 4(2N−1)2

cho M8
L1(C,PN(C)).

c) Đối với vấn đề nghiên cứu thứ ba:

- Xây dựng được dạng định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên cho trường hợp mục tiêu là các siêu phẳng ở

vị trí N -dưới tổng quát (Định lý 3.2.1).

- Thiết lập được điều kiện đại số liên quan đến bội của các không điểm

với mục tiêu là các siêu mặt ở vị trí N -dưới tổng quát để hai đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên đồng nhất bằng nhau (Định lý 3.2.2).

Chú ý rằng, trong Định lý 3.2.2, khi D1, . . . , Dq là các siêu phẳng ở vị

trí tổng quát thì N = n và nD = n, khi đó bất đẳng thức (3.20) trong

Định lý 3.2.2 trở thành bất đẳng thức (5), như vậy Định lý 3.2.2 là mở

rộng kết quả của Cao T.-B. và Yi H.-X. ([10]). Ngoài ra, khi D1, . . . , Dq

là các siêu phẳng ở vị trí tổng quát, điều kiện (3.20) sẽ suy ra q ⩾ 3n+2,

giống như kết quả của Smiley L. trong [53].

4. Phương pháp và công cụ nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi dùng các công cụ, kiến thức, kỹ thuật của

giải tích phức, lý thuyết phân bố giá trị Nevanlinna, Nevanlinna-Cartan,
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hình học đại số để giải quyết các vấn đề đặt ra. Cụ thể chúng tôi đã dùng

các dạng khác của hai định lý cơ bản của lý thuyết Nevanlinna cho hàm

và ánh xạ chỉnh hình trên mặt phẳng phức C, trên hình vành khuyên cùng

các kĩ thuật ước lượng giữa hàm đếm, hàm xấp xỉ, hàm đặc trưng, định lý

số khuyết, bổ đề kiểu Borel cho ánh xạ chỉnh hình rẽ nhánh.

Chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu cơ bản, truyền thống để

giải quyết các vấn đề: trên cơ sở nghiên cứu các tài liệu, các công trình đã

có, chúng tôi phát hiện các vấn đề mở và sử dụng hoặc xây dựng các công

cụ, phương pháp để giải quyết các vấn đề đặt ra.

5. Cấu trúc luận án

Luận án bao gồm phần mở đầu, ba chương nội dung, kết luận của luận

án và danh mục tài liệu tham khảo.

Chương 1: Vấn đề duy nhất đối với hàm phân hình và L-hàm chia sẻ

tập hữu hạn. Trong chương này chúng tôi sẽ trình bày chi tiết các kết quả

nghiên cứu liên quan đến vấn đề nghiên cứu thứ nhất: chứng minh một

số kết quả về vấn đề duy nhất cho L-hàm và hàm phân hình có liên quan

đến giá trị khuyết và điều kiện đạo hàm chia sẻ giá trị. Các kết quả trong

chương này được công bố trên bài báo số [AC1] và [AC2] trong Danh mục

Công trình của tác giả liên quan đến luận án.

Chương 2 với tên Siêu mặt xác định duy nhất đối với ánh xạ chỉnh hình,

chúng tôi tập trung giới thiệu chi tiết các kết quả của hướng nghiên cứu

thứ hai thông qua việc thiết lập một số điều kiện đại số cho một hoặc hai

siêu mặt xác định duy nhất ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính

mức 1 từ C vào PN(C). Các kết quả trong chương này được công bố trên

bài báo số [PAC1] trong Danh mục Công trình của tác giả liên quan đến

luận án.
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Chương 3: Định lý duy nhất đối với đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên liên quan đến bội các không điểm. Chương này dành cho việc

trình bày các kết quả của hướng nghiên cứu thứ ba. Cụ thể chúng tôi đã

phát biểu và chứng minh dạng định lý cơ bản thứ hai, trên cơ sở đó chứng

minh duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên liên

quan đến bội các không điểm của đường cong kết hợp với các siêu mặt ở

vị trí dưới tổng quát. Các kết quả chính trong chương này viết dựa trên

bài báo số [PC1] trong Danh mục Công trình của tác giả liên quan đến

luận án.

Ngoài việc công bố trên các tạp chí, các kết quả chính của luận án đã

được báo cáo tại:

� Seminar của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm,

Đại học Thái Nguyên hằng năm.

� Seminar đề tài NCKH cấp bộ B2024-TNA-19.
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Chương 1

Vấn đề duy nhất đối với hàm phân
hình và L-hàm chia sẻ tập hữu hạn

Trong chương này chúng tôi sẽ giới thiệu một số kiến thức cơ sở về

L-hàm và hàm phân hình, và chứng minh điều kiện đại số để L-hàm và

hàm phân hình trùng nhau liên quan đến số khuyết tại ∞ và liên quan

đến đạo hàm. Các kết quả chính trong chương này viết dựa trên bài báo

[AC1] và [AC2] trong Danh mục công trình của tác giả liên quan đến luận

án.

1.1. Kiến thức cơ sở

Khái niệm và một số tính chất về L-hàm

Trong phần này chúng tôi xem xét các L-hàm trong lớp Selberg, tức là

mỗi hàm phức trong lớp này được xác định bởi chuỗi Dirichlet có dạng

L(s) =
∞∑
n=1

a(n)

ns
,

hội tụ tuyệt đối trong miền Re(s) > 1 thỏa mãn các tính chất sau:

(i) Giả thuyết Ramanujan: với mọi số dương ε, a(n) ≪ nε, tức là tồn

tại hằng số C sao cho |a(n)| ⩽ Cnε.

(ii) Thác triển giải tích: tồn tại số nguyên không âm m sao cho

(s− 1)mL(s) là hàm nguyên bậc hữu hạn;
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(iii) Phương trình hàm: tồn tại các số thực dương Q, λi và tồn tại số

nguyên dương K và tồn tại các số phức µi, ω với Reµi ⩾ 0 và |ω| = 1

thỏa mãn phương trình

ΛL(s) = ωΛL(1− s),

trong đó

ΛL(s) := L(s)Qs
K∏
i=1

Γ(λis+ µi)

và Γ(s) là hàm Gamma Euler.

(iv) Giả thuyết tích Euler: tồn tại tích Euler có dạng

L(s) =
∏
p

Lp(s),

trong đó

Lp(s) = e

∞∑
k=1

b(pk)

pks ,

đối với các hệ số b(pk) thỏa mãn b(pk) ≪ pkθ và số θ <
1

2
, trong đó từng

phần tử trong tích là ứng với số nguyên tố p.

Chú ý rằng, các hằng số trong phương trình hàm của L-hàm L là phụ

thuộc vào L. Mặc dù các phương trình hàm của L là không duy nhất

nhưng có những đại lượng bất biến, chẳng hạn bậc dL xác định bởi

dL = 2
K∑
i=1

λi.

Ví dụ 1.1.1. Hàm Riemann zeta, ký hiệu ζ(s) được xác định bởi chuỗi

Dirichlet như sau:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
,

với Re(s) > 1. Hàm này có khai triển tích Euler như sau:

ζ(s) =
∏

p nguyên tố

(
1− 1

ps

)−1

.
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Hàm ζ(s) có thể thác triển giải tích được ra toàn bộ mặt phẳng phức ngoại

trừ cực điểm đơn s = 1. Đặt

Λ(s) := π−s/2Γ
(s
2

)
ζ(s),

thì Λ(s) thỏa mãn phương trình hàm đối xứng:

Λ(s) = Λ(1− s).

Một số giá trị đặc biệt của hàm ζ:

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(0) = −1

2
, ζ(−1) = − 1

12
.

Ví dụ 1.1.2. Giả sử q là số nguyên, ký tự Dirichlet modulo q là hàm số

χ : Z −→ C,

thỏa mãn ba điều kiện sau:

� Tính tuần hoàn: χ(n+ q) = χ(n) với mọi n ∈ Z.

� Tính nhân: χ(mn) = χ(m)χ(n) với mọi m,n ∈ Z.

� Triệt tiêu tại các phần tử không nguyên tố cùng nhau với q:

χ(n) =

{
̸= 0 nếu gcd(n, q) = 1,
0 nếu gcd(n, q) > 1.

Đối với ký tự Dirichlet χ, khi đó hàm

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns

là L-hàm Dirichlet, trong đó s là biến phức với Re(s) > 1.

Ví dụ cụ thể về L-hàm Dirichlet như sau: ta lấy ký tự Dirichlet χ

modulo 4 xác định bởi:

χ(n) =


1 nếu n ≡ 1 (mod 4),
−1 nếu n ≡ 3 (mod 4),
0 nếu gcd(n, 4) > 1.
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Khi đó

L(s, χ) = 1−s − 3−s + 5−s − 7−s + . . . =
∞∑
n=1

(−1)n

(2n+ 1)s
.

Mỗi L-hàm Dirichlet xây dựng như thế này có tính chất sau:

• Mỗi L-hàm có thể biểu diễn thành tích Euler:

L(s, χ) =
∏

p nguyên tố

(
1− χ(p)

ps

)−1

.

Từ đây ta thấy mối quan hệ giữa L-hàm và phân bố của các số nguyên tố.

• Mỗi L-hàm L(s, χ) có thể được khai triển giải tích trên toàn mặt

phẳng phức, ngoại trừ trường hợp χ = χ0 là ký tự tầm thường

χ0(n) =

{
1 nếu gcd(n, q) = 1,
0 nếu gcd(n, q) > 1.

Khi đó L(s, χ0) có điểm kỳ dị đơn tại s = 1.

• Nếu χ là ký tự không tầm thường, thì L(s, χ) không có điểm kỳ dị

tại s = 1 và L(1, χ) ̸= 0.

Các mệnh đề sau là một số tính chất của L-hàm.

Mệnh đề 1.1.1 ([23], Định lý, trang 2). Giả sử L1, . . . , LN là các L-hàm

khác hằng phân biệt. Khi đó L1, . . . , LN là độc lập tuyến tính trên C.

Mệnh đề 1.1.2 ([29], Bổ đề 2.7, trang 269). Giả sử P (z), Q(z) là hai đa

thức khác hằng bậc n và giả sử f là hàm phân hình khác hằng với hữu hạn

cực điểm trong mặt phẳng phức, L là L-hàm khác hằng. Giả sử rằng f và

L thỏa mãn
1

Q(f)
=

c

P (L)
+ c1,

trong đó c, c1 ∈ C và c ̸= 0. Khi đó c1 = 0.
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Mệnh đề 1.1.3 ([29], Bổ đề 3.1, trang 270). Giả sử L là L-hàm trong

lớp Selberg mở rộng, f là hàm phân hình, a, b, d, u, v, t là các hằng số phức

khác không, n và m là các số nguyên dương, n ⩾ 2m+ 3. Đặt

P (x) = axn + bxn−m + d; Q(y) = uyn + vyn−m + t.

1. Nếu P (L) = Q(f), thì f = hL, trong đó h là hằng số, thỏa mãn

hn = a/u, hn−m = b/v và d = t.

2. Nếu (n,m) = 1, a = u, b = v và P (L) = Q(f), thì f = L và d = t.

3. Nếu L1, L2 là các L-hàm trong lớp Selberg mở rộng và P (L1) =

Q(L2), thì L1 = L2 và P = Q.

Các hàm Nevanlinna và một số tính chất cơ bản

Ta nhắc lại, đối với hàm phân hình f và a là số phức hữu hạn. Nếu f

biểu diễn được dưới dạng

f(z)− a = (z − z0)
αh(z),

trong đó h(z) là hàm chỉnh hình trong lân cận của z0 và h(z0) ̸= 0, thì ta

đặt νaf (z0) = α và gọi là bội của f − a tại không điểm z0. Nếu a = 0, để

đơn giản ta viết νf(z0) thay cho ν0f(z0). Nếu f biểu diễn được dưới dạng

f(z) =
h(z)

(z − z0)α
,

trong đó h(z) là hàm chỉnh hình trong lân cận của z0 và h(z0) ̸= 0, thì ta

đặt ν∞f (z0) = α và gọi là bội của f tại cực điểm z0.

Cho f là hàm phân hình khác hằng trong C, a ∈ C ∪ {∞} và k là số

nguyên không âm hoặc vô cùng. Với mỗi ρ > 0, gọi n(ρ, f) là số cực điểm

tính cả bội của hàm f trong đĩa D(0, ρ), n(ρ, f) là số cực điểm không tính

bội của hàm f trong đĩa D(0, ρ). Hàm đếm tại các cực điểm tính cả bội
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(tương ứng, không tính bội) của f trong đĩa D(0, ρ) được xác định như

sau:

N(ρ, f) =

ρ∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log ρ,

(tương ứng N(ρ, f) =

ρ∫
0

n(t, f)− n(0, f)

t
dt+ n(0, f) log ρ).

Đối với a ∈ C∪{∞}, ta gọi N(ρ,
1

f − a
) (tương ứng N(ρ,

1

f − a
)) là hàm

đếm tại các không điểm của f − a hay là hàm đếm tại các a-điểm kể cả

bội (tương ứng không kể bội) của f .

Hàm

m(ρ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f(ρeiθ)∣∣ dθ

được gọi là hàm xấp xỉ của f , ở đó log+ x = max{0, log x}. Tương tự, đối

với giá trị a ∈ C, ta có

m

(
ρ,

1

f − a

)
=

1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣∣ 1

f(ρeiθ)− a

∣∣∣∣ dθ.
Có thể thấy hàm m(ρ,

1

f − a
) mô tả "mức độ gần" mà f(z) đạt giá trị a

trên đường tròn |z| = ρ.

Ta gọi hàm

T (ρ, f) = m(ρ, f) +N(ρ, f)

là hàm đặc trưng (hay hàm đặc trưng Nevanlinna) của f . Các hàm đếm,

hàm xấp xỉ và hàm đặc trưng đóng vai trò trung tâm trong lý thuyết

Nevanlinna. Các định lý và mệnh đề sau đây là các định lý cơ bản trong

lý thuyết Nevanlinna cho các hàm phân hình:
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Định lý 1.1.4 (xem [59], Định lý cơ bản thứ nhất, Định lý 1.2, trang 8).

Giả sử hàm phân hình khác hằng f(z) trong C và giả sử a ∈ C. Khi đó

T

(
ρ,

1

f − a

)
= T (ρ, f) +O(1),

trong đó O(1) là đại lượng bị chặn khi ρ → ∞.

Định lý 1.1.5 (xem [59], Định lý cơ bản thứ hai, Định lý 1.6’, trang 22).

Giả sử hàm phân hình khác hằng f trên C và giả sử a1, a2, . . ., aq là các

điểm phân biệt của C. Khi đó

(q − 1)T (ρ, f) ⩽ N(ρ, f) +

q∑
i=1

N

(
ρ,

1

f − ai

)
−N0

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ, f),

ở đó No(ρ,
1

f ′ ) là hàm đếm các không điểm của đạo hàm f ′, mà không là

các không điểm của hàm (f − a1) . . . (f − aq) và S(ρ, f) = o(T (ρ, f)) với

mọi ρ nằm ngoài tập có độ đo Lebesgue hữu hạn.

Mệnh đề 1.1.6 (xem [22], Định lý 2.4, trang 43). Giả sử hàm phân hình

khác hằng f và các điểm phân biệt a1, a2, . . . , aq trong C ∪ {∞}. Giả sử

mỗi f − ai có các không điểm với bội ít nhất là mi, i = 1, . . . , q. Khi đó
q∑

i=1

(
1− 1

mi

)
⩽ 2.

Mệnh đề sau là tính chất của các hàm Nevanlinna liên quan đến đạo

hàm.

Mệnh đề 1.1.7. Đối với bất kỳ hàm phân hình khác hằng f sao cho f (k)

khác hằng, ta có

1/ (xem [19], Định lý 2.3, trang 99)

i) T (ρ, f (k)) ⩽ (k + 1)T (ρ, f) + S(ρ, f);

ii) S(ρ, f (k)) = S(ρ, f).

2/ (xem [60], Bổ đề 3, trang 171; hoặc [63], Bổ đề 2.3, trang 5)

iii) N(ρ,
1

f ′ ) ⩽ N(ρ,
1

f
) +N(ρ, f) + S(ρ, f).



20

Mệnh đề sau là tính chất của các hàm Nevanlinna của L-hàm.

Mệnh đề 1.1.8 ([54], trang 150). Giả sử L-hàm khác hằng là L. Khi đó

i) T (ρ, L) =
dL
π
ρ log ρ+O(ρ), trong đó dL = 2

K∑
i=1

λi là bậc của L-hàm,

K, λi là số nguyên dương và số thực dương tương ứng, trong phương trình

hàm của L-hàm.

ii) N(ρ, L) = S(ρ, L).

Tiếp theo ta định nghĩa một số dạng hàm đếm đặc biệt sử dụng trong

chứng minh các kết quả chính. Cho f là hàm phân hình khác hằng và k

là số nguyên không âm. Ta gọi N (k(ρ, f) là hàm đếm tại các cực điểm bội

⩾ k của f , trong đó mỗi cực điểm được tính chỉ một lần, Nk)(ρ, f) là hàm

đếm tại các cực điểm bội ⩽ k của f , trong đó mỗi cực điểm được tính chỉ

một lần. Với mỗi a ∈ C, ta gọi N (k(ρ,
1

f − a
) là hàm đếm tại các không

điểm bội ⩾ k của f − a, ở đó mỗi không điểm được tính chỉ một lần,

Nk)(ρ,
1

f − a
) là hàm đếm tại các không điểm bội ⩽ k của f − a, trong

đó mỗi không điểm được tính chỉ một lần.

Cho f và g là hai hàm phân hình khác hằng, ta gọi N(ρ,
1

f
; g ̸= 0) là

hàm đếm tại các không điểm của f mà không là không điểm của g, ở đó

mỗi không điểm được tính chỉ một lần.

Cho f và g là hai hàm phân hình khác hằng. Giả sử f−1(0) = g−1(0)

và α là số nguyên không âm, ta gọi

N

(
ρ,

1

f
; νf = α

)
là hàm đếm tại các không điểm z của f thỏa mãn νf(z) = α, ta gọi

N

(
ρ,

1

f
; νf = νg = α

)
là hàm đếm tại các không điểm chung z của f và g, thỏa mãn

νf(z) = νg(z) = α.



21

Ta gọi

N

(
ρ,

1

f
; νf > νg ⩾ α

)
là hàm đếm tại các không điểm chung z của f và g, thỏa mãn

νf(z) > νg(z) ⩾ α.

Tương tự, ta xác định các hàm đếmN(ρ,
1

g
; νg > νf ⩾ α),N(ρ,

1

f
; νf ⩾ α)

và N(ρ,
1

g
; νg ⩾ α).

Cho f, g là hai hàm phân hình khác hằng, đặt

F =
1

f
, G =

1

g
và H =

F ′′

F ′ −
G′′

G′ .

Mệnh đề 1.1.9. Giả sử rằng H ̸≡ 0, nếu hai hàm phân hình khác hằng

f, g thỏa mãn f−1(0) = g−1(0). Khi đó

i) (xem [29], Bổ đề 2.4, trang 268) Ta có

N(ρ,H) ⩽ N (2(ρ, f) +N (2(ρ, g) +N

(
ρ,

1

f ′ ; f ̸= 0

)
+N

(
ρ,

1

g′
; g ̸= 0

)
+N

(
ρ,

1

f
; νf > νg ⩾ 1

)
+N

(
ρ,

1

g
; νg > νf ⩾ 1

)
.

Hơn nữa, nếu a là không điểm đơn chung của f và g, thì H(a) = 0.

ii) Giả sử thêm

Ef(0, νf = 1) ∩ Eg(0, νg = 2) = ∅

và

Ef(0, νf = 2) ∩ Eg(0; νg = 1) = ∅,

trong đó

Ef(0, νf = k) = {z ∈ C : νf(z) = k}.

Khi đó ta có

N

(
ρ,

1

f

)
+N

(
ρ,

1

g

)
+ 2N

(
ρ,

1

f
; νf ⩾ 2

)
+ 2N

(
ρ,

1

g
; νg ⩾ 2

)
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⩽ N(ρ,H) +
1

2

(
N

(
ρ,

1

f

)
+N

(
ρ,

1

g

))
+N

(
ρ,

1

f
; νf ⩾ 2

)
+N

(
ρ,

1

g
; νg ⩾ 2

)
+ S(ρ, f) + S(ρ, g).

Chứng minh (ii). Áp dụng ([19], trang 14) ta thu được:

N

(
ρ,

1

f

)
=

∑
0<|ai|<ρ

log
ρ

|ai|
+ n

(
0,

1

f

)
log ρ,

trong đó ai là các không điểm kể cả bội của f và

N

(
ρ,

1

f

)
=

∑
0<|ai|<ρ

log
ρ

|ai|
+ n

(
0,

1

f

)
log ρ,

trong đó ai là các không điểm không kể bội của f .

Từ đây, ta đặt

M = N

(
ρ,

1

f

)
+N

(
ρ,

1

g

)
+ 2N

(
ρ,

1

f
; νf ⩾ 2

)
+ 2N

(
ρ,

1

g
; νg ⩾ 2

)
,

T = N

(
ρ,

1

f
; νf = νg = 1

)
+

1

2

(
N

(
ρ,

1

f

)
+N

(
ρ,

1

g

))
+N

(
ρ,

1

f
; νf ⩾ 2

)
+N

(
ρ,

1

g
; νg ⩾ 2

)
.

Trước tiên ta chứng minh rằng M ⩽ T . Thật vậy, ta gọi a là không

điểm bội p của f . Từ Ef(0) = Eg(0), kéo theo rằng a là không điểm bội

q của g. Ta xem xét ba trường hợp sau:

Trường hợp 1. Giả sử rằng p = q.

Nếu p = q = 1, thì a được tính 1 + 1+ 0+ 0 = 2 lần trong M và được

tính 1 +
1

2
(1 + 1) = 2 lần trong T .

Nếu p = q ⩾ 2, thì a được tính 1 + 1+ 2+ 2 = 6 lần trong M và được

tính 0 +
1

2
(p+ p) + p+ p = 3p ⩾ 6 lần trong T .

Trường hợp 2. Giả sử rằng p > q.

Nếu p > q và q = 1, thì p ⩾ 3 từ

Ef(0, νf = 2) ∩ Eg(0, νg = 1) = ∅,
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khi đó a được tính 1 + 1 + 2 + 0 = 4 lần trong M và do p ⩾ 3 ta thấy

rằng a được tính 0 +
1

2
(p+ 1) + p+ 0 = p+

p+ 1

2
⩾ 5 > 4 lần trong T .

Nếu p > q và q ⩾ 2, thì p ⩾ 3 và a được tính 1 + 1 + 2 + 2 = 6

lần trong M . Do p ⩾ 3 và q ⩾ 2 nên p + q ⩾ 5, khi đó a được tính

0 +
1

2
(p+ q) + p+ q = 0 +

3(p+ q)

2
> 6 lần trong T .

Trường hợp 3. Giả sử rằng q > p. Theo lý luận tương tự như trong

Trường hợp 2 ta cũng suy ra được số lần a được tính trong M ít hơn hoặc

cùng lắm là bằng số lần a được tính trong T .

Như vậy M ⩽ T . Chú ý rằng nếu a là không điểm đơn chung của f và

g, khi đó H(a) = 0, ta có

N

(
ρ,

1

f
; νf = νg = 1

)
⩽ N

(
ρ,

1

H

)
⩽ T (ρ,H) +O(1)

= N(ρ,H) +m(ρ,H) +O(1)

⩽ N(ρ,H) +m

(
ρ,

F ′′

F ′

)
+m

(
ρ,

G′′

G′

)
+O(1)

⩽ N(ρ,H) + S(ρ, f) + S(ρ, g).

Mệnh đề 1.1.9 được chứng minh.

Tiếp theo ta nhắc lại khái niệm về số khuyết. Đối với hàm phân hình

f và giá trị a ∈ C ∪ {∞}, các giá trị

θ(a, f) = 1− lim sup
ρ−→∞

N

(
ρ,

1

f − a

)
T (ρ, f)

,

Θ(a, f) = 1− lim sup
ρ−→∞

N

(
ρ,

1

f − a

)
T (ρ, f)

,

với a ∈ C và

θ(∞, f) = 1− lim sup
ρ−→∞

N(ρ, f)

T (ρ, f)
,

Θ(∞, f) = 1− lim sup
ρ−→∞

N(ρ, f)

T (ρ, f)
,
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với a = ∞, trong đó ρ nằm ngoài tập có độ đo Lebesgue hữu hạn, lần lượt

được gọi là số khuyết kể cả bội và số khuyết không kể bội của hàm f tại

điểm a. Rõ ràng

0 ⩽ θ(a, f) ⩽ Θ(a, f) ⩽ 1.

Cho f là hàm phân hình khác hằng trên mặt phẳng phức C. Giá trị

a ∈ C ∪ {∞} được gọi là giá trị bỏ được Picard nếu

f(z) ̸= a với mọi z ∈ C.

Ta biết rằng, hàm phân hình khác hằng có thể có nhiều nhất hai giá trị

bỏ được Picard trong C ∪ {∞}.
Mệnh đề sau đây là tính chất về giá trị bỏ được Picard của L-hàm trong

mặt phẳng phức.

Mệnh đề 1.1.10 ([35], Bổ đề 2.3, trang 3800). Giả sử L-hàm khác hằng

là L, khi đó không tồn tại giá trị bỏ được Picard của L trong mặt phẳng

phức.

Bây giờ chúng tôi giới thiệu một số kí hiệu để sử dụng trong việc nghiên

cứu về vấn đề duy nhất. Giả sử f là hàm phân hình và a ∈ C. Ta gọi Ef(a)

là tập các a-điểm của f ở đó mỗi a-điểm được tính với bội của nó, tức là

Ef(a) = {(z, νaf (z)) : z ∈ C, f(z) = a}.

Tương tự, ta gọi Ef(a) là tập các a-điểm của f trong đó mỗi a-điểm được

tính chỉ một lần.

Đối với k là số nguyên dương, ta gọi Ef(a, k) là tập các a-điểm của f

trong đó mỗi a-điểm z được tính νaf (z) lần nếu νaf (z) ⩽ k và k+1 lần nếu

νaf (z) > k. Tức là

Ef(a, k) =

{
(z,m) : f(z) = a, m =

{
νaf (z) nếu νaf (z) ⩽ k,

k + 1 nếu νaf (z) > k.

}
.
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Đối với số nguyên dương α, ta đặt

Ef,α)(a) = {(z, νaf (z)) : f(z) = a, νaf (z) ⩽ α}.

Đối với tập con khác rỗng S ⊂ C ∪ {∞}, ta đặt

Ef(S) =
⋃
a∈S

Ef(a).

Tương tự ta có các tập Ef(S), Ef(S, k), Ef,α)(S).

Hai hàm phân hình khác hằng f, g được nói là chia sẻ S kể cả bội (chia

sẻ S CM) nếu Ef(S) = Eg(S), chia sẻ S không kể bội (chia sẻ S IM) nếu

Ef(S) = Eg(S) và chia sẻ S với trọng k nếu Ef(S, k) = Eg(S, k).

Cho F là tập con khác rỗng của M(C). Đối với bất kỳ hai hàm khác

hằng f, g của F , nếu điều kiện Ef(S) = Eg(S) (tương ứng Ef(S) =

Eg(S)) suy ra f = g thì S được gọi là tập xác định duy nhất tính bội

(tương ứng không tính bội) đối với họ hàm F . Tương tự, đối với bất kỳ

hai hàm khác hằng f, g của F , nếu điều kiện Ef(S, k) = Eg(S, k), suy ra

f = g, thì S được gọi là tập xác định duy nhất với trọng k đối với họ hàm

F . Rõ ràng

Ef(S) = Ef(S,∞); Ef(S) = Ef(S, 0).

Cho P (z) là đa thức với các hệ số phức. Đa thức P (z) được gọi là đa

thức duy nhất đối với hàm phân hình (nguyên) nếu hai hàm phân hình

(nguyên) khác hằng tùy ý f và g, thỏa mãn điều kiện P (f) = P (g) và kéo

theo f = g. Đa thức P (z) được gọi là đa thức duy nhất mạnh đối với hàm

phân hình (nguyên) nếu hai hàm phân hình (nguyên) khác hằng tùy ý f, g

và hằng số khác không c tùy ý, thỏa mãn điều kiện P (f) = cP (g) và kéo

theo f = g.

Xét đa thức P (z) ∈ C[z] bậc q có dạng

P (z) = a(z − a1)(z − a2) . . . (z − aq), (1.1)
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trong đó đạo hàm của đa thức P (z) có k không điểm phân biệt d1, d2, . . . , dk

với các bội q1, q2, . . . , qk, tương ứng, khi đó

P ′(z) = aq(z − d1)
q1(z − d2)

q2 . . . (z − dk)
qk, a ̸= 0.

Số k được gọi là chỉ số đạo hàm của P (z). Giả sử rằng:

P (di) ̸= 0 đối với 1 ⩽ i ⩽ k. (1.2)

Chú ý rằng, điều kiện (1.2) suy ra P (z) chỉ có không điểm đơn. Chúng ta

nhớ lại điều kiện sau được giới thiệu bởi Fujimoto H. (xem [18], trang 35):

P (di) ̸= P (dj) đối với 1 ⩽ i < j ⩽ k, k ⩾ 2. (F )

Fujimoto H. ([17], Mệnh đề 7.1, trang 1200) đã chứng minh sau:

Mệnh đề 1.1.11 ([17], Mệnh đề 7.1, trang 1200). Giả sử a1, . . . , aq là các

số phức phân biệt và đa thức duy nhất mạnh P (z) = a(z− a1) . . . (z− aq)

thỏa mãn các điều kiện (1.2) and (F). Giả sử rằng q ⩾ 5 và tồn tại f và

g hai hàm phân hình khác hằng sao cho

1

P (f)
=

c0
P (g)

+ c1,

đối với các hằng số c0 ̸= 0 và c1. Nếu k ⩾ 3 hoặc nếu k = 2, min{q1, q2} ⩾

2, thì c1 = 0.

Mệnh đề 1.1.12 ([18], Định lý 1.4, trang 35). Giả sử a1, . . . , aq là các số

phức phân biệt và đa thức P (z) = a(z− a1) . . . (z− aq) thỏa mãn các điều

kiện (1.2) và (F). Khi đó P (z) là đa thức duy nhất nếu và chỉ nếu

∑
1⩽i<j⩽k

qiqj >
k∑

i=1

qi.

Đặc biệt, bất đẳng thức trên luôn thỏa mãn mỗi khi k ⩾ 4. Khi k = 3 và

max{q1, q2, q3} ⩾ 2, hoặc khi k = 2, min{q1, q2} ⩾ 2 và q1 + q2 ⩾ 5.
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Mệnh đề 1.1.13 ([19], Định lý 4.1, trang 57). Giả sử hàm nguyên f có

bậc hữu hạn ρ. Nếu f không có không điểm, thì f(z) = eh(z), ở đó h(z) là

đa thức có bậc nhỏ hơn ρ.

Mệnh đề 1.1.14 ([31], Bổ đề 8, trang 270). Giả sử hàm phân hình khác

hằng f . Khi đó

N

(
ρ,

1

f

)
− 1

2
N 1)

(
ρ,

1

f

)
⩽

1

2
N

(
ρ,

1

f

)
.

1.2. Định lý duy nhất liên quan đến giá trị khuyết

Kí hiệu M(C) là tập các hàm phân hình trên C. Đối với họ F các tập

con khác rỗng của M(C) và t là số thực thỏa mãn 0 ⩽ t ⩽ 1, kí hiệu

Ff (Θ(a, f) ⩾ t) = {f ∈ M(C) : Θ(a, f) ⩾ t} ,

Ff (Θ(a, f) ⩽ t) = {f ∈ M(C) : Θ(a, f) ⩽ t} .

Tương tự, ta định nghĩa được

Ff (Θ(a, f) > t) , Ff (Θ(a, f) < t) .

Định lý sau đây là điều kiện đại số liên quan đến số khuyết tại ∞ để

hàm phân hình và L-hàm đồng nhất bằng nhau.

Định lý 1.2.1. Cho f là hàm phân hình khác hằng, L là L-hàm khác

hằng. Giả sử a1, . . . , aq là các số phức phân biệt và đa thức duy nhất mạnh

P (z) = a(z − a1) . . . (z − aq) thỏa mãn các điều kiện (1.2), điều kiện

(F) và Ef(S) = EL(S), trong đó S = {z : P (z) = 0}. Giả sử rằng

min{q1, q2} ⩾ 2 khi k = 2 và một trong hai điều kiện sau được thỏa mãn:

1) q ⩾ 2k + 3 và f ∈ Ff (Θ(∞, f) ⩾ t), 1 ⩾ t ⩾
1

2
;

2) q ⩾ 2k + 4 và f ∈ Ff (Θ(∞, f) ⩾ t), t <
1

2
.

Khi đó f = L.
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Để chứng minh Định lý 1.2.1, trước hết ta cần một số mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 1.2.2. Với các giả thiết của Định lý 1.2.1, ta có

1) (q − 1)T (ρ, L) + S(ρ, L) ⩽ qT (ρ, f) + S(ρ, f),

2) (q − 2)T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽ qT (ρ, L) + S(ρ, L).

Chứng minh. Áp dụng hai định lý cơ bản và chú ý rằng N(ρ, L) = S(ρ, L)

(từ Mệnh đề 1.1.8), EL(S) = Ef(S), ta thu được

(q − 1)T (ρ, L) ⩽ N(ρ, L) +

q∑
i=1

N

(
ρ,

1

L− ai

)
+ S(ρ, L),

trong đó a1, . . . , an là các số phức phân biệt, từ đó suy ra

(q − 1)T (ρ, L) + S(ρ, L) ⩽
q∑

i=1

N

(
ρ,

1

f − ai

)
+ S(ρ, f)

⩽ qT (ρ, f) + S(ρ, f).

Tương tự ta có

(q − 1)T (ρ, f) ⩽ N(ρ, f) +

q∑
i=1

N

(
ρ,

1

f − ai

)
+ S(ρ, f),

suy ra

(q − 1)T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽ T (ρ, f) +

q∑
i=1

N

(
ρ,

1

L− ai

)
+ S(ρ, L)

và kéo theo

(q − 2)T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽ qT (ρ, L) + S(ρ, L).

Kết hợp các bất đẳng thức trên, ta nhận được

q − 1

q
T (ρ, L) + S(ρ, L) ⩽ T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽

q

q − 2
T (ρ, L) + S(ρ, L),

q − 2

q
T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽ T (ρ, L) + S(ρ, L) ⩽

q

q − 1
T (ρ, f) + S(ρ, f).

Vậy, Mệnh đề 1.2.2 được chứng minh.
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Từ Mệnh đề 1.2.2 ta thu được

lim
ρ→∞

S(ρ, L)

T (ρ, f)
= 0, lim

ρ→∞

S(ρ, f)

T (ρ, L)
= 0.

Do đó S(ρ, L) = o(T (ρ, f)) và S(ρ, f) = o(T (ρ, L)). Đặt

S(ρ) = S(ρ, L) + S(ρ, f).

Khi đó S(ρ) = o(T (ρ, L)) và S(ρ) = o(T (ρ, f)). Từ đó

T (ρ, P (f)) = qT (ρ, f) +O(1)

và

T (ρ, P (L)) = qT (ρ, L) +O(1),

vì thế

S(ρ, P (f)) = S(ρ, f) = o(T (ρ, L))

và

S(ρ, P (L)) = S(ρ, L) = o(T (ρ, f)).

Đặt

F =
1

P (f)
, L =

1

P (L)
, H =

F ′′

F ′ −
G′′

G′ .

Ta có mệnh đề sau:

Mệnh đề 1.2.3. H ≡ 0 nếu một trong hai điều kiện sau được thỏa mãn:

1) q ⩾ 2k + 4− 2Θ(∞, f) và Θ(∞, f) < 1.

2) q ⩾ 2k + 3 và Θ(∞, f) = 1.

Chứng minh. Ta giả sử ngược lại rằng H ̸≡ 0.

Khẳng định 1. Ta có

i) (q− 1)T (ρ, L) ⩽ N(ρ,
1

P (L)
)−No(ρ,

1

L′ )+S(ρ), trong đó No(ρ,
1

L′ )

là hàm đếm các không điểm của L′, mà không là các không điểm của hàm

(L− a1)(L− a2) . . . (L− aq).
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ii) (q − 1)T (ρ, f) ⩽ N(ρ, f) + N(ρ,
1

P (f)
) − No(ρ,

1

f ′ ) + S(ρ), trong

đó No(ρ,
1

f ′ ) là hàm đếm các không điểm của f ′, mà không là các không

điểm của hàm (f − a1) . . . (f − aq).

Chứng minh. i) Áp dụng định lý cơ bản thứ hai cho L và các giá trị a1,

a2, . . ., aq với chú ý rằng

N(ρ, L) = S(ρ, L),

q∑
i=1

N

(
ρ,

1

L− ai

)
= N

(
ρ,

1

P (L)

)
,

ta thu được

(q − 1)T (ρ, L) ⩽ N(ρ, L) +

q∑
i=1

N

(
ρ,

1

L− ai

)
−No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ, L),

⩽ N

(
ρ,

1

P (L)

)
−No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ).

ii) Bất đẳng thức đối với f được chứng minh bằng lập luận tương tự.

Khẳng định 2.Ta có

N(ρ,H) ⩽ kT (ρ, L) + kT (ρ, f) +N(ρ, f) +No

(
ρ,

1

f ′

)
+No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ).

Chứng minh. Chú ý rằng, điều kiện

Ef(S) = EL(S),

kéo theo

f−1(S) = L−1(S)

và

N

(
ρ,

1

f
; ν1 > ν2 ⩾ 1

)
= 0; N

(
ρ,

1

L
; ν2 > ν1 ⩾ 1

)
= 0.
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Do H chỉ có cực điểm đơn, nên từ Mệnh đề 1.1.9 ta có

N(ρ,H) ⩽ N (2(ρ, P (f)) +N (2(ρ, P (L)) +N

(
ρ,

1

P ′(f)
;P (f) ̸= 0

)
+N

(
ρ,

1

P ′(L)
;P (L) ̸= 0

)
+ S(ρ). (1.3)

Ta có

N (2(ρ, P (L)) = N(ρ, L) = S(ρ), N (2(ρ, P (f)) = N(ρ, f).

Hơn nữa

N

(
ρ,

1

[P (L)]′
;P (L) ̸= 0

)
⩽

k∑
i=1

N

(
ρ,

1

L− di
; (L− a1) . . . (L− aq) ̸= 0

)
+No

(
ρ,

1

L′

)

⩽
k∑

i=1

N

(
ρ,

1

L− di

)
+No

(
ρ,

1

L′

)
⩽ kT (ρ, L) +No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ).

Do đó

N

(
ρ,

1

[P (L)]′
;P (L) ̸= 0

)
⩽ kT (ρ, L) +No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ).

Lập luận tương tự cho hàm f ta có

N

(
ρ,

1

[P (f)]′
;P (f) ̸= 0

)
⩽ kT (ρ, f) +No

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ).

Kết hợp các lập luận trên vào (1.3) ta có chứng minh của Khẳng định 2.

Khẳng định 3. Ta có

i) N(ρ,
1

P (L)
) +N(ρ,

1

P (f)
) ⩽ (

q

2
+ k)T (ρ, L) + (

q

2
+ k)T (ρ, f) +N(ρ, f)

+No(ρ,
1

L′ ) +No(ρ,
1

f ′ ) + S(ρ).
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ii) (q − 2k − 2)T (ρ, L) + (q − 2k − 2)T (ρ, f) ⩽ 4N(ρ, f) + S(ρ).

Chứng minh. i) Chú ý rằng từ Mệnh đề 1.1.9 ta thấy rằng, nếu a là không

điểm đơn chung của P (f) và P (L) thì H(a) = 0. Do đó

N1)

(
ρ,

1

P (L)

)
= N1)

(
ρ,

1

P (f)

)
⩽ N

(
ρ,

1

H

)
⩽ T (ρ,H) + S(ρ,H)

⩽ N(ρ,H) + S(ρ).

Từ bổ đề đạo hàm logarit ta có m(ρ,H) = o(T (ρ,H)) và từ Mệnh đề

1.1.7, S(ρ,H) ⩽ S(ρ). Từ đó, áp dụng Mệnh đề 1.1.14 và Khẳng định 2,

ta thu được

N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

P (f)

)
= N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

P (f)

)
−N1)

(
ρ,

1

P (L)

)
+N1)

(
ρ,

1

P (L)

)
= N

(
ρ,

1

P (L)

)
− 1

2
N1)

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

P (f)

)
− 1

2
N1)

(
ρ,

1

P (f)

)
+N1)

(
ρ,

1

P (L)

)
⩽

1

2

(
N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

P (f)

))
+N(ρ,H)

⩽
(q
2
+ k
)
T (ρ, L) +

(q
2
+ k
)
T (ρ, f) +N(ρ, f) +No

(
ρ,

1

L′

)
+No

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ).

ii) Từ Khẳng định 1 và Phần i) của Khẳng định 3 ta thu được

(2q − 2)T (ρ, L) + (2q − 2)T (ρ, f) ⩽ (q + 2k)T (ρ, L) + (q + 2k)T (ρ, f)

+ 4N(ρ, f) + S(ρ),

(q − 2k − 2)T (ρ, L) + (q − 2k − 2)T (ρ, f) ⩽ 4N(ρ, f) + S(ρ).

Vậy, Khẳng định 3 được chứng minh.
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Bây giờ ta áp dụng Mệnh đề 1.2.2 và Phần ii) của Khẳng định 3 để thu

được mâu thuẫn và hoàn thành chứng minh H ≡ 0.

1) q ⩾ 2k + 4− 2Θ(∞, f) và Θ(∞, f) < 1.

Xét hàm số α(x) trên x ⩾ 2k + 4− 2Θ(∞, f), x ∈ R, trong đó

α(x) = 2x− 4k − 9 + 4Θ(∞, f) +
2k + 6− 4Θ(∞, f)

x
.

Ta có α′(x) = 2 − 2k + 6− 4Θ(∞, f)

x2
> 0 trên x ⩾ 2k + 4 − 2Θ(∞, f),

x ∈ R.

Kết hợp trên và q ⩾ 2k + 4− 2Θ(∞, f) và Θ(∞, f) < 1 ta thu được

α(q) = 2q − 4k − 9 + 4Θ(∞, f) +
2k + 6− 4Θ(∞, f)

q
,

α(2k + 4− 2Θ(∞, f)) =
2k + 6− 4Θ(∞, f)

2k + 4− 2Θ(∞, f)
− 1 > 0,

α(q) ⩾ α(2k + 4− 2Θ(∞, f)) > 0. (1.4)

Từ (1.4) ta có

α(q) ⩾ α(2k + 4− 2Θ(∞, f)) > ε > 0, (1.5)

trong đó ε là số dương nhỏ.

Áp dụng Phần ii) của Khẳng định 3 và Phần 1) của Mệnh đề 1.2.2 ta

thu được

(q − 2k − 2)T (ρ, L) + (q − 2k − 2)T (ρ, f) ⩽ 4N(ρ, f) + S(ρ),

(q − 2k − 2)T (ρ, L) + (q − 2k − 2)T (ρ, f) ⩽ 4
(
1−Θ(∞, f) +

ε

4

)
T (ρ, f)

+ S(ρ),

(
2q − 4k − 9 + 4Θ(∞, f) +

2k + 6− 4Θ(∞, f)

q
− q − 1

q
ε

)
T (ρ, L) ⩽ S(ρ),

điều này là mâu thuẫn với (1.5).

2) q ⩾ 2k + 3 và Θ(∞, f) = 1.
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Xét hàm số β(x) trên x ⩾ 2k + 3, x ∈ R, trong đó

β(x) = 2x− 4k − 5 +
2k + 2

x
.

Ta có β′(x) = 2− 2k + 2

x2
> 0 trên x ⩾ 2k + 3, x ∈ R.

Kết hợp trên và q ⩾ 2k + 3 ta thu được

β(q) = 2q − 4k − 5 +
2k + 2

q
,

β(2k + 3) = 1 +
2k + 2

2k + 3
> 1,

β(q) ⩾ β(2k + 3) > 1. (1.6)

Từ Phần ii) của Khẳng định 3 và Θ(∞, f) = 1 và Mệnh đề 1.2.2 ta thu

được N(ρ, f) = S(ρ) và do đó

(q − 2k − 2)T (ρ, L) + (q − 2k − 2)T (ρ, f) ⩽ S(ρ),(
2q − 4k − 5 +

2k + 2

q

)
T (ρ, L) ⩽ S(ρ). (1.7)

điều này là mâu thuẫn với (1.6).

Do đó, H ≡ 0. Vậy, Mệnh đề 1.2.3 được chứng minh.

Bây giờ chúng ta chứng minh Định lý 1.2.1.

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh H ≡ 0.

1) q ⩾ 2k + 3 và f ∈ Ff (Θ(∞, f) ⩾ t), 1 ⩾ t ⩾
1

2
.

Nếu t = 1, thì Θ(∞, f) = 1 và từ Phần 2) của Mệnh đề 1.2.3, khi đó

H ≡ 0.

Nếu 1 > t ⩾
1

2
và 1 > Θ(∞, f) ⩾

1

2
, thì

q ⩾ 2k + 3 ⩾ 2k + 4− 2Θ(∞, f) > 2k + 2.

Do đó, H ≡ 0 từ Phần 1) của Mệnh đề 1.2.3.

2) q ⩾ 2k + 4 và f ∈ Ff (Θ(∞, f) ⩾ t), t <
1

2
.
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Nếu Θ(∞, f) <
1

2
, thì 0 ⩾ −2Θ(∞, f) > −1. Do đó

q ⩾ 2k + 4 ⩾ 2k + 4− 2Θ(∞, f) > 2k + 3,

điều này suy ra rằng H ≡ 0 từ Phần 1) của Mệnh đề 1.2.3.

Nếu Θ(∞, f) ⩾
1

2
, thì H ≡ 0 từ q ⩾ 2k + 4 > 2k + 3 và 1).

Như vậy, H ≡ 0. Do đó
1

P (L)
=

c

P (f)
+ c1 đối với các hằng số c ̸= 0

và c1. Từ Mệnh đề 1.1.11 ta thu được c1 = 0. Do đó, tồn tại hằng số c ̸= 0

sao cho P (f) = cP (L). Do P (z) là đa thức duy nhất mạnh ta thu được

f = L và Định lý 1.2.1 được chứng minh.

Chú ý 1.2.1. Lấy các giá trị đặc biệt đối với t trong Định lý 1.2.1, ta

nhận được các trường hợp quan tâm sau đối với k = 2 và Θ(∞, f):

i) Tồn tại tập S gồm 7 phần tử sao cho hàm phân hình f và L-hàm L

bất kỳ thỏa mãn Ef(S) = EL(S) và Θ(∞, f) = 1 là đồng nhất bằng nhau.

Thực vậy, lấy k = 2 và t = 1 trong Định lý 1.2.1. Khi đó Θ(∞, f) = 1

và áp dụng Định lý 1.2.1, Phần 1, ta thu được q ⩾ 7.

ii) Tồn tại tập S gồm 8 phần tử sao cho hàm phân hình f và L-hàm L

bất kỳ thỏa mãn Ef(S) = EL(S) là đồng nhất bằng nhau.

Thực vậy, lấy k = 2 và t ⩽ 0 trong Định lý 1.2.1. Khi đó Θ(∞, f) ⩾ 0

và áp dụng Định lý 1.2.1, Phần 2, ta thu được q ⩾ 8.

1.3. Định lý duy nhất liên quan đến đạo hàm

Xem xét các đa thức P (z), Q(z) ∈ C[z] bậc n có dạng:

P (z) = azn + bzn−m + c, trong đó a, b, c ̸= 0,

Q(z) = uzn + vzn−m + t, trong đó u, v, t ̸= 0. (1.8)

Giả sử rằng

an−mcm

bn
̸= (−1)n(n−m)n−mmm

nn
, (1.9)
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un−mtm

vn
̸= (−1)n(n−m)n−mmm

nn
. (1.10)

Chú ý rằng đa thức P (z) (tương ứng Q(z)) là đa thức bậc n và có n không

điểm đơn phân biệt nếu và chỉ nếu điều kiện (1.9) (tương ứng (1.10)) được

thỏa mãn (xem [34], Bổ đề 2.7, trang 151).

Kết quả sau đây của chúng tôi là vấn đề duy nhất cho hàm phân hình

liên quan đến đạo hàm của các hàm phân hình.

Định lý 1.3.1. Giả sử m,n là các số nguyên dương, n ⩾ 2m + 7;

P (z), Q(z) là các đa thức có dạng (1.8) thỏa mãn các điều kiện (1.9)

và (1.10). Gọi S, T lần lượt là các tập không điểm của P,Q. Giả sử f là

hàm phân hình khác hằng với hữu hạn cực điểm trong mặt phẳng phức và

L là L-hàm. Khi đó ta có:

1. L−1(S) = f−1(T ) và EL′,1)(0) = Ef ′,1)(0) nếu và chỉ nếu f = hL và

hS = T , ở đó h là hằng số khác không thỏa mãn hn =
at

cu
và hm =

av

ub
.

2. Đặc biệt nếu f là L-hàm thì L−1(S) = f−1(T ) và EL′,1)(0) =

Ef ′,1)(0) nếu và chỉ nếu f = L và
a

u
=

b

v
=

c

t
.

Chứng minh. Ta chứng minh (1). Ta nhắc lại

P (z) = azn + bzn−m + c, Q(z) = uzn + vzn−m + t,

trong đó a, b, c, u, v, t ̸= 0, khi đó

P (z) = a(z − a1) . . . (z − an),

Q(z) = u(z − b1) . . . (z − bn),

P ′(z) = Azn−m−1(z − d1) . . . (z − dm), A ̸= 0, di ̸= dj,

Q′(z) = Bzn−m−1(z − t1) . . . (z − tm), B ̸= 0, ti ̸= tj.

Suy ra

P (L) = a(L− a1) . . . (L− an),
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Q(f) = u(f − b1) . . . (f − bn).

(P (L))′ = ALn−m−1(L− d1) . . . (L− dm)L
′,

(Q(f))′ = Bfn−m−1(f − t1) . . . (f − tm)f
′.

Ta đặt

F =
1

P (L)
, G =

1

Q(f)
, Φ =

F ′′

F ′ −
G′′

G′ . (1.11)

Từ đó

T (ρ, P (L)) = nT (ρ, L) +O(1)

và

T (ρ,Q(f)) = nT (ρ, f) +O(1),

vì thế S(ρ, P (L)) = S(ρ, L) và S(ρ,Q(f)) = S(ρ, f).

Điều kiện cần. Từ Mệnh đề 1.2.2 ta có

(n− 1)T (ρ, L) + S(ρ, L) ⩽ nT (ρ, f) + S(ρ, f). (1.12)

Tiếp theo ta chứng minh

(n− 1)T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽ nT (ρ, L) + S(ρ, L). (1.13)

Thật vậy, từ Mệnh đề 1.1.8 ta có

T (ρ, L) =
dL
π
ρ log ρ+O(ρ),

vì vậy N(ρ, L) = S(ρ, L). Mặt khác, ta có

N(ρ, f) =
∑

0<|ai|<ρ

log
ρ

|ai|
+ n(0, f) log ρ,

trong đó ai là các cực điểm không kể bội của f (xem [19], trang 14). Do f

là hàm phân hình khác hằng với hữu hạn cực điểm nên từ đẳng thức trên
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ta suy ra N(ρ, f) = O(log ρ) và do đó N(ρ, f) = S(ρ, L). Áp dụng hai

định lý cơ bản với chú ý rằng EL(S) = Ef(T ), ta có

(n− 1)T (ρ, f) ⩽ N(ρ, f) +
n∑

i=1

N

(
ρ,

1

f − bi

)
+ S(ρ, f),

suy ra

(n− 1)T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽
n∑

i=1

N

(
ρ,

1

L− ai

)
+ S(ρ, L).

Do đó

N

(
ρ,

1

L− ai

)
⩽ T (ρ, L) + S(ρ, L),

với mọi i = 1, . . . , n, kết hợp với bất đẳng thức trên ta có (1.13). Từ các

bất đẳng thức (1.12) và (1.13)

n− 1

n
T (ρ, L) + S(ρ, L) ⩽ T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽

n

n− 1
T (ρ, L) + S(ρ, L),

n− 1

n
T (ρ, f) + S(ρ, f) ⩽ T (ρ, L) + S(ρ, L) ⩽

n

n− 1
T (ρ, f) + S(ρ, f).

Từ hai bất đẳng thức này ta suy ra

lim
ρ→∞

S(ρ, L)

T (ρ, f)
= 0, lim

ρ→∞

S(ρ, f)

T (ρ, L)
= 0.

Do đó S(ρ, L) = o(T (ρ, f)) và S(ρ, f) = o(T (ρ, L)). Như vậy

N(ρ, f) = S(ρ, L)

và do đó

N(ρ, f) = o(T (ρ, f)).

Ta tiếp tục chứng minh điều kiện cần. Đặt

S(ρ) = S(ρ, f) + S(ρ, L), T (ρ) = T (ρ, f) + T (ρ, L). (1.14)

Khẳng định 1. Φ ≡ 0.
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Chứng minh. Thật vậy, giả sử ngược lại Φ ̸≡ 0. Khi đó, từ (i) của Khẳng

định 1 trong chứng minh của Định lý 1.2.1, ta có

(n− 1)T (ρ, L) ⩽ N(ρ,
1

P (L)
)−No(ρ,

1

L′ ) + S(ρ), (1.15)

trong đó No(ρ,
1

L′ ) là hàm đếm các không điểm của L′ mà không là các

không điểm của hàm (L− a1)(L− a2) . . . (L− an).

Ta xem xét bất đẳng thức tương tự cho hàm f . Áp dụng hai định lý cơ

bản cho f và các giá trị b1, b2, . . . , bn, ta có

(n− 1)T (ρ, f) ⩽ N(ρ, f) +
n∑

i=1

N

(
ρ,

1

f − bi

)
−No

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ, f),

trong đó No(ρ,
1

f ′ ) là hàm đếm các không điểm của f ′ mà không là không

điểm của (f − b1) . . . (f − bn). Chú ý rằng, N(ρ, f) = S(ρ, f) = S(ρ, L)

nên từ bất đẳng thức trên ta có

(n− 1)T (ρ, f) ⩽ N

(
ρ,

1

Q(f)

)
−No

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ). (1.16)

Kết hợp hai bất đẳng thức (1.15) và (1.16), ta có

(n− 1)T (ρ) ⩽ N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)

)
−No

(
ρ,

1

f ′

)
−No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ). (1.17)

Bây giờ ta chứng minh

N(ρ,Φ) ⩽ (m+ 1)T (ρ) +N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
+No

(
ρ,

1

f ′

)
+No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ). (1.18)

Thật vậy, điều kiện L−1(S) = f−1(T ) ta suy ra (P (L))−1(0) = (Q(f))−1(0).

Kí hiệu νP (L)(z) = ν1, νQ(f)(z) = ν2, áp dụng Mệnh đề 1.1.9, ta có

N(ρ,Φ) ⩽ N (2(ρ, P (L)) +N (2(ρ,Q(f)) +N

(
ρ,

1

(P (L))′
;P (L) ̸= 0

)
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+N

(
ρ,

1

(Q(f))′
;Q(f) ̸= 0

)
+N

(
ρ,

1

P (L)

)
; ν1 > ν2 ⩾ 1)

+N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 > ν1 ⩾ 1

)
⩽ N (2(ρ, P (L)) +N (2(ρ,Q(f)) +N

(
ρ,

1

(P (L))′
;P (L) ̸= 0

)
+N

(
ρ,

1

(Q(f))′
;Q(f) ̸= 0

)
+N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
. (1.19)

Ta ước lượng các đại lượng ở vế phải bất đẳng thức (1.19). Ta thấy

N (2(ρ, P (L)) = N(ρ, L) = S(ρ), N (2(ρ,Q(f)) = N(ρ, f) = S(ρ).

Hơn nữa, ta có

N

(
ρ,

1

(P (L))′
;P (L) ̸= 0

)
⩽ N

(
ρ,

1

L

)
+

m∑
i=1

N

(
ρ,

1

L− di
; (L− a1) . . . (L− an) ̸= 0

)
+No

(
ρ,

1

L′

)
⩽ N

(
ρ,

1

L

)
+

m∑
i=1

N

(
ρ,

1

L− di

)
+No

(
ρ,

1

L′

)
.

Do đó

N

(
ρ,

1

P ′(L)
;P (L) ̸= 0

)
⩽ (m+ 1)T (ρ, L) +No

(
ρ,

1

L′

)
+ S(ρ).

Tương tự

N

(
ρ,

1

Q′(f)
;P (f) ̸= 0

)
⩽ (m+ 1)T (ρ, f) +No

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ).

Thay thế các đánh giá trên vào vế trái của (1.19) ta thu được (1.18).

Bây giờ ta chứng minh

N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)

)
⩽
(n
2
+m+ 2

)
T (ρ) +No

(
ρ,

1

L′

)
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+No

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ). (1.20)

Thật vậy, ta nhắc lại kí hiệu νP (L)(z) = ν1, νQ(f)(z) = ν2. Trước hết ta

chứng minh

EP (L)(0, ν1 = 1) ∩ EQ(f)(0, ν2 = 2) = ∅.

Giả sử ngược lại

EP (L)(0, ν1 = 1) ∩ EQ(f)(0, ν2 = 2) ̸= ∅.

Từ điều này và

P (L) = a(L− a1) . . . (L− an), Q(f) = u(f − b1) . . . (f − bn),

suy ra tồn tại ai, bj và z0 sao cho

z0 ∈ EL(ai, νL−ai = 1) ∩ Ef(bj, νf−bj = 2).

Do đó z0 ∈ Ef ′,1)(0). Vì Ef ′,1)(0) = EL′,1)(0) ta có z0 ∈ EL′,1)(0), mâu

thuẫn với νL−ai(z0) = 1 và (L− ai)
′ = L′. Vậy

EP (L)(0, ν1 = 1) ∩ EQ(f)(0, ν2 = 2) = ∅.

Tương tự, ta có

EP (L)(0, ν1 = 2) ∩ EQ(f)(0, ν2 = 1) = ∅.

Áp dụng Mệnh đề 1.1.9 cho các hàm P (L), Q(f) ta thu được

N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)

)
+ 2N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
+ 2N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
⩽ N(ρ,Φ) +

1

2

(
N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)

))
+N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
+ S(ρ). (1.21)
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Kết hợp hai bất đẳng thức (1.18) và (1.21) ta thu được

N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)

)
⩽ (m+ 1)T (ρ) +

1

2

(
N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)

))
+N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
−N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
−N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
+N0

(
ρ,

1

L′

)
+N0

(
ρ,

1

f ′

)
+ S(ρ). (1.22)

Ta biết P (L) = a(L − a1) . . . (L − an) nên nếu z0 là không điểm bội

d ⩾ 2 của P (L), thì z0 là không điểm bội d ⩾ 2 của L − ai với chỉ số

i ∈ {1, 2, . . . , n} và do đó, z0 là không điểm bội d− 1 của L′. Do đó

N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
−N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
⩽ N

(
ρ,

1

L′

)
.

Từ đó và Mệnh đề 1.1.7 ta thu được

N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
−N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
⩽ N

(
ρ,

1

L

)
+N(ρ, L) + S(ρ, L) ⩽ T (ρ, L) + S(ρ, L).

Tương tự, ta có

N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
−N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
⩽ N

(
ρ,

1

f ′

)
⩽ T (ρ, f) + S(ρ, f).

Do đó

N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
−N

(
ρ,

1

P (L)
; ν1 ⩾ 2

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
−N

(
ρ,

1

Q(f)
; ν2 ⩾ 2

)
⩽ T (ρ) + S(ρ). (1.23)
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Kết hợp hai bất đẳng thức (1.22) và (1.23) và lưu ý rằng

N

(
ρ,

1

P (L)

)
+N

(
ρ,

1

Q(f)

)
⩽ nT (ρ),

ta nhận được (1.20).

Từ (1.17) và (1.20) ta có

(n− 1)T (ρ) ⩽
(n
2
+m+ 2

)
T (ρ) + S(ρ),

suy ra

(n− 2m− 6)T (ρ) ⩽ S(ρ),

điều này mâu thuẫn với giả thiết n ⩾ 2m+7. Như vậy Khẳng định 1 được

chứng minh.

Ta tiếp tục chứng minh điều kiện cần của (1) trong Định lý 1.3.1. Từ

Khẳng định 1 ta có Φ ≡ 0. Vì vậy

1

Q(f)
=

l

P (L)
+ c1,

ở đó l và c1 là các hằng số, l ̸= 0. Theo Mệnh đề 1.1.2 ta thu được c1 = 0.

Điều này kéo theo P (L) = lQ(f) và suy ra

aLn + bLn−m + c = lufn + lvfn−m + lt. (1.24)

Từ (1.24) và Mệnh đề 1.1.11 ta có

f = hL, l =
c

t
, hn =

a

lu
, hm =

lv

b

a

ul
.

Do đó hn =
at

cu
, hm =

av

ub
.

Bây giờ ta chứng minh hS = T . Lấy ai ∈ S, i = 1, . . . , n. Theo Mệnh

đề 1.1.10, tồn tại z0 ∈ C sao cho L(z0)−ai = 0. Hơn nữa, từ P (L) = lQ(f)

và biểu diễn của P,Q ta có

a(L− a1) . . . (L− an) = lu(f − b1) . . . (f − bn). (1.25)
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Từ (1.25) ta suy ra L(z0) − aj ̸= 0 với i ̸= j và tồn tại duy nhất bk ∈ T

sao cho f(z0)− bk = 0. Vì f = hL nên hL(z0)− bk = 0 và do đó hai = bk.

Do các tập S, T có đúng n phần tử nên hS = T ,

Điều kiện đủ. Ta nhắc lại biểu diễn của P và Q:

P (L) = aLn + bLn−m + c, Q(f) = ufn + vfn−m + t.

Do f = hL, hn =
at

cu
, hm =

av

ub
nên ta có EL′,1)(0) = Ef ′,1)(0) và

Q(f) = uhnLn + vhn−mLn−m + t

=
at

c
Ln +

tb

c
Ln−m + t.

Suy ra tP (L) = cQ(f), tức là

at(L− a1) . . . (L− an) = cu(f − b1) . . . (f − bn). (1.26)

điều này kéo theo L−1(S) = f−1(T ) và điều kiện đủ được chứng minh.

Ta chứng minh (2).

Điều kiện cần. Từ chứng minh của Phần (1) ta nhận được f = hL, ở đó h

là hằng số khác không thỏa mãn hn =
at

cu
, hm =

av

ub
. Do f là L-hàm nên

từ Mệnh đề 1.1.1 ta suy ra f = L. Do đó h = 1 và

a

u
=

b

v
=

c

t
,

Điều kiện đủ. Chứng minh hoàn toàn tương tự như Phần (1).

Như vậy, Định lý 1.3.1 được chứng minh.

Trường hợp đặc biệt của Định lý 1.3.1 khi ta chọn P (z) = Q(z), ta sẽ

có kết quả sau đây:

Hệ quả 1.3.2. Giả sử m,n là các số nguyên không âm sao cho (n,m) = 1

và n ⩾ 2m + 7; Giả sử đa thức P (z) có dạng (1.8) thỏa mãn (1.9). Kí

hiệu S là tập các không điểm của P . Khi đó đối với hàm phân hình khác

hằng có hữu hạn cực điểm f và L-hàm L, điều kiện L−1(S) = f−1(S) và

EL′,1)(0) = Ef ′,1)(0) xảy ra khi và chỉ khi f = L.
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Chứng minh. Thực vậy, áp dụng Định lý 1.3.1 với Q(z) = P (z), T = S,

ta nhận được f = hL và hS = S, ở đó h là hằng số khác không thỏa mãn

hn = 1 và hm = 1. Từ (n,m) = 1 ta thu được h = 1. Vậy f = L.

Cho f là hàm phân hình khác hằng có hữu hạn cực điểm và cho L là

L-hàm khác hằng, S, T là tập các không điểm của đa thức P (z) và Q(z),

tương ứng.

Ví dụ 1.3.1. Cho

P (z) = z11 − 11

9
z9 + 1, S = {a1, . . . , a11},

Q(z) = z11 − 11

9
22z9 + 211, T = {b1, . . . , b11}.

Ta thấy a = u = 1, b = −11

9
, c = 1, v = −11

9
22, t = 211,

911

1111
̸= 9922

1111
, 11 = 2.2 + 7.

Do đó các đa thức P (z) và Q(z) thỏa mãn các điều kiện (1.9), (1.10). Đối

với hàm phân hình khác hằng có hữu hạn cực điểm f và L-hàm khác hằng

L thỏa mãn L−1(S) = f−1(T ) và EL′,1)(0) = Ef ′,1)(0), chúng ta áp dụng

Định lý 1.3.1 với n = 11, m = 2, a = u = 1, b = −11

9
, c = 1, v = −11

9
22,

t = 211, ta thu được

f = hL, hS = T, trong đó h11 =
at

cu
= 211, h2 =

av

ub
= 22.

Dễ thấy h = 2 thỏa mãn điều kiện.

Ngược lại, nếu S = {a1, . . . , a11} là tập nghiệm của P (z) nên

(z − a1) . . . (z − a11) = z11 − 11

9
z9 + 1.

Khi đó, ta kiểm tra được

(z − 2a1) . . . (z − 2a11) = z11 − 11

9
22z9 + 211 = Q(z).
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Suy ra tập nghiệm của đa thức Q(z) là T = {2a1, . . . , 2a11} = 2S. Nếu

đặt h = 2 thì các đa thức P (z) và Q(z) thỏa mãn điều kiện

at

cu
= 211, h2 =

av

ub
= 22.

Do đó, nếu hàm phân hình khác hằng có hữu hạn cực điểm f và L-hàm khác

hằng L thỏa mãn f = 2L thì L−1(S) = f−1(T ) và EL′,1)(0) = Ef ′,1)(0).

Ví dụ 1.3.2. Cho

P (z) = z9 − 9

8
z8 + 1.

Khi đó, ta kiểm tra được đa thức P (z) thỏa mãn điều kiện (1.9). Áp dụng

Hệ quả 1.3.2 với n = 9, m = 1 và chú ý rằng (9, 1) = 1, ta suy ra đối với

hàm phân hình khác hằng có hữu hạn cực điểm f và L-hàm khác hằng L,

điều kiện

L−1(S) = f−1(S), EL′,1)(0) = Ef ′,1)(0),

xảy ra khi và chỉ khi f = L.

Chú ý 1.3.3. i) Định lý 1.3.1 là cải tiến của Định lý 1.1 của Khoai H. H.,

An V. H. và Ninh L. Q. trong [29].

ii) Trong [50] (Định lý 7) các tác giả đã chứng tỏ sự tồn tại của các

tập con SP ⊂ C của 14 phần tử sao cho đối với hàm phân hình khác hằng

f với hữu hạn cực điểm và L-hàm L, điều kiện L−1(SP ) = f−1(SP ) và

L−1(c) = f−1(c) và c ̸∈ SP , kéo theo f = L. Hệ quả 1.3.2 chỉ cần tập S

gồm có 9 phần tử (chẳng hạn tập các không điểm của đa thức P (z) trong

Ví dụ 1.3.2).
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Kết luận Chương 1

Trong Chương 1, vấn đề duy nhất đối với L-hàm đã được nghiên cứu.

Chú ý rằng, một L hàm luôn được thác triển giải tích tới một hàm phân

hình trên mặt phẳng phức tức là tới một đường cong chỉnh hình từ C tới

P1(C). Do đó, vấn đề duy nhất đối với L-hàm liên quan mật thiết đến vấn

đề duy nhất đối với đường cong chỉnh hình từ C tới PN(C). Như là sự phát

triển tự nhiên từ chiều 1 lên chiều cao, vấn đề này tiếp tục được nghiên

cứu trong các chương tiếp theo.

Trong chương này chúng tôi đã chứng minh một số kết quả về vấn đề

duy nhất cho L-hàm và hàm phân hình liên quan đến giá trị khuyết và

điều kiện đạo hàm chia sẻ giá trị. Các kết quả trong chương này được công

bố trên bài báo số [AC1] và [AC2] trong Danh mục Công trình của tác giả

liên quan đến luận án.

Trong chương này chúng tôi đã thực hiện một số nội dung như sau:

1. Tổng hợp một số kiến thức về L-hàm, các hàm Nevanlinna cho hàm

phân hình và một số tính chất của các hàm này.

2. Phát biểu và chứng minh điều kiện đại số (Định lý 1.2.1) liên quan

đến giá trị khuyết tại ∞ để L-hàm và hàm phân hình là trùng nhau. Từ

đó chỉ ra sự tồn tại của tập xác định duy nhất gồm 8 phần tử và tập xác

định duy nhất liên quan đến số khuyết gồm 7 phần tử cho L-hàm và hàm

phân hình.

3. Phát biểu và chứng minh định lý duy nhất (Định lý 1.3.1) liên quan

đến đạo hàm đối với L-hàm và hàm phân hình và xây dựng một số ví dụ

minh họa cho định lý này.
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Chương 2

Siêu mặt xác định duy nhất đối với
ánh xạ chỉnh hình

Trong chương này chúng tôi sẽ giới thiệu một số kiến thức cơ bản về

phân bố giá trị cho đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính,

không suy biến tuyến tính mức 1 và chứng minh điều kiện đại số để hai

và một siêu mặt xác định duy nhất đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính mức 1. Các kết quả chính trong chương này viết dựa trên bài

báo [PAC1] trong Danh mục công trình của tác giả liên quan đến luận án.

2.1. Kiến thức cơ bản về phân bố giá trị cho đường

cong

Trong phần này chúng tôi sẽ giới thiệu một số kiến thức cơ sở về phân

bố giá trị cho đường cong chỉnh hình, chứng minh một số mệnh đề cần

thiết cho việc chứng minh kết quả chính.

Các hàm Nevanlinna-Cartan và hai định lý cơ bản

Cho f = (f1 : . . . : fN+1) là ánh xạ chỉnh hình từ C tới PN(C) (hay

còn gọi là đường cong chỉnh hình), ở đó f1, . . . , fN+1 là các hàm nguyên

trên C. Nếu f1, . . . , fN+1 không có không điểm chung trên C thì ta gọi

(f1 : . . . : fN+1) là biểu diễn rút gọn của f .

Cho ánh xạ f = (f1 : . . . : fN+1) : C → PN(C), ở đó (f1 : . . . : fN+1) là
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biểu diễn rút gọn của f . Ánh xạ f được gọi là không suy biến tuyến tính

nếu ảnh của f không nằm trong siêu phẳng nào của PN(C), tức là các

hàm f1, . . . , fN+1 độc lập tuyến tính trên C. Ánh xạ f được gọi là không

suy biến tuyến tính mức 1 nếu fi/fj là các hàm phân hình khác hằng với

mọi cặp i, j : 1 ⩽ i < j ⩽ N + 1.

Ta dễ dàng kiểm tra được, nếu f là không suy biến tuyến tính, thì f

cũng là không suy biến tuyến tính mức 1. Ví dụ sau đây cho thấy chiều

ngược lại chưa chắc đúng.

Ví dụ 2.1.1. Xét ánh xạ chỉnh hình

f = (f1 : f2 : f3) : C → P2(C),

trong đó f1 = z − 1, f2 = z + 1, f3 = z là biểu diễn rút gọn của f . Xét

siêu phẳng H trong P2(C) được xác định bởi phương trình

P (z1, z2, z3) = z1 + z2 − 2z3 = 0.

Rõ ràng rằng P (f1, f2, f3) ≡ 0, do đó f là suy biến tuyến tính. Tuy nhiên,

fi/fj là các hàm phân hình khác hằng với mọi 1 ⩽ i < j ⩽ 3. Do đó f

không suy biến tuyến tính mức 1.

Giả sử f là hàm phân hình, giả sử f = f1/f2, trong đó f1, f2 là các

hàm nguyên không có không điểm chung. Ánh xạ

f̄ = (f1 : f2) : C −→ P1(C)

được gọi là ánh xạ liên kết với f . Dễ thấy f̄ không suy biến tuyến tính khi

và chỉ khi nó là không suy biến tuyến tính mức 1.

Bây giờ ta gọiM(C,PN(C)) là tập các ánh xạ chỉnh hình,ML1(C,PN(C))

là tập các ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính mức 1,M1(C,PN(C))

là tập các ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính từ C tới PN(C).
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Khi đó ta có

M1(C,PN(C)) ⊂ ML1(C,PN(C)) ⊂ M(C,PN(C)).

Cho f ∈ M(C,PN(C)) với biểu diễn rút gọn (f1 : . . . : fN+1) và v là

số tự nhiên không âm, ta định nghĩa

f v = (f v
1 : . . . : f v

N+1) : C −→ PN(C),

thì f v sẽ xác định ánh xạ chỉnh hình từ C vào PN(C). Dễ dàng thấy rằng

f ∈ ML1(C,PN(C)) nếu và chỉ nếu f v ∈ ML1(C,PN(C)).

Cho f là ánh xạ chỉnh hình, hàm đặc trưng (hay còn gọi là hàm đặc

trưng Nevanlinna-Cartan) của f được xác định bởi

Tf(ρ) =
1

2π

2π∫
0

log ∥f(ρeiθ)∥dθ,

trong đó ∥f(z)∥ = max{|f1(z)|, . . . , |fN+1(z)|}. Lưu ý rằng hàm đặc trưng

Tf(ρ) là độc lập với cách chọn các biểu rút gọn của f , sai khác hằng số.

Gọi D là siêu mặt bậc d trong PN(C) sao cho ảnh của f không nằm

trong D. Kí hiệu Q là đa thức thuần nhất bậc d xác định D. Hàm xấp xỉ

của f được xác định bởi

mf(ρ,D) =
1

2π

2π∫
0

log
∥f(ρeiθ)∥d

|Q ◦ f(ρeiθ)|
dθ,

với Q ◦ f = Q(f1, . . . , fN+1). Hàm xấp xỉ mf(ρ,D) độc lập, sai khác hằng

số với cách chọn biểu diễn rút gọn của f và cách chọn đa thức Q. Gọi

nf(ρ,D) là số các không điểm tính cả bội của Q ◦ f trong đĩa |z| ⩽ ρ.

Hàm đếm Nf(ρ,D) được xác định bởi

Nf(ρ,D) =

ρ∫
0

nf(t,D)− nf(0, D)

t
dt+ nf(0, D) log ρ.
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Với mỗi số tự nhiên không âm M , ta ký hiệu nM
f (ρ,D) là số các không

điểm của Q◦f trong đĩa |z| ⩽ ρ, ở đó mỗi không điểm được đếm bằng bội

của nó nếu bội nhỏ hơn M và đếm M lần trong trường hợp khác. Hàm

đếm bội cắt cụt mức M được xác định bởi

NM
f (ρ,D) =

ρ∫
0

nM
f (t,D)− nM

f (0, D)

t
dt+ nM

f (0, D) log ρ.

Mệnh đề sau là định lý cơ bản thứ nhất đối với siêu mặt.

Mệnh đề 2.1.1 (xem [4], trang 776; [49], trang 216). Giả sử f là ánh xạ

chỉnh hình từ C vào PN(C), D là siêu mặt sao cho ảnh của f không nằm

trong D. Khi đó, với mọi ρ > 0,

mf(ρ,D) +Nf(ρ,D) = dTf(ρ) +O(1),

ở đó O(1) là hằng số không phụ thuộc vào ρ.

Ta nhắc lại, tập các siêu mặt {D1, . . . , Dq} trong PN(C) được gọi là

ở vị trí tổng quát nếu q > N và với mọi bộ N + 1 chỉ số phân biệt

i1, . . . , iN+1 ∈ {1, . . . , q}, ta có

N+1⋂
k=1

supp(Dik) = ∅. (2.1)

Với mỗi i = 1, . . . , q, gọi Qi là đa thức thuần nhất xác định siêu mặt Di,

khi đó điều kiện (2.1) tương đương với

{z ∈ CN+1 : Qi1(z) = . . . = QiN+1
(z) = 0} = ∅.

Mệnh đề sau đây là định lý cơ bản thứ hai đối với siêu phẳng.

Mệnh đề 2.1.2 ([15], Mệnh đề 6.2, trang 254). Giả sử f là đường cong

chỉnh hình không suy biến tuyến tính từ C vào PN(C) và H1, . . . , Hq là các
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siêu phẳng trong PN(C) ở vị trí tổng quát. Khi đó

(q −N − 1)Tf(ρ) ⩽
q∑

i=1

NN
f (Hi, ρ) + S(ρ, f),

ở đó S(ρ, f) = o(T (ρ, f)) với mọi ρ > 0, ngoại trừ tập có độ đo Lebesgue

hữu hạn.

Các kết quả bổ trợ

Mệnh đề 2.1.3 ([36], Bổ đề 1.4, trang 342). Giả sử f1, . . . , fN+1 là các

hàm nguyên khác không trên C, thỏa mãn

fd
1 + fd

2 + . . .+ fd
N+1 = 0 với d ⩾ N 2.

Khi đó tồn tại phân hoạch các chỉ số {1, . . . , N + 1} =
⋃
Iv, sao cho

(i) Mỗi Iv chứa ít nhất 2 chỉ số,

(ii) fi = cijfj, với cij là hằng số khác không đối với j, i ∈ Iv với mọi v,

(iii)
∑
j∈Iv

fd
j = 0 với mọi v.

Mệnh đề 2.1.4 ([26], Bổ đề 2.5, trang 541). Giả sử n, n1, n2, . . . , nq,

q ∈ N∗, a1, . . . , aq, c ∈ C, c ̸= 0 và q > 2 +
q∑

i=1

ni

n
. Khi đó phương trình

hàm

(f − a1)
n1(f − a2)

n2 . . . (f − aq)
nq = cgn,

không có nghiệm phân hình khác hằng (f, g).

Mệnh đề 2.1.5. Giả sử n, p, v là các số nguyên dương thỏa mãn (n, p) =

1, n + p ⩾ 4 và f1, f2, g1, g2 là các hàm nguyên không đồng thời bằng

không sao cho f =
f1
f2

và g =
g1
g2

là các hàm phân hình khác hằng. Khi đó,

phương trình

f vn(f − a1)(f − a2) . . . (f − avp) = cgv(n+p), (ai, c ̸= 0, ai ̸= aj),

không có nghiệm phân hình khác hằng (f, g).



53

Chứng minh. Giả sử (f, g) là nghiệm phân hình khác hằng của phương

trình

f vn(f − a1)(f − a2) . . . (f − avp) = cgv(n+p).

Ta thấy rằng, nếu z0 ∈ C là không điểm của f , thì z0 cũng là không điểm

của g và

nν0f(z0) = (n+ p)ν0g(z0).

Vì (n, p) = 1, nên bội của mỗi không điểm của f phải là bội của n + p.

Do đó,

N

(
ρ,

1

f

)
⩽

1

n+ p
T (ρ, f) +O(1).

Tương tự,

N(ρ, f) ⩽
1

n+ p
T (ρ, f) +O(1).

Hơn nữa, nếu z0 là không điểm của f − ai với 1 ⩽ i ⩽ vp, thì z0 cũng là

không điểm của g và

νaif (z0) = v(n+ p)ν0g(z0) ⩾ v(n+ p).

Do đó,

N

(
ρ,

1

f − ai

)
⩽

1

v(n+ p)
N

(
ρ,

1

f − ai

)
⩽

1

v(n+ p)
T (ρ, f) +O(1).

Áp dụng Định lý 1.1.5 cho f với các giá trị 0, a1, . . . , avp và sử dụng các

bất đẳng thức trên, ta có

vpT (ρ, f) ⩽ N(ρ, f) +N

(
ρ,

1

f

)
+

vp∑
i=1

N

(
ρ,

1

f − ai

)
+ S(ρ, f)

⩽
2

n+ p
T (ρ, f) +

vp∑
i=1

1

v(n+ p)
T (ρ, f) + S(ρ, f)

=

(
2

n+ p
+

p

n+ p

)
T (ρ, f) + S(ρ, f)
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=
p+ 2

n+ p
T (ρ, f) + S(ρ, f).

Ta thu được (
vp− p+ 2

n+ p

)
T (ρ, f) ⩽ S(ρ, f)

và kéo theo vp <
p+ 2

n+ p
.

Mặt khác, vì n+ p ⩾ 4, v ⩾ 1, vp ⩾ p và

p >
p+ 2

4
⩾

p+ 2

n+ p
,

nên vp >
p+ 2

n+ p
mâu thuẫn. Như vậy Mệnh đề 2.1.5 được chứng minh.

Cho f : C −→ PN(C) là ánh xạ chỉnh hình và D là siêu mặt xác định

bởi đa thức thuần nhất Q trong PN(C). Ta nói f rẽ nhánh ít nhất v trên D

nếu các không điểm của Q(f) có bậc ít nhất v. Nếu Q(f) không có không

điểm thì ta nói f rẽ nhánh bậc ∞ trên D. Trong [52], Siu Y.-T. và Yeung

S.-K. đã chứng minh kết quả sau trong trường hợp vi = 1, i = 1, . . . , N+1,

ở đây chúng tôi chứng minh đối với trường hợp tổng quát hơn.

Mệnh đề 2.1.6. Cho zd−qi
i Di(z1, z2, . . . , zN+1), 1 ⩽ i ⩽ N + 1, là các

đa thức thuần nhất bậc d xác định các siêu mặt ở vị trí tổng quát trong

PN(C). Giả sử tồn tại ánh xạ chỉnh hình f từ C vào PN(C) với biểu diễn

rút gọn (f1 : . . . : fN+1) sao cho ảnh của f nằm trong siêu mặt xác định

bởi
N+1∑
i=1

zd−qi
i Di(z1, z2, . . . , zN+1) = 0,

thỏa mãn

fd−qi
i Di(f1, . . . , fN+1) ̸≡ 0, i = 1, . . . , N + 1.

Ký hiệu Hi là siêu phẳng xác định bởi zi = 0, với mỗi i = 1, . . . , N + 1.

Gọi v1, . . . , vk là các số nguyên dương và vk+1, . . . , vN+1 là ∞ sao cho f
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rẽ nhánh ít nhất bậc vi trên Hi, với i = 1, 2, . . . , N + 1. Giả sử

d ⩾ 1 + (N − 1)
k∑

i=1

1

vi
+

N+1∑
i=1

qi,

khi N > 1. Khi đó, các đa thức

zd−q1
1 D1(z1, z2, . . . , zN+1), . . . , z

d−qN
N DN(z1, z2, . . . , zN+1)

là phụ thuộc tuyến tính trên ảnh của f .

Chứng minh. Giả sử phản chứng rằng các biểu thức

fd−q1
1 D1(f1, . . . , fN+1), . . . , f

d−qN
N DN(f1, . . . , fN+1)

là độc lập tuyến tính trên C.

Vì các đa thức zd−qi
i Di(z1, z2, . . . , zN+1), với i = 1, 2, . . . , N + 1, xác

định các siêu mặt ở vị trí tổng quát trong không gian xạ ảnh PN(C) và
N+1∑
i=1

fd−qi
i Di(f1, f2, . . . , fN+1) = 0,

ta suy ra

F =
(
fd−q1
1 D1(f1, . . . , fN+1) : . . . : f

d−qN
N DN(f1, . . . , fN+1)

)
là biểu diễn rút gọn của ánh xạ chỉnh hình khác hằng F : C → PN−1(C).

Trước hết, ta sẽ chứng minh rằng

dTf(ρ) = TF (ρ) +O(1).

Đặt

Ri(z1, . . . , zN+1) = zd−qi
i Di(z1, . . . , zN+1), i = 1, . . . , N + 1.

Từ giả thiết về vị trí tổng quát và hệ quả từ Định lý Nullstellensatz của

Hilbert trong [57] suy ra rằng, với mỗi số tự nhiên dương k, 1 ⩽ k ⩽ N+1,

tồn tại số tự nhiên dương mk ⩾ d sao cho

zmk

k =
N+1∑
i=1

aik(z1, . . . , zN+1)Ri(z1, . . . , zN+1),
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ở đó aik là các đa thức thuần nhất bậc mk − d, hệ số thuộc C. Do đó,

fmk

k =
N+1∑
i=1

aik(f1, . . . , fN+1)Ri(f1, . . . , fN+1), k = 1, . . . , N + 1.

Kéo theo

|fk(z)|mk ⩽ b∥f(z)∥mk−dmax
{
|f1(z)d−q1D1(f1(z), . . . , fN+1(z))|, . . . ,

|fN+1(z)
d−qN+1DN+1(f1(z), . . . , fN+1(z))|

}
,

trong đó b > 0 là hằng số phụ thuộc vào các hệ số của aik và Di. Vì vậy,

nếu fk ̸≡ 0 thì

Tf
mk
k
(ρ) = mkTfk(ρ) +O(1)

⩽ (mk − d)Tf(ρ) + max
1⩽i⩽N+1

TRi(f1,...,fN+1)(ρ) +O(1).

Vì f = (f1 : . . . : fN+1) là biểu diễn rút gọn của ánh xạ chỉnh hình

f : C → PN(C), nên tồn tại k sao cho fk ̸≡ 0. Do đó,

dTf(ρ) ⩽ max
1⩽i⩽N+1

TRi(f1,...,fN+1)(ρ) +O(1). (2.2)

Mặt khác,

TRi(f1,...,fN+1)(ρ) = T
f
d−qi
i Di(f1,...,fN+1)

(ρ) ⩽ dTf(ρ) +O(1), (2.3)

với mọi i = 1, . . . , N + 1. Từ (2.2) và (2.3) suy ra

dTf(ρ) = max
1⩽i⩽N+1

TRi(f1,...,fN+1)(ρ) +O(1) = TF (ρ) +O(1).

Bây giờ, ta xét các siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong PN−1(C) :

L1 : z1 = 0, . . . , LN : zN = 0, LN+1 : z1 + z2 + . . .+ zN = 0.

Trường hợp 1: vi ̸= ∞, i = 1, . . . , N + 1.

Áp dụng các Định lý 1.1.5, Mệnh đề 2.1.1, 2.1.2 và chú ý rằng

NN−1
F (LN+1, ρ) = NN−1

(
ρ,

1

f
d−qN+1

N+1 DN+1(f1, . . . , fN+1)

)
,
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kết hợp với giả thiết

d ⩾ 1 + (N − 1)
N+1∑
i=1

1

vi
+

N+1∑
i=1

qi, d− qi > 1,

ta có

dTf(ρ) = TF (ρ) +O(1) ⩽
N+1∑
i=1

NN−1
F (Li, ρ) + S(ρ, f)

⩽
N∑
i=1

NN−1

(
ρ,

1

fd−qi
i

)
+

N∑
i=1

N

(
ρ,

1

Di(f1, f2, . . . , fN+1)

)

+NN−1

(
ρ,

1

f
d−qN+1

N DN+1(f1, f2, . . . , fN+1)

)
+ S(ρ, f)

⩽
N+1∑
i=1

NN−1

(
ρ,

1

fd−qi
i

)
+

N+1∑
i=1

qiTf(ρ) + S(ρ, f)

⩽ (N − 1)
N+1∑
i=1

N 1

(
ρ,

1

fd−qi
i

)
+

N+1∑
i=1

qiTf(ρ) + S(ρ, f),

⩽ (N − 1)
N+1∑
i=1

N

(
ρ,

1

fi

)
vi

+
N+1∑
i=1

qiTf(ρ) + S(ρ, f),

suy ra

dTf(ρ) ⩽

(
(N − 1)

N+1∑
i=1

1

vi
+

N+1∑
i=1

qi

)
Tf(ρ) + S(ρ, f)

và (
d− (N − 1)

N+1∑
i=1

1

vi
−

N+1∑
i=1

qi

)
Tf(ρ) ⩽ S(ρ, f).

Vì d ⩾ 1 + (N − 1)
∑ 1

vi
+
∑

qi, từ đây có mâu thuẫn xảy ra.

Trường hợp 2: vi ̸= ∞ với i = 1, . . . , k, vi = ∞ với i = k+1, . . . , N+1.

Lập luận tương tự như Trường hợp 1 với chú ý

N 1(ρ, 1/fi) = 0, i = k + 1, . . . , N + 1
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và áp dụng các Định lý 1.1.5, Mệnh đề 2.1.1 và 2.1.2, ta thu được(
d− (N − 1)

k∑
i=1

1

vi
−

N+1∑
i=1

qi

)
Tf(ρ) ⩽ S(ρ, f).

Điều này mâu thuẫn với

d ⩾ 1 + (N − 1)
k∑

i=1

1

vi
+

N+1∑
i=1

qi.

Vậy, mâu thuẫn xảy ra trong cả hai trường hợp, tức là điều giả sử là sai.

Nói cách khác

zd−q1
1 D1(z1, . . . , zN+1), . . . , z

d−qN
N DN(z1, . . . , zN+1)

là phụ thuộc trên ảnh của f và Mệnh đề 2.1.6 được chứng minh.

2.2. Siêu mặt xác định duy nhất đối với đường cong

chỉnh hình

Trong phần này chúng tôi sẽ chứng minh một số kết quả về vấn đề duy

nhất đối với đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính mức 1. Đầu

tiên chúng tôi giới thiệu siêu mặt kiểu Fermat-Yi.

Cho d là số nguyên dương, ai, bi, ci, di, i = 1, 2, . . . , N là các hằng số

khác 0 thỏa mãn

d ⩾ (2N − 1)2, bdi d
d
i ̸= bdl d

d
j với i ̸= j, i ̸= l, khi N ⩾ 2. (2.4)

Với các số tự nhiên không âm p, n, ta đặt

Pi(zi, zN+1) = zn+p
i + aiz

n
i z

p
N+1 + biz

n+p
N+1,

Qi(zi, zN+1) = zn+p
i + ciz

n
i z

p
N+1 + diz

n+p
N+1,

với i = 1, 2, . . . , N . Đặt

P (z1, . . . , zN+1) = P d
1 (z1, zN+1) + . . .+ P d

N(zN , zN+1), (2.5)
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Q(z1, . . . , zN+1) = Qd
1(z1, zN+1) + . . .+Qd

N(zN , zN+1). (2.6)

Bây giờ chúng ta chứng minh hai mệnh đề chìa khóa. Mệnh đề 2.2.1

đã được Khoai H. H., An V. H. và Hoa P. N. chứng minh trong [26] cho

trường hợp v = 1, dùng để chứng minh Mệnh đề 2.2.2.

Mệnh đề 2.2.1. Cho n, p, v là các số tự nhiên không âm thỏa mãn (n, p) =

1 hoặc vp ⩾ 4 và c, d, e, u, s, t ∈ C là các hằng số khác 0. Giả sử
f1
f2

và
g1
g2

là các hàm phân hình khác hằng thỏa mãn

cf
v(n+p)
1 + df vn

1 f vp
2 + ef

v(n+p)
2 = ug

v(n+p)
1 + sgvn1 gvp2 + tg

v(n+p)
2 . (2.7)

Giả sử thêm rằng các điều kiện sau được thỏa mãn:

n ⩾ p+ 1 +
8

v
và (2.8)

v ⩾ 2 nếu p = 1. (2.9)

Khi đó ta có

f1 = hg1, f2 = lg2,

với h, l là các hằng số thỏa mãn

hv(n+p) =
u

c
, hvnlvp =

s

d
, lv(n+p) =

t

e
.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng f1, f2 không

có không điểm chung và g1, g2 cũng không có không điểm chung. Từ (2.7)

ta có

ef
v(n+p)
2 + f vn

1 (cf vp
1 + df vp

2 )− tg
v(n+p)
2 − gvn1 (ugvp1 + sgvp2 ) = 0. (2.10)

Khẳng định 1. Tồn tại các hằng số C1, C2, C3 sao cho (C1, C2, C3) ̸=
(0, 0, 0) và

C1f
v(n+p)
2 + C2f

vn
1 (cf vp

1 + df vp
2 ) + C3g

v(n+p)
2 = 0.
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Chứng minh. Đặt F = (f v
2 : f v

1 : gv2 : g
v
1), thì F là ánh xạ chỉnh hình từ C

vào P3(C).

Ta sẽ kiểm tra giả thiết của Mệnh đề 2.1.6 với N = 3, ánh xạ chỉnh

hình F và các đa thức thuần nhất bậc n+ p:

P1(z1, z2, z3, z4) = ezn+p
1 , P2(z1, z2, z3, z4) = zn2 (cz

p
2 + dzp1),

P3(z1, z2, z3, z4) = −tzn+p
3 , P4(z1, z2, z3, z4) = −zn4 (uz

p
4 + szp3),

với d = n + p, q1 = q3 = 0, q2 = q4 = p, v1 = v2 = v3 = v4 = v. Dễ thấy

rằng P1, P2, P3, P4 xác định các siêu mặt ở vị trí tổng quát trong P3(C).

Rõ ràng với mỗi i = 1, 2, 3, 4, ta có Pi(f
v
2 , f

v
1 , g

v
2 , g

v
1) ̸≡ 0. Từ (2.10) ta có

4∑
i=1

Pi(f
v
2 , f

v
1 , g

v
2 , g

v
1) = 0.

Ký hiệu Hi là các siêu phẳng xác định bởi zi = 0, i = 1, 2, 3, 4 trong

P3(C). Rõ ràng F rẽ nhánh ít nhất v lần trên mỗi Hi, i = 1, 2, 3, 4. Từ

(2.8) nên

n+ p ⩾ 2p+ 1 +
8

v
= 1 + 2

4∑
i=1

1

v
+

4∑
i=1

qi.

Như vậy, mọi giả thiết của Mệnh đề 2.1.6 được thỏa mãn và ta suy ra kết

luận của Khẳng định 1 từ mệnh đề này.

Khẳng định 2. Ta có ef
v(n+p)
2 = tg

v(n+p)
2 .

Chứng minh. Từ Khẳng định 1 ta có

C1f
v(n+p)
2 + C2f

vn
1 (cf vp

1 + df vp
2 ) + C3g

v(n+p)
2 = 0, (2.11)

trong đó C1, C2, C3 là các hằng số sao cho (C1, C2, C3) ̸= (0, 0, 0). Ta xét

các trường hợp có thể sau:

Trường hợp 1. C3 = 0. Khi đó từ (2.11) suy ra

C1f
v(n+p)
2 + C2f

vn
1 (cf vp

1 + df vp
2 ) = 0. (2.12)
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Vì f2 là hàm chỉnh hình khác 0 nên C2 ̸= 0. Nếu C1 = 0 thì từ (2.12) suy

ra
f1
f2

là hằng số, mâu thuẫn. Vậy C1, C2 ̸= 0 và từ đó suy ra
f1
f2

là hằng

số. Mâu thuẫn, do đó C3 ̸= 0.

Trường hợp 2. C2 = 0. Khi đó (2.11) trở thành

C1f
v(n+p)
2 + C3g

v(n+p)
2 = 0. (2.13)

Vì f2, g2 là các hàm chỉnh hình khác 0 nên C1 ̸= 0, C3 ̸= 0. Từ đó suy ra

g
v(n+p)
2 = −C1

C3
f
v(n+p)
2 ,

do đó gv2 = Cf v
2 , với C

n+p = −C1

C3
. Vì vậy từ (2.7), ta thu được

(e− Cn+pt)f
v(n+p)
2 + f vn

1 (cf vp
1 + df vp

2 )− gvn1 (ugvp1 + sCpf vp
2 ) = 0. (2.14)

Bây giờ ta chứng minh e−Cn+pt = 0. Thật vậy, giả sử e−Cn+pt ̸= 0, áp

dụng lý luận như Khẳng định 1 đối với ánh xạ chỉnh hình F = (f v
2 : f v

1 : gv1)

và các đa thức thuần nhất bậc n+ p

(e− Cn+pt)zn+p
1 , zn2 (cz

p
2 + dzp1), −zn3 (uz

p
3 + sCpzp1),

kéo theo tồn tại C ′
1, C

′
2, (C

′
1, C

′
2) ̸= (0, 0), sao cho

C ′
1(e− Cn+pt)f

v(n+p)
2 + C ′

2f
vn
1 (cf vp

1 + df vp
2 ) = 0.

Theo lý luận tương tự như trong Trường hợp 1, ta cũng suy ra mâu thuẫn.

Do đó e− Cn+pt = 0, tức là

ef
v(n+p)
2 = tg

v(n+p)
2 . (2.15)

Trường hợp 3. C1 = 0. Theo (2.11) ta có

C2f
vn
1 (cf vp

1 + df vp
2 ) + C3g

v(n+p)
2 = 0.

Suy ra

C2f
vn
1 (cf vp

1 + df vp
2 ) = C ′

3g
v(n+p)
2 . (2.16)
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Vì g2 là hàm nguyên không đồng nhất bằng 0 và
f1
f2

không phải là hằng

số, nên từ (2.16) ta suy ra C2 ̸= 0, C ′
3 ̸= 0. Từ đó và f2 là hàm nguyên

khác 0, cùng với (2.16), ta có:

C2

(
f1
f2

)vn(
c

(
f1
f2

)vp

+ d

)
= C ′

3

(
g2
f2

)v(n+p)

. (2.17)

Đặt f =
f1
f2
, h =

g2
f2
. Vì

f1
f2

không phải là hằng số, nên từ (2.17) ta

cũng có
g2
f2

không phải là hằng số.

Đặt thêm C4 =
d

c
̸= 0, C ′

4 =
C ′

3

C2c
̸= 0, thì từ (2.17) ta thu được

f vn(f vp + C4) = C ′
4h

v(n+p).

Điều này suy ra

f vn(f − a1)(f − a2) . . . (f − avp) = Chv(n+p), C ̸= 0, (2.18)

đối với các hằng số phân biệt a1, . . . , avp sao cho avpj = −C4 với mọi

j = 1, . . . , vp.

Nếu (n, p) = 1, từ (2.8) ta có

n+ p ⩾ 2p+ 1 +
8

v
, n+ p ⩾ 4.

Áp dụng Mênh đề 2.1.5 cho phương trình hàm (2.18), ta thu được

phương trình (2.18) không có nghiệm phân hình khác hằng. Đây là dẫn

đến mâu thuẫn.

Nếu vp ⩾ 4, thì áp dụng Mệnh đề 2.1.4 cho (2.18) với q = vp + 1,

n = v(n + p), n1 = vn, n2 = n3 = . . . = nq = 1, ta cũng suy ra phương

trình hàm (2.18) không có nghiệm phân hình khác hằng. Đây cũng là dẫn

đến mâu thuẫn. Vậy C1 ̸= 0.

Trường hợp 4. C1 ̸= 0, C2 ̸= 0, C3 ̸= 0. Từ (2.11) và theo lý luận tương

tự như trong chứng minh của Khẳng định 1 đối với ánh xạ chỉnh hình
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F = (f v
2 : f v

1 : gv2) và các đa thức thuần nhất bậc n+ p:

C1z
n+p
1 , C2z

n
2 (cz

p
2 + dzp1), C3z

n+p
3 ,

ta suy ra tồn tại các hằng số A1, A2, với (A1, A2) ̸= (0, 0), sao cho

A1f
v(n+p)
2 + A2f

vn
1 (cf vp

1 + df vp
2 ) = 0.

Từ đó, bằng lập luận tương tự như trong Trường hợp 1, ta suy ra mâu

thuẫn.

Vậy chỉ còn khả năng duy nhất là (2.15), tức là ef
v(n+p)
2 = tg

v(n+p)
2 và

Khẳng định 2 được chứng minh.

Từ Khẳng định 2, ta có f2 = lg2, trong đó lv(n+p) =
t

e
. Để hoàn thành

chứng minh mệnh đề, ta cần chứng minh rằng f1 = hg1, f2 = lg2, với h, l

là các hằng số thỏa mãn

hv(n+p) =
u

c
, hvnlvp =

s

d
, lv(n+p) =

t

e
.

Thật vậy, từ Khẳng định 2, ta có ef
v(n+p)
2 = tg

v(n+p)
2 , nên từ (2.7) ta có

c

e
f v(n+p) +

d

e
f vn =

u

t
gv(n+p) +

s

t
gvn, (2.19)

với f =
f1
f2
, g =

g1
g2
. Để thuận tiện ta kí hiệu H =

f

g
và α =

eu

ct
̸= 0,

β =
se

dt
̸= 0. Khi đó từ (2.19) ta có

c

e
gvp
(
Hv(n+p) − eu

ct

)
= −d

e

(
Hvn − se

dt

)
,

tức là

gvp(Hv(n+p) − α) = −d

c
(Hvn − β),

suy ra

gvp = −d

c

Hvn − β

Hv(n+p) − α
. (2.20)



64

Khẳng định 3. H là hằng số.

Chứng minh. Giả sử ngược lại rằng H không phải là hằng số. Ta xét các

trường hợp sau:

Trường hợp 5. (n, p) = 1.

Trường hợp con 5.1. Hv(n+p) − α và Hvn − β không có không điểm

chung.

Từ (2.19) và (2.20) ta có

T (ρ, g) = T (ρ, f) +O(1),

kéo theo S(ρ, f) = S(ρ, g) và

T (ρ, g) =
n+ p

p
T (ρ,H) + S(ρ, g),

nên S(ρ, g) = S(ρ,H). Đặt

S(ρ) = S(ρ, f) = S(ρ, g) = S(ρ,H).

Ta biết phương trình zvn − β = 0 có vn không điểm đơn β1, . . . , βvn và

phương trình zv(n+p) − α = 0 có v(n+ p) không điểm đơn α1, . . . , αv(n+p).

Điều này suy ra

Hvn − β = (H − β1) . . . (H − βvn)

và

Hv(n+p) − α = (H − α1) . . . (H − αv(n+p)).

Từ đó và (2.20), ta có

gvp = −d

c

(H − β1) . . . (H − βvn)

(H − α1) . . . (H − αv(n+p))
.

Điều này cho thấy mỗi không điểm của H − αi và H − βj đều có bội lớn

hơn hoặc bằng vp. Áp dụng Mệnh đề 1.1.6 cho các giá trị β1, β2, . . . , βvn,
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α1, . . . , αv(n+p), ta thu được

v(2n+p)∑
i=1

(
1− 1

vp

)
⩽ 2,

tức là

(2n+ p)(vp− 1) ⩽ 2p. (2.21)

Nếu p = 1, thì v ⩾ 2 từ (2.8). Kết hợp với n ⩾ p+ 1 +
8

v
, ta có

(2n+ p)(vp− 1) ⩾ 2n+ 1 > 2 = 2p,

mâu thuẫn với bất đẳng thức (2.21). Nếu p ⩾ 2, thì

(2n+ p)(vp− 1) ⩾ 2n+ p > 2p,

cũng mâu thuẫn với (2.21).

Trường hợp con 5.2. Hv(n+p) − α và Hvn − β có không điểm chung.

Giả sử z0 là không điểm chung của Hv(n+p) − α và Hvn − β, tức là

Hv(n+p)(z0) = α, Hvn(z0) = β.

Từ (2.20), ta có

gvp = −βd

αc

(
H

H(z0)

)vn

− 1(
H

H(z0)

)v(n+p)

− 1

. (2.22)

Vì (n, p) = 1, nên các nghiệm của zvn − 1 = 0 khác với các nghiệm của

zv(n+p) − 1 = 0, ngoại trừ nghiệm zv = 1. Phương trình zvn − 1 = 0 có

v(n − 1) nghiệm đơn β1, . . . , βv(n−1) và phương trình zv(n+p) − 1 = 0 có

v(n+p−1) nghiệm đơn α1, . . . , αv(n+p−1) sao cho βi ̸= αj. Từ đó và (2.22),

ta có

gvp = −βd

αc

(H1 − β1) . . . (H1 − βv(n−1))

(H1 − α1) . . . (H1 − αv(n+p−1))
,
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với H1 =
H

H(z0)
.

Áp dụng Mệnh đề 1.1.6 cho các giá trị β1, . . . , βv(n−1), α1, . . . , αv(n+p−1),

ta có
v(2n+p−2)∑

i=1

(
1− 1

vp

)
⩽ 2,

tức là

(2n+ p− 2)(vp− 1) ⩽ 2p. (2.23)

Nếu p = 1, từ (2.9) ta có v ⩾ 2. Với n ⩾ p+ 1 +
8

v
, suy ra

(2n+ p− 2)(vp− 1) ⩾ 2n− 1 > 2 = 2p,

mâu thuẫn với (2.23). Nếu p ⩾ 2, thì

(2n+ p− 2)(vp− 1) ⩾ 2n+ p− 2 > 2p,

cũng mâu thuẫn với (2.23).

Trường hợp 6. vp ⩾ 4.

Phương trình zvn−β = 0 có vn nghiệm đơn, phương trình zv(n+p)−α =

0 có v(n+p) nghiệm đơn. Hai phương trình này có tối đa vn nghiệm chung.

Do đó, zv(n+p) − α = 0 có ít nhất vp nghiệm phân biệt không trùng với

nghiệm của zvn − β = 0. Gọi các nghiệm đó là r1, r2, . . . , rvp.

Từ (2.20), các không điểm của H − rj (j = 1, . . . , vp) đều có bội ⩾ vp.

Do đó kết hợp với Mệnh đề 1.1.6, ta có

vp

(
1− 1

vp

)
⩽ 2,

suy ra vp ⩽ 3. Đây là mâu thuẫn với giả thiết vp ⩾ 4.

Kết hợp các kết luận của các trường hợp, suy ra H là hằng số và Khẳng

định 3 được chứng minh.



67

Ta tiếp tục chứng minh mệnh đề. Từ Khẳng định 3, ta có f = Hg với

H là hằng số, điều này dẫn tới f1 = hg1 vì f2 = lg2 theo Khẳng định 2.

Từ (2.7) và vì
f1
f2

và
g1
g2

là các hàm khác hằng, ta suy ra rằng

f1 = hg1, f2 = lg2,

với h, l là các hằng số thỏa mãn

hv(n+p) =
u

c
, hvnlvp =

s

d
, lv(n+p) =

t

e
.

Như vậy Mệnh đề 2.2.1 được chứng minh.

Mệnh đề sau là tính chất của các đường cong chỉnh hình không suy

biến tuyến tính mức 1 kết hợp với hai siêu mặt kiểu Fermat-Yi.

Mệnh đề 2.2.2. Giả sử n, p, v là các số tự nhiên không âm thỏa mãn

(n, p) = 1 hoặc vp ⩾ 4. Giả sử điều kiện (2.4) được thỏa mãn. Gọi

P,Q là các đa thức lần lượt được xác định trong (2.5) và (2.6) và f, g ∈
ML1(C,PN(C)) thỏa mãn

P (f v
1 , f

v
2 , . . . , f

v
N+1) = Q(gv1 , g

v
2 , . . . , g

v
N+1), (2.24)

trong đó (f1 : . . . : fN+1) và (g1 : . . . : gN+1) lần lượt là các biểu diễn rút

gọn của f và g. Giả sử thêm các điều kiện sau được thỏa mãn:

n ⩾ p+ 1 +
8

v
và (2.25)

v ⩾ 2 nếu p = 1. (2.26)

Khi đó, ta có

fi = higi, fN+1 = hN+1gN+1,

với hi, hN+1 là các hằng số thỏa mãn các điều kiện:

h
v(n+p)
i =

1

Bi
, hvn

i hvp
N+1 =

ci
Biai

, h
v(n+p)
N+1 =

di
Bibi

, Bd
i = 1, i = 1, . . . , N.
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Chứng minh. Trước tiên, ta chứng minh rằng P d
i (f

v
i , f

v
N+1) ̸≡ 0, i =

1, . . . , N . Thật vậy, giả sử P d
i (f

v
i , f

v
N+1) ≡ 0 với mỗi i ∈ {1, . . . , N},

thì

f
v(n+p)
i + aif

vn
i f vp

N+1 + bif
v(n+p)
N+1 = 0. (2.27)

Nếu fN+1 ≡ 0 thì fi ≡ 0, mâu thuẫn với điều kiện f ∈ ML1(C,PN(C)).

Nếu fN+1 ̸≡ 0, thì fi ̸≡ 0 và từ (2.27) suy ra rằng
fi

fN+1
là hằng số, mâu

thuẫn với giả thiết ánh xạ f khác hằng và suy biến tuyến tính mức 1. Do

đó

P d
i (f

v
i , f

v
N+1) ̸≡ 0, i = 1, . . . , N.

Tương tự, ta có Qd
i (g

v
i , g

v
N+1) ̸≡ 0, i = 1, . . . , N .

Từ (2.24) suy ra

P d
1 (f

v
1 , f

v
N+1) + P d

2 (f
v
2 , f

v
N+1) + . . .+ P d

N(f
v
N , f

v
N+1)

−Qd
1(g

v
1 , g

v
N+1)−Qd

2(g
v
2 , g

v
N+1)− . . .−Qd

N(g
v
N , g

v
N+1) = 0.

Áp dụng Mệnh đề 2.1.3 đối với các hàm chỉnh hình

P1(f
v
1 , f

v
N+1), . . . , PN(f

v
N , f

v
N+1), Q1(f

v
1 , f

v
N+1), . . . , QN(f

v
N , f

v
N+1),

với d ⩾ (2N − 1)2, suy ra rằng đối với bất kỳ i = 1, . . . , N , Pi(f
v
i , f

v
N+1)

thỏa mãn một trong ba khả năng sau:

(i) Tồn tại j ∈ {1, 2, . . . , N} với j ̸= i sao cho

aijPi(f
v
i , f

v
N+1) = Pj(f

v
j , f

v
N+1), aij ̸= 0.

(ii) Tồn tại j ∈ {1, 2, . . . , N} sao cho

bijPi(f
v
i , f

v
N+1) = Qj(g

v
j , g

v
N+1), bij ̸= 0.

(iii) Tồn tại j, t ∈ {1, 2, . . . , N} với j ̸= t sao cho

cijPi(f
v
i , f

v
N+1) = Qj(g

v
j , g

v
N+1), cij ̸= 0,
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cjtQj(g
v
j , g

v
N+1) = Qt(g

v
t , g

v
N+1), cjt ̸= 0.

Nếu Pi(f
v
i , f

v
N+1) thỏa mãn (i), ta có fi = hijfj với h

v(n+p)
ij =

1

aij
theo

Mệnh đề 2.2.1, điều này mâu thuẫn với giả thiết ánh xạ f khác hằng và

suy biến tuyến tính mức 1. Nếu Pi(f
v
i , f

v
N+1) thỏa mãn (iii), ta cũng dẫn

đến mâu thuẫn bằng cách lập luận tương tự như (i). Vậy Pi(f
v
i , f

v
N+1) phải

thỏa mãn (ii).

Do đó, đối với bất kỳ i = 1, . . . , N , tồn tại duy nhất j ∈ {1, . . . , N}
sao cho

bijPi(f
v
i , f

v
N+1) = Qj(g

v
j , g

v
N+1), bij ̸= 0

và

P d
i (f

v
i , f

v
N+1) +Qd

j(g
v
j , g

v
N+1) = 0.

Suy ra

(1− bdij)P
d
i (f

v
i , f

v
N+1) = 0.

Vì P d
i (f

v
i , f

v
N+1) ̸= 0, nên

bdij = 1. (2.28)

Bây giờ ta sẽ chứng minh i = j. Giả sử ngược lại rằng i ̸= j. Khi đó

tồn tại l ̸= i sao cho

dliPl(f
v
l , f

v
N+1) = Qi(g

v
i , g

v
N+1), ddli = 1. (2.29)

Từ (2.28) và (2.29), áp dụng Mệnh đề 2.2.1 ta suy ra rằng

bijbif
v(n+p)
N+1 = djg

v(n+p)
N+1

và

dliblf
v(n+p)
N+1 = dig

v(n+p)
N+1 .

Suy ra
bijbi
dlibl

=
dj
di
,
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nên
bdijb

d
i

ddlib
d
l

=
ddj
ddi
.

Vì bdij = 1 và ddli = 1 nên suy ra

bdi
bdl

=
ddj
ddi
,

do đó bdi d
d
i = ddjb

d
l , mâu thuẫn với giả thiết bdi d

d
i ̸= ddjb

d
l với i ̸= j và i ̸= l.

Như vậy i = j, tức là với mỗi i = 1, . . . , N , ta có

BiPi(f
v
i , f

v
N+1) = Qi(g

v
i , g

v
N+1),

với Bd
i = 1. Áp dụng Mệnh đề 2.2.1 đối với

f v
i

f v
N+1

và
gvi

gvN+1

ta thu được

fi = higi, fN+1 = hN+1gN+1,

trong đó hi, hN+1 là các hằng số thỏa mãn

h
v(n+p)
i =

1

Bi
, hvn

i hvp
N+1 =

ci
Biai

, h
v(n+p)
N+1 =

di
Bibi

, Bd
i = 1,

với i = 1, . . . , N . Vì vậy, Mệnh đề 2.2.2 được chứng minh.

Bây giờ chúng tôi sẽ phát biểu và chứng minh các kết quả về vấn đề

duy nhất đối với đường cong chỉnh hình phức không suy biến tuyến tính

mức 1. Cho f : C → PN(C) là ánh xạ chỉnh hình và D là siêu mặt xác

định bởi đa thức thuần nhất Q bậc d. Hàm bội νf,D : C → N tại các không

điểm giao của ảnh f với D được xác định bởi:

νf,D(z) =

{
0 nếu Q ◦ f(z) ̸= 0,
m nếu Q ◦ f(z) = 0 với bội m.

Kí hiệu

Ef(D) = {(z, νf,D(z)) : z ∈ C}.



71

Định lý 2.2.3. Cho n, p, v là các số nguyên dương thỏa mãn (n, p) = 1

hoặc vp ⩾ 4. Giả sử điều kiện (2.4) được thỏa mãn. Gọi P,Q là các đa

thức lần lượt được xác định trong (2.5) và (2.6) và X, Y là các siêu mặt

lần lượt được xác định bởi P (z1, . . . , zN+1) = 0 và Q(z1, . . . , zN+1) = 0.

Giả sử các điều kiện sau được thỏa mãn

n ⩾ p+ 1 +
8

v
và (2.30)

v ⩾ 2 nếu p = 1. (2.31)

Khi đó nếu f, g ∈ ML1(C,PN(C)) thỏa mãn Efv(X) = Egv(Y ) thì

fi = hhigi, fN+1 = hhN+1gN+1,

trong đó (f1 : . . . : fN+1) và (g1 : . . . : gN+1) lần lượt là các biểu diễn rút

gọn của f và g, h là hàm nguyên không có không điểm, hi, i = 1, . . . , N

và hN+1 là các hằng số thỏa mãn

h
v(n+p)
i =

1

Bi
, hvn

i hvp
N+1 =

ci
Biai

, h
v(n+p)
N+1 =

di
Bibi

, Bd
i = 1, i = 1, . . . , N.

Chứng minh. Do (f1 : . . . : fN+1) và (g1 : . . . : gN+1) là các biểu diễn rút

gọn của f và g, tương ứng, nên (f v
1 : . . . : f v

N+1) và (gv1 : . . . : gvN+1) lần

lượt là các biểu diễn rút gọn của f v và gv.

Vì Efv(X) = Egv(Y ), nên dễ dàng thấy rằng tồn tại hàm nguyên α sao

cho

P (f v
1 , f

v
2 , . . . , f

v
N+1) = eαQ(gv1 , g

v
2 , . . . , g

v
N+1).

Đặt h = e
α

v(n+p)d , khi đó h là hàm nguyên không có không điểm, do đó

((hg1)
v, . . . , (hgN+1)

v)

là biểu diễn rút gọn của gv và

P (f v
1 , f

v
2 , . . . , f

v
N+1) = Q ((hg1)

v, . . . , (hgN+1)
v) .



72

Áp dụng Mệnh đề 2.2.2, ta thu được

fi = hhigi, fN+1 = hhN+1gN+1,

với hi, hN+1 là các hằng số thỏa mãn các điều kiện:

h
v(n+p)
i =

1

Bi
, hvn

i hvp
N+1 =

ci
Biai

, h
v(n+p)
N+1 =

di
Bibi

, Bd
i = 1,

với i = 1, . . . , N . Do đó, Định lý 2.2.3 được chứng minh.

Chú ý 2.2.1. i) Định lý 2.2.3 cho ta điều kiện cần để điều kiện

Efv(X) = Egv(Y )

được thỏa mãn.

ii) Dễ dàng nhận thấy rằng Định lý 2.2.3 suy ra Định lý 3.1 của Khoai

H. H., An V. H. và Hoa P. N. trong [26]. Thật vậy, ta biết rằng nếu f

(tương ứng g) là hàm phân hình trên C thì ta có thể viết f =
f1
f2

(tương

ứng g =
g1
g2
), trong đó f1, f2 (tương ứng g1, g2) là các hàm chỉnh hình trên

C không có không điểm chung. Khi đó f, g trong Định lý 3.1 của Khoai H.

H., An V. H. và Hoa P. N. trong [26] là hai ánh xạ chỉnh hình không suy

biến tuyến tính mức 1 từ C tới P1(C) với f = (f1 : f2) và g = (g1 : g2) là

các biểu diễn rút gọn của f và g, tương ứng. Khi đó ta lấy N = 1, v = 1,

(n, p) = 1 hoặc p ⩾ 4 trong Định lý 2.2.3, ta sẽ thu được kết luận của

Định lý 3.1 của Khoai H. H., An V. H. và Hoa P. N. trong [26].

Tiếp theo, chúng ta xem xét một số ứng dụng của Định lý 2.2.3. Năm

2000, Shirosaki M. (xem [51]) đã đưa ra lớp các siêu mặt có bậc tối thiểu

13(2N − 1)2 xác định các ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính từ

C vào PN(C). Cụ thể, tác giả đã đưa ra câu trả lời khẳng định cho câu hỏi:

Có thể tìm được siêu mặt X sao cho với mọi cặp ánh xạ chỉnh hình f, g

từ C tới PN(C) thỏa mãn Ef(X) = Eg(X) thì f và g trùng nhau không ?
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Kể từ đó, đã có nhiều kết quả đã đạt được liên quan đến chủ đề này và

các vấn đề liên quan (xem [8], [28], [30], [55], [40], [41], [42] và các tài liệu

khác). Dựa vào Định lý 2.2.3, chúng tôi đưa ra câu trả lời cho câu hỏi trên

cho lớp ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính mức 1.

Giả sử d là số nguyên dương, ai, bi, i = 1, 2, . . . , N là các hằng số khác

0 thỏa mãn

d ⩾ (2N − 1)2, b2di ̸= bdjb
d
l với i ̸= j, i ̸= l khi N ⩾ 2. (2.32)

Với các số tự nhiên không âm p, n, ta đặt

Pi(zi, zN+1) = zn+p
i + aiz

n
i z

p
N+1 + biz

n+p
N+1,

với i = 1, 2, . . . , N . Đặt

P (z1, . . . , zN+1) = P d
1 (z1, zN+1) + . . .+ P d

N(zN , zN+1).

Gọi X là siêu mặt xác định bởi

P (z1, . . . , zN+1) = 0. (2.33)

Định lý 2.2.4. Cho n, p, v là các số nguyên dương sao cho (n, p) = 1.

Cho X là siêu mặt được xác định như trong (2.33) với điều kiện (2.32).

Gọi f, g ∈ ML1(C,PN(C)) thỏa mãn Efv(X) = Egv(X). Giả sử các điều

kiện sau được thỏa mãn:

n ⩾ p+ 1 +
8

v
và (2.34)

v ⩾ 2 nếu p = 1. (2.35)

Khi đó f v = gv.

Chứng minh. Giả sử (f1 : . . . : fN+1) và (g1 : . . . : gN+1) lần lượt là các

biểu diễn rút gọn của f và g. Lấy X = Y trong Định lý 2.2.3, ta thu được

fi = hhigi, fN+1 = hhN+1gN+1,
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ở đó h là hàm chỉnh hình không có không điểm, còn hi, hN+1 là các hằng

số thỏa mãn các điều kiện:

h
v(n+p)
i =

1

Bi
, hvn

i hvp
N+1 =

1

Bi
, h

v(n+p)
N+1 =

1

Bi
, Bd

i = 1,

với i = 1, . . . , N . Suy ra, với mỗi i = 1, . . . , N ,(
hv
i

hv
N+1

)p

= 1,

(
hv
i

hv
N+1

)n

= 1.

Vì (n, p) = 1 nên suy ra hv
i = hv

N+1 với mọi i = 1, . . . , N . Do đó,

f v
i

f v
N+1

=
gvi

gvN+1

.

Suy ra
f v
i

gvi
=

f v
N+1

gvN+1

với mọi i = 1, . . . , N.

Vậy f v = gv và Định lý 2.2.4 được chứng minh.

Định lý 2.2.4 cho ta điều kiện đại số cho lớp siêu mặt xác định duy nhất

lũy thừa của ánh xạ chỉnh hình. Dễ thấy rằng Định lý 1.5 của Khoai H.

H., An V. H. và Lai N. X. trong [27] là hệ quả của Định lý 2.2.4 khi ta lấy

N = 1, n = 6, p = 1, v ⩾ 2.

Cho D là siêu mặt, nếu điều kiện Ef(D) = Eg(D) kéo theo f = g đối

với bất kỳ hai ánh xạ chỉnh hình f, g sao cho ảnh của f, g không chứa

trong D, thì D được gọi là siêu mặt xác định duy nhất tính cả bội đối với

các ánh xạ chỉnh hình. Hệ quả sau đây cho thấy sự tồn tại siêu mặt xác

định duy nhất của một số lớp ánh xạ chỉnh hình.

Hệ quả 2.2.5. Kí hiệu

Mv
L1(C,P

N(C)) := {f v : f ∈ ML1(C,PN(C))}.

Khi đó, ta có:
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i) Tồn tại các siêu mặt xác định duy nhất có bậc 13(2N − 1)2 cho lớp

các ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính mức 1 từ C vào PN(C).

ii) Tồn tại các siêu mặt xác định duy nhất có bậc 7(2N − 1)2 cho các

ánh xạ chỉnh hình thuộc M2
L1(C,PN(C)).

iii) Tồn tại các siêu mặt xác định duy nhất có bậc 4(2N − 1)2 cho các

ánh xạ chỉnh hình thuộc M8
L1(C,PN(C)).

Bây giờ ta xem xét một số ví dụ của Định lý 2.2.4.

Ví dụ 2.2.2. Với mỗi i = 1, 2, ta đặt

Pi(x, y) = x13 − 4

11
13x11y2 + iy13

và đặt

P (z1, z2, z3) = P 9
1 (z1, z3) + P 9

2 (z2, z3).

Gọi X là siêu mặt trong P2(C) được xác định bởi P (z1, z2, z3) = 0. Ta

thấy rằng d = 9 và P (z1, z2, z3) thỏa mãn (2.32). Ta dễ dàng kiểm tra

rằng X thỏa mãn Định lý 2.2.4 với N = 2, n = 11, p = 2, v = 1. Vì vậy,

X là siêu mặt xác định duy nhất có bậc 13.9 cho các ánh xạ chỉnh hình

thuộc ML1(C,P2(C)).

Ví dụ 2.2.3. Với mỗi i = 1, 2, ta đặt

Pi(x, y) = x7 − 7

6
x6y + iy7

và đặt

P (z1, z2, z3) = P 9
1 (z1, z3) + P 9

2 (z2, z3).

Gọi X là siêu mặt trong P2(C) được xác định bởi P (z1, z2, z3) = 0. Ta

dễ dàng kiểm tra rằng X thỏa mãn Định lý 2.2.4 với v = 2. Vì vậy, X là

siêu mặt xác định duy nhất có bậc 7.9 cho các ánh xạ chỉnh hình thuộc

M2
L1(C,P2(C)).
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Bây giờ, ta xét Y (z) = z7 − 7

6
z6 + 1. Khi đó, Y (z) là đa thức bậc 7 và

Y ′(z) = 7z5(z − 1) = 0 cho thấy z = 0, z = 1 và Y (0) ̸= 0, Y (1) ̸= 0. Do

đó, Y (z) không có các nghiệm bội. Đặt

S = {z ∈ C : Y (z) = 0}.

Gọi f, g là các hàm phân hình sao cho Ef2(S) = Eg2(S). Kí hiệu f = f1/f2,

g = g1/g2, ở đó f1, f2 là các hàm chỉnh hình không có không điểm chung

và g1, g2 cũng là các hàm chỉnh hình không có không điểm chung. Đặt

f̂ = (f1 : f2) và ĝ = (g1 : g2), khi đó f̂ và ĝ là các ánh xạ chỉnh hình

từ C tới P1(C). Gọi X là siêu mặt được xác định bởi P (z1, z2) = 0,

trong đó P (z1, z2) = z71 −
7

6
z61z2 + z72. Dễ dàng kiểm tra được điều kiện

Ef2(S) = Eg2(S) suy ra Ef̂2(X) = Eĝ2(X). Áp dụng Định lý 2.2.4 với

N = 2, v = 1, ta có f 2 = g2.

Ví dụ 2.2.4. Đặt

Pi(x, y) = x4 − 4

3
x3y + iy4,

với i = 1, 2. Đặt

P (z1, z2, z3) = P 9
1 (z1, z3) + P 9

2 (z2, z3).

GọiX là siêu mặt trong P2(C) xác định bởi P (z1, z2, z3) = 0. Dễ dàng kiểm

tra rằng X thỏa mãn Định lý 2.2.4 với v = 8. Vì vậy, X là siêu mặt xác

định duy nhất có bậc 4.9 cho các ánh xạ chỉnh hình thuộc M8
L1(C,P2(C)).

Kí hiệu Y (z) = z4− 4

3
z3+1. Khi đó, Y (z) là đa thức bậc 4 và Y ′(z) =

4z2(z− 1) = 0 có các không điểm là z = 0, z = 1. Do Y (0) ̸= 0, Y (1) ̸= 0

nên Y (z) không có không điểm bội. Đặt

S = {z ∈ C : Y (z) = 0}.

Gọi f, g là các hàm phân hình thỏa mãn Ef8(S) = Eg8(S). Theo lý luận

tương tự như trong Ví dụ 2.2.3, ta có f 8 = g8.
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Kết luận Chương 2

Trong chương này chúng tôi đã thiết lập một số điều kiện đại số cho

một hoặc hai siêu mặt xác định duy nhất đối với ánh xạ chỉnh hình không

suy biến tuyến tính mức 1 từ C vào PN(C). Các kết quả trong chương này

được công bố trên bài báo số [PAC1] trong Danh mục Công trình của tác

giả liên quan đến luận án.

Ngoài việc giới thiệu một số kiến thức cơ bản về đường cong chỉnh hình

không suy biến tuyến tính, không suy biến tuyến tính mức 1, trong chương

này chúng tôi đã thực hiện một số nội dung nghiên cứu sau:

1. Phát biểu và chứng minh hai mệnh đề chìa khóa (Mệnh đề 2.2.1 và

2.2.2) về tính chất của hàm phân hình và đường cong chỉnh hình kết hợp

với siêu mặt kiểu Fermat-Yi.

2. Phát biểu và chứng minh điều kiện đại số (Định lý 2.2.3) để hai siêu

mặt xác định duy nhất đối với đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính mức 1, mở rộng của Định lý 3.1 của Khoai H. H., An V. H. và

Hoa P. N. trong [26] cho trường hợp đường cong.

3. Phát biểu và chứng minh điều kiện đại số (Định lý 2.2.4) để một

siêu mặt xác định duy nhất đối với đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính mức 1. Từ đó chỉ ra sự tồn tại các siêu mặt xác định duy nhất

cho các lớp đường cong chỉnh hình và xây dựng một số ví dụ minh họa.
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Chương 3

Định lý duy nhất đối với đường
cong chỉnh hình trên hình vành
khuyên liên quan đến bội các không
điểm

Trong chương này chúng tôi sẽ giới thiệu một số kiến thức cơ bản về

phân bố giá trị cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên, chứng

minh dạng định lý cơ bản thứ hai cho đường cong chỉnh hình trên hình

vành khuyên ở vị trí dưới tổng quát và dạng định lý duy nhất cho siêu mặt

ở vị trí dưới tổng quát - có điều kiện đại số liên quan đến bội các không

điểm để hai đường cong trùng nhau trên hình vành khuyên. Các kết quả

chính trong chương này viết dựa trên bài báo [PC1] trong Danh mục công

trình của tác giả liên quan đến luận án.

3.1. Các hàm Nevanlinna-Cartan và tính chất

Trong phần này chúng tôi giới thiệu một số khái niệm và một số kết

quả liên quan đến việc chứng minh định lý duy nhất. Trước tiên ta nhắc

lại hình vành khuyên trong mặt phẳng phức.

Cho R > 1 là số thực không âm hoặc bằng ∞, tập hợp

AR =

{
z ∈ C :

1

R
< |z| < R

}
, (3.1)
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là hình vành khuyên trên C. Ta dễ dàng thấy rằng hình vành khuyên

AR1,R2
= {R1 < |z − z0| < R2}, (3.2)

trong đó R1 < R2 là các số thực dương, có thể biến thành AR thông qua

phép biến đổi

w(z) =
1√

R2.R1

(z − z0),

với R =
√
R2/R1. Hình vành khuyên |z − z0| ⩽ ∞ thành A∞ thông qua

phép biến đổi

w(z) = z − z0.

Do đó trong chương này chúng tôi sẽ nghiên cứu về vấn đề duy nhất đối

với đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên AR, trong đó R > 1 là

số thực không âm hoặc bằng ∞.

Với mỗi số thực ρ : 1 < ρ < R, kí hiệu

A1,ρ =

{
z ∈ C :

1

ρ
< |z| ⩽ 1

}
, A2,ρ = {z ∈ C : 1 < |z| < ρ} ,

Aρ =

{
z ∈ C :

1

ρ
< |z| < ρ

}
.

Cho hàm phân hình f trên AR, τ ∈ C, ta đặt

m(ρ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+ |f(ρeiθ)|dθ;

m

(
ρ,

1

f − τ

)
=

1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(ρeiθ)− τ |
dθ.

Kí hiệu

m0(ρ, f) = m(ρ, f) +m(ρ−1, f)

và

m0

(
ρ,

1

f − τ

)
= m

(
ρ,

1

f − τ

)
+m

(
ρ−1,

1

f − τ

)
.
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Ta gọi n1(ρ,∞) và n2(ρ,∞) là số các cực điểm của f lần lượt trong

A1,ρ và A2,ρ. Ta gọi n1(ρ,
1

f − τ
) và n2(ρ,

1

f − τ
) là số các không điểm của

f − τ lần lượt trong A1,ρ và A2,ρ. Đặt

N1

(
ρ,

1

f − τ

)
=

1∫
1/ρ

n1

(
t,

1

f − τ

)
t

dt,

N2

(
ρ,

1

f − τ

)
=

ρ∫
1

n2

(
t,

1

f − τ

)
t

dt

và

N1(ρ, f) = N1(ρ,∞) =

1∫
1/ρ

n1(t,∞)

t
dt,

N2(ρ, f) = N2(ρ,∞) =

ρ∫
1

n2(t,∞)

t
dt.

Kí hiệu

N0

(
ρ,

1

f − τ

)
= N1

(
ρ,

1

f − τ

)
+N2

(
ρ,

1

f − τ

)
N0(ρ, f) = N1(ρ, f) +N2(ρ, f).

Hàm

T0(ρ, f) = m0(ρ, f) +N0(ρ, f)− 2m(1, f)

được gọi là hàm đặc trưng Nevanlinna của f . Dễ kiểm tra được các hàm

m0(ρ, f), N0(ρ, f), T0(ρ, f) dương, liên tục, lồi và không giảm theo log ρ.

Năm 2005, Khrystiyanyn A. Y. và Kondratyuk A. A. chứng minh kết quả

sau là dạng của định lý Jensen đối với hàm phân hình trên hình vành

khuyên.
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Mệnh đề 3.1.1 ([32], Định lý 1, trang 21). Giả sử hàm phân hình khác

hằng f trên hình vành khuyên AR. Khi đó, với mỗi ρ ∈ (1, R), ta có

N0

(
ρ,

1

f

)
−N0(ρ, f) =

1

2π

2π∫
0

log |f(ρeiθ)|dθ + 1

2π

2π∫
0

log |f(ρ−1eiθ)|dθ

− 1

π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ.

Kết quả sau đây là dạng định lý cơ bản thứ nhất đối với hàm phân

hình trên hình vành khuyên được chứng minh bởi Khrystiyanyn A. Y. và

Kondratyuk A. A. vào năm 2005.

Mệnh đề 3.1.2 ([32], Định lý 2, trang 21). Giả sử hàm phân hình khác

hằng f trên hình vành khuyên AR. Khi đó với mỗi ρ ∈ (1, R), ta có

T0

(
ρ,

1

f − τ

)
= T0(ρ, f) +O(1),

với mọi hằng số τ ∈ C.

Trong cách viết các bất đẳng thức về sau trong quan hệ giữa các hàm

Nevanlinna của hàm phân hình hoặc đường cong chỉnh hình, kí hiệu “∥”
được hiểu là bất đẳng thức đúng đối với ρ ∈ (1,∞) nằm ngoài tập A′

ρ

thỏa mãn
∫
A′

ρ
ρλ−1dρ < ∞, với R = ∞ và trong trường hợp R < ∞

thì bất đẳng thức đúng đối với ρ ∈ (1, R) nằm ngoài tập A′
ρ thỏa mãn∫

A′
ρ

1

(R− ρ)λ+1
dρ < ∞, ở đó λ ⩾ 0. Năm 2005, Khrystiyanyn A. Y. và

Kondratyuk A. A. chứng minh dạng bổ đề đạo hàm logarit đối với hàm

phân hình trên hình vành khuyên như sau.

Mệnh đề 3.1.3 ([33], Định lý 1, trang 57). Giả sử hàm phân hình f trên

AR và λ ⩾ 0. Khi đó với mỗi ρ ∈ (1, R), ta có

(i) Nếu R = ∞,

∥ m0

(
ρ,

f ′

f

)
= O(log ρ+ log T0(ρ, f)).
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(ii) Nếu R < ∞,

∥ m0

(
ρ,

f ′

f

)
= O

(
log

1

R− ρ
+ log T0(ρ, f)

)
.

Tiếp theo ta nghiên cứu một số khái niệm và kết quả về phân bố giá trị

đối với đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên. Ta nhắc lại ánh xạ

f = (f0 : . . . : fn) : AR −→ Pn(C)

được gọi là đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên, trong đó

f0, . . . , fn là các hàm chỉnh hình trên AR có ít nhất một hàm không

đồng nhất bằng không. Ta gọi (f0, . . . , fn) là biểu diễn của đường cong

f . Nếu các hàm f0, . . . , fn không có không điểm chung trên AR thì ta gọi

(f0, . . . , fn) là biểu diễn rút gọn của f .

Đường cong chỉnh hình f : AR −→ Pn(C) được gọi là suy biến tuyến

tính (tương ứng suy biến đại số) nếu ảnh của f chứa trong đa tạp tuyến

tính thực sự (tương ứng đa tạp đại số thực sự) nào đó của không gian xạ

ảnh Pn(C).

Giả sử f = (f0 : . . . : fn) : AR −→ Pn(C) là đường cong chỉnh hình trên

AR và (f0, . . . , fn) là biểu diễn rút gọn của f , tức là các hàm f0, . . . , fn

chỉnh hình không có không điểm chung trên AR. Với mỗi 1 < ρ < R, hàm

đặc trưng Nevanlinna-Cartan Tf(ρ) của f được xác định bởi

Tf(ρ) =
1

2π

2π∫
0

log ∥f(ρeiθ)∥dθ + 1

2π

2π∫
0

log ∥f(ρ−1eiθ)∥dθ,

ở đó ∥f(z)∥ = max{|f0(z)|, . . . , |fn(z)|}. Định nghĩa này độc lập với cách

chọn biểu diễn rút gọn của hàm f , sai khác hằng số. Ta đặt

Of(ρ) =

 O(log ρ+ log Tf(ρ)) nếu R = ∞,

O

(
log

1

R− ρ
+ log Tf(ρ)

)
nếu R < ∞.
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Cho D là siêu mặt bậc d trong Pn(C) và Q là đa thức thuần nhất bậc

d xác định D trong C[z0, . . . , zn], ta giả sử

Q(z0, . . . , zn) =
nd∑
k=0

akz
ik0
0 . . . ziknn ,

trong đó nd =
(
n+d
n

)
− 1 và ik0 + . . .+ ikn = d với k = 0, . . . , nd, khi đó ta

kí hiệu

(f,D) = Q(f) =
nd∑
k=0

akf
ik0
0 . . . f ikn

n .

Nếu Q(f) ̸≡ 0, ta gọi (f,D) là tự do.

Bây giờ ta định nghĩa hàm xấp xỉ. Dưới điều kiện (f,D) tự do, hàm

mf(ρ,D) =
1

2π

2π∫
0

log
∥f(ρeiθ)∥d

|(f,D)(ρeiθ)|
dθ +

1

2π

2π∫
0

log
∥f(ρ−1eiθ)∥d

|(f,D)(ρ−1eiθ)|
dθ

là hàm xấp xỉ của hàm f kết hợp với siêu mặt D, ở đó 1 < ρ < R. Định

nghĩa này độc lập với cách chọn biểu diễn rút gọn của hàm f , có thể sai

khác hằng số.

Tiếp theo ta định nghĩa các dạng hàm đếm. Đối với đường cong f và

siêu mặt D sao cho (f,D) tự do, ta kí hiệu ν(f,D) là ánh xạ từ AR vào Z

ở đó ν(f,D)(z) là bội các không điểm của (f,D) tại z, tức là ν(f,D)(z) =

ord(f,D)(z). Với các số nguyên k, d, ta đặt

νd(f,D),⩽k =

{
min{d, ν(f,D)} nếu 0 < ν(f,D) ⩽ k,
0 trong trường hợp khác

là bội cắt cụt bởi d và chỉ xem xét tại các bội ⩽ k.

Với mỗi ρ : 1 < ρ < R, ta gọi n1,f(ρ,D) và n2,f(ρ,D) là số các không

điểm tính bội của Q ◦ f(z) lần lượt trong A1,ρ và A2,ρ. Hàm đếm tại các

không điểm của f kết hợp với siêu mặt D được xác định bởi

N1,f(ρ,D) =

1∫
ρ−1

n1,f(t,D)

t
dt, N2,f(ρ,D) =

ρ∫
1

n2,f(t,D)

t
dt,
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hàm đếm tại các cực điểm f kết hợp với siêu mặt D được xác định bởi

Nf(ρ,D) = N1,f(ρ,D) +N2,f(ρ,D).

Giả sử ∆ là số nguyên không âm, ta gọi n∆
1,f(ρ,D) và n∆

2,f(ρ,D) là số

các không điểm với bội cắt cụt bởi ∆ của Q ◦ f(z) lần lượt trong A1,ρ và

A2,ρ, trong đó mỗi không điểm được tính bằng số bội của nó nếu bội đó

nhỏ hơn ∆ và bằng ∆ trong trường hợp khác, tức là

n∆
1,f(ρ,D) =

∑
z∈A1,ρ,Q◦f(z)=0

min{ordQ◦f(z),∆},

n∆
2,f(ρ,D) =

∑
z∈A2,ρ,Q◦f(z)=0

min{ordQ◦f(z),∆}.

Hàm đếm bội cắt cụt của hàm f được xác định bởi

N∆
1,f(ρ,D) =

1∫
ρ−1

n∆
1,f(t,D)

t
dt, N∆

2,f(ρ,D) =

ρ∫
1

n∆
2,f(t,D)

t
dt

và

N∆
f (ρ,D) = N∆

1,f(ρ,D) +N∆
2,f(ρ,D).

Cho k,∆ là số nguyên không âm, ta kí hiệu n∆
1,f,⩽k(ρ,D) (tương ứng

n∆
1,f,⩾k(ρ,D)) là số các không điểm có bội ⩽ k (tương ứng ⩾ k) củaQ◦f(z)

trong A1,ρ; n
∆
2,f,⩽k(ρ,D) (tương ứng n∆

2,f,⩾k(ρ,D)) là số các không điểm có

bội ⩽ k (tương ứng ⩾ k) của Q ◦ f(z) trong A2,ρ, ở đó mỗi không điểm

được lấy bằng số bội của nó nếu bội nhỏ hơn hay bằng ∆ và ∆ lần trong

các trường hợp bội lớn hơn ∆. Hàm đếm được xác định bởi

N∆
1,f,⩽k(ρ,D) =

1∫
ρ−1

n∆
1,f,⩽k(t,D)

t
dt, N∆

2,f,⩽k(ρ,D) =

ρ∫
1

n∆
2,f,⩽k(t,D)

t
dt;

N∆
1,f,⩾k(ρ,D) =

1∫
ρ−1

n∆
1,f,⩾k(t,D)

t
dt, N∆

2,f,⩾k(ρ,D) =

ρ∫
1

n∆
2,f,⩾k(t,D)

t
dt
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và đặt

N∆
f,⩽k(ρ,D) = N∆

1,f,⩽k(ρ,D) +N∆
2,f,⩽k(ρ,D);

N∆
f,⩾k(ρ,D) = N∆

1,f,⩾k(ρ,D) +N∆
2,f,⩾k(ρ,D).

Mệnh đề sau đây được gọi là định lý cơ bản thứ nhất đối với đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên cho trường hợp siêu mặt, được Phuong

H. T. và Vilaisavanh L. chứng minh vào năm 2021.

Mệnh đề 3.1.4 ([47], Bổ đề 2.3, trang 27). Giả sử f = (f0 : . . . : fn) :

AR −→ Pn(C) là đường cong chỉnh hình và D là siêu mặt bậc d trong Pn(C)

sao cho ảnh của f không chứa trong D. Khi đó, với mỗi ρ : 1 < ρ < R,

ta có

mf(ρ,D) +Nf(ρ,D) = dTf(ρ) +O(1).

Tiếp theo ta nhắc lại kết quả liên quan đến Wronskian của các hàm

phân hình. Giả sử f0, . . . , fn là các hàm phân hình, ta nhắc lại

W (f0, . . . , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 f1 · fn
f ′
0 f ′

1 · f ′
n

...
... . . . ...

f
(n)
0 f

(n)
1 · f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
được gọi là Wronskian của các hàm f0, . . . , fn. Năm 2024, Phuong H. T.

và Padaphet I. đã chứng minh

Mệnh đề 3.1.5 ([46], Bổ đề 2.5, trang 1564). Giả sử f = (f0 : . . . :

fn) : AR −→ Pn(C) là đường cong chỉnh hình không suy biến tuyến tính,

trong đó các hàm f0, . . . , fn không có không điểm chung. Khi đó với mỗi

1 < ρ < R, ta có

∥ m0

(
ρ,

W (f0, . . . , fn)

f0 . . . fn

)
= Of(ρ). (3.3)

Bây giờ ta giả sử D1, . . . , Dq là các siêu mặt trong Pn(C) và N ⩾ n là

số tự nhiên không âm, ta nhắc lại họ các siêu mặt D1, . . . , Dq được gọi là
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ở vị trí N -dưới tổng quát (đối với AR) nếu q > N và với mọi cách chọn

các chỉ số i1, . . . , iN+1 ∈ {1, . . . , q}, ta luôn có

N+1⋂
k=1

supp(Dik) ∩ AR = ∅.

Nếu N = n, họ các siêu mặt D được gọi là ở vị trí tổng quát.

Giả sử các siêu mặt D1, . . . , Dq cùng bậc d. Đối với bất kỳ j = 1, . . . , q,

ta gọi Qj(z0, . . . , zn) là đa thức thuần nhất bậc d xác định Dj, Khi đó, đối

với bất kỳ tập con R ⊂ {1, . . . , q}, ta đặt

rank{Dj}j∈R = rank{Qj}j∈R.

Mệnh đề 3.1.6 ([3], Bổ đề 4.2, trang 197). Giả sử D1, . . . , Dq là các siêu

mặt cùng bậc d trong Pn(C). Ta đặt M =
(
n+d
n

)
−1. Khi đó tồn tại (M−n)

siêu mặt T1, . . . , TM−n bậc d trong Pn(C) thỏa mãn đối với bất kỳ tập con

R ⊂ {1, . . . , q} với

#R = rank{Dj}j∈R = n+ 1,

khi đó rank{{Dj}j∈R∪{Tj}M−n
j=1 } = M +1, trong đó #R là kí hiệu số các

phần tử của R.

Mệnh đề 3.1.7 ([3], Bổ đề 3.3, trang 195). Cho D1, . . . , Dq (q > 2N −
n + 1) là các siêu mặt cùng bậc d trong Pn(C) ở vị trí N -dưới tổng quát.

Khi đó tồn tại các hằng số hữu tỷ không âm wj, j = 1, . . . , q, thỏa mãn

năm điều kiện sau:

(i) 0 < wi ⩽ 1, với mọi i ∈ {1, . . . , q}.
(ii) Đặt w̃ = max{w1, . . . , wq}, khi đó ta có

q∑
j=1

wj = w̃(q − 2N + n− 1) + n+ 1.

(iii)
n+ 1

2N − n+ 1
⩽ w̃ ⩽

n

N
.
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(iv) Với mỗi R ⊂ {1, . . . , q} và #R = N + 1 khi đó
∑
j∈R

wj ⩽ n+ 1.

(v) Gọi Ei ⩾ 1, i = 1, . . . , q, là các số tùy ý cho trước. Với R ⊂
{1, . . . , q} thỏa mãn #R = N + 1, tồn tại tập con Ro ⊂ R thỏa mãn

#Ro = rank{Dj}j∈Ro = n+ 1 và∏
i∈R

Ewi

i ⩽
∏
i∈Ro

Ei.

3.2. Định lý duy nhất

Để chứng minh định lý duy nhất, trước hết ta chứng minh dạng định

lý cơ bản thứ hai đối với đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên

cho trường hợp mục tiêu là các siêu phẳng ở vị trí N -dưới tổng quát.

Định lý 3.2.1. Cho f : AR −→ Pn(C) là đường cong chỉnh hình không

suy biến đại số và D1, . . . , Dq là các siêu mặt bậc dj trong Pn(C) ở vị trí

N -dưới tổng quát (N ⩾ n). Kí hiệu d là bội số chung nhỏ nhất của các dj

và đặt M =
(
n+d
n

)
− 1. Giả sử q ⩾

(M + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1
, khi đó với mỗi

ρ : 1 < ρ < R, ta có

∥
(
q − (M + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
Tf(ρ) ⩽

q∑
j=1

1

d
NM

f (ρ,Dj) +Of(ρ).

(3.4)

Chứng minh. Gọi (f0, . . . , fn) là biểu diễn rút gọn của f , tức là các hàm

f0, . . . , fn là chỉnh hình và không có không điểm chung trên AR. Với mỗi

j = 1, . . . , q, gọi Qj là đa thức thuần nhất bậc dj xác định siêu mặt Dj

trong C[z0, . . . , zn].

Trước tiên ta xem xét trường hợp d1 = d2 = . . . = dq = d. Gọi

w1, . . . , wq là các số hữu tỷ thỏa mãn Mệnh đề 3.1.7 đối với các siêu mặt

D1, . . . , Dq. Gọi S1, . . . , SM−n là các siêu mặt trong Pn(C) thỏa mãn Mệnh

đề 3.1.6 và gọi Pj (1 ⩽ j ⩽ M − n) là các đa thức thuần nhất bậc d xác
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định các siêu mặt Sj trong C[z0, . . . , zn]. Gọi Id là tập các bộ (n+ 1)-chỉ

số bậc d. Từ #Id = M nên ta có thể viết Id = {I0, . . . , IM}. Khi đó, đối

với bất kỳ j = 0, . . . ,M , ta viết

Fj = f Ij = f
ij0
0 . . . f ijn

n ,

trong đó Ij = (ij0, . . . , ijn) ∈ Id. Vì f là đường cong chỉnh hình không suy

biến đại số nên F0, . . . , FM là độc lập tuyến tính trên C. Suy ra

WF = W (F0, . . . , FM) ̸≡ 0.

Khẳng định 1. Tồn tại hằng số không âm ∆ ⩾ 1 sao cho với mỗi tập

con tùy ý {l1, . . . , lN+1} ⊂ {1, . . . , q}, ta có

∥f(z)∥d ⩽ ∆ max
j=1,...,N+1

|Qlj(f)(z)|, (3.5)

với mỗi z ∈ AR.

Chứng minh. Thật vậy, gọi

R = {l1, . . . , lN+1} ⊂ {1, . . . , q}

là tập con bất kì, từ Mệnh đề 3.1.7 ta thấy tồn tại tập con

Ro = {t1, . . . , tn+1} ⊂ R,

thỏa mãn

#Ro = n+ 1 = rank{Dj}j∈Ro.

Do đó với mỗi số tự nhiên k ∈ {0, . . . , n}, theo Định lý Nullstellensatz của

Hilbert trong [57], tồn tại số tự nhiên dk ⩾ d và dạng tuyến tính thuần

nhất Lji, j = 1, . . . , n+ 1, i = 0, . . . , n, với các hệ số thuộc C thỏa mãn

zdkk =
n+1∑
j=1

Ljk(z0, . . . , zn)Qtj(z0, . . . , zn). (3.6)
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Dễ thấy rằng bậc của Lji là dk−d với mỗi j = 1, . . . , n+1, i = 0, . . . , n,

do đó tồn tại hằng số ∆R chỉ phụ thuộc vào các hệ số của Ljk, tức là chỉ

phụ thuộc vào các hệ số của các đa thức Q1, . . . , Qq thỏa mãn

|Ljk(f0(z), . . . , fn(z))| ⩽ ∆R∥f(z)∥dk−d, (3.7)

với mỗi z ∈ AR. Do đó từ (3.6), ta có

|fk(z)|dk ⩽ ∆R∥f(z)∥dk−dmax{|Qtj(f)(z)|, j = 1, . . . , n+ 1}

⩽ ∆R∥f(z)∥dk−dmax{|Qlj(f)(z)|, j = 1, . . . , N + 1}. (3.8)

Chú ý rằng (3.8) đúng với mọi k = 0, . . . , n, nên ta có

∥f(z)∥d ⩽ ∆Rmax{|Qlj(f)(z)|, j = 1, . . . , N + 1}. (3.9)

Đặt

∆ = max{1, max
R={i1,...,iN+1}⊂{1,...,q}

∆R},

khi đó ∆ chỉ phụ thuộc vào các hệ số của Q1, . . . , Qq. Từ (3.9) ta có (3.5),

do đó Khẳng định 1 được chứng minh.

Ta tiếp tục chứng minh định lý. Với số thực ρ : 1 < ρ < R, gọi x ∈ AR,

|x| = ρ là điểm cố định, khi đó tồn tại các chỉ số, ta sắp xếp lại nếu cần

{l1, . . . , lq} của {1, . . . , q} thỏa mãn

|Ql1(f)(x)| ⩽ |Ql2(f)(x)| ⩽ . . . ⩽ |Qlq(f)(x)|. (3.10)

Ta đặt R = {l1, . . . , lN+1} và Q = {1, . . . , q}\R. Từ Mệnh đề 3.1.7, khi

đó tồn tại tập con Ro = {t1, . . . , tn+1} ⊂ R thỏa mãn #Ro = n + 1 =

rank{Dj}j∈Ro. Đặt

WR = W (Qt1(f), . . . , Qtn+1
(f), P1(f), . . . , PM−n(f)).

Từ Mệnh đề 3.1.6 ta có

rank{Qt1, . . . , Qtn+1
, P1, . . . , PM−n} = M + 1,
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điều này kéo theo tồn tại hằng số C1 ̸= 0 thỏa mãn

WR = C1WF . (3.11)

Từ bậc của các Pj(z) bằng d với mọi j = 1, . . . ,M − n, nên tồn tại

hằng số βj chỉ phụ thuộc vào các hệ số của Pj sao cho

|Pj(f0(z), . . . , fn(z))| ⩽ βj∥f(z)∥d,

với mọi z ∈ AR. Đặt β = max
j=1,...,M−n

βj khi đó ta có

|Pj(f0(z), . . . , fn(z))| = |Pj(f)(z)| ⩽ β∥f(z)∥d, (3.12)

với mỗi j = 1, . . . ,M − n và với mọi z ∈ AR.

Từ Mệnh đề 3.1.7, (3.5) trong Khẳng định 1, (3.11) và (3.12) ta có

∥f(x)∥
d(

q∑
j=1

wj)

|WF (x)|
|Q1(f)(x)|w1 . . . |Qq(f)(x)|wq

= |WF (x)|
∏
j∈R

(
∥f(x)∥d

|Qj(f)(x)|

)wj ∏
j∈Q

(
∥f(x)∥d

|Qj(f)(x)|

)wj

⩽ ∆q−N−1.|WF (x)|
∏
j∈R

(
∥f(x)∥d

|Qj(f)(z)|

)wj

⩽ ∆q−N−1.|WF (x)|
∏
j∈Ro

∥f(x)∥d

|Qj(f)(x)|

⩽
∆q−N−1βM−n

|C1|
|WR(x)| ∥f(x)∥d(M+1)∏

j∈Ro

|Qj(f)(x)|
M−n∏
j=1

|Pj(f)(x)|
.

Điều đó kéo theo

log
∥f(x)∥

d(
q∑

j=1
wj)

|WF (x)|
|Q1(f)(z)|w1 . . . |Qq(f)(x)|wq

⩽ d(M + 1) log ∥f(x)∥+ S(x) + logC, (3.13)
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trong đó C = ∆q−N−1βM−n/|C1| và

S(x) =
∑

R⊂{1,...,q}

log+
|WR(x)|∏

j∈Ro

|Qj(f)(x)|
M−n∏
j=1

|Pj(f)(x)|
.

Theo lý luận tương tự như trên đối với y ∈ AR : |y| = 1/r, ta có

log
∥f(y)∥

d(
q∑

j=1
wj)

|WF (y)|
|Q1(f)(y)|w1 . . . |Qq(f)(y)|wq

⩽ d(M + 1) log ∥f(y)∥+ S(y) + logC. (3.14)

Lấy tích phân hai vế của các bất đẳng thức (3.13), (3.14) và cộng vế

với vế, từ Mệnh đề 3.1.1 và Mệnh đề 3.1.7 ta có

d

(
q − 2N + n− 1− M − n

w̃

)
Tf(ρ)

⩽
q∑

j=1

wj

w̃
Nf (ρ,Dj)−

1

w̃
N0

(
ρ,

1

WF

)

+
1

w̃

2π∫
0

(
S(ρeiθ) + S(ρ−1eiθ)

) dθ
2π

+O(1). (3.15)

Từ Mệnh đề 3.1.5 ta có

∥ 1

2π

2π∫
0

(
S(ρeiθ) + S(ρ−1eiθ)

)
dθ

=
∑

R⊂{1,...,q}

m0

ρ,
WR∏

j∈R
|Qj(f)|

M−n∏
j=1

|Pj(f)|

 = Of(ρ). (3.16)

Bây giờ ta ước lượng
q∑

j=1
wjNf(ρ,Dj)−N0(ρ,

1

WF
). Với mỗi z0 ∈ A1,ρ,

tồn tại số nguyên βj ⩾ 0, 1 ⩽ j ⩽ q và các hàm chỉnh hình gj không triệt

tiêu trong lân cận U của z0 thỏa mãn

Qj(f)(z) = (z − z0)
βjgj,
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với j = 1, . . . , q, trong đó βj = 0 nếu Qj(f) không triệt tiêu tại z0. Do các

siêu mặt D1, . . . , Dq ở vị trí N -dưới tổng quát nên tồn tại nhiều nhất là

N chỉ số j ∈ {1, . . . , q} thỏa mãn βj > 0. Không mất tính tổng quát ta

có thể giả thiết βj > 0 với 1 ⩽ j ⩽ k ⩽ N và βj = 0 với j > k.

Đặt R = {1, . . . , N + 1}, khi đó từ Mệnh đề 3.1.7, tồn tại tập con

Ro = {t1, . . . , tn+1} ⊂ R thỏa mãn rank{Dj, j ∈ Ro} = n+ 1. Đặt

WR = W (Qt1, . . . , Qtn+1
, P1, . . . , PM−n).

Khi đó tồn tại hằng số C2 ̸= 0 thỏa mãn WF = C2.WR. Từ đó suy ra WF

triệt tiêu tại z0 với bậc ít nhất là∑
j∈Ro

max{0, βj −M} ⩽
q∑

j=1

max{0, βj −M}.

Điều này kéo theo

q∑
j=1

wj

(
N1,f(ρ,Dj)−NM

1,f(ρ,Dj)
)
⩽

q∑
j=1

w̃
(
N1,f(ρ,Dj)−NM

1,f(ρ,Dj)
)

⩽ w̃N1

(
ρ,

1

WF

)
⩽ N1

(
ρ,

1

WF

)
.

Do đó

q∑
j=1

wjN1,f(ρ,Dj)−N1

(
ρ,

1

WF

)
⩽

q∑
j=1

wjN
M
1,f(ρ,Dj).

Theo lý luận tương tự ta có

q∑
j=1

wjN2,f(ρ,Dj)−N2

(
ρ,

1

WF

)
⩽

q∑
j=1

wjN
M
2,f(ρ,Dj).

Suy ra

q∑
j=1

wjNf(ρ,Dj)−N0

(
ρ,

1

WF

)
⩽

q∑
j=1

wjN
M
f (ρ,Dj). (3.17)
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Kết hợp (3.15), (3.16) và (3.17) ta có

∥ d

(
q − 2N + n− 1− M − n

w̃

)
Tf(ρ)

⩽
q∑

j=1

wj

w̃
NM

f (ρ,Dj) +Of(ρ) ⩽
q∑

j=1

NM
f (ρ,Dj) +Of(ρ). (3.18)

Lưu ý rằng w̃ ⩾
n+ 1

2N − n+ 1
, nên từ (3.18) ta thu được (3.4).

Ta tiếp tục xem xét trường hợp d1, . . . , dq không đồng nhất bằng nhau.

Đối với bất kỳ j ∈ {1, . . . , q}, ta đặt Q∗
j = Q

d/dj
j , ở đó d là bội chung nhỏ

nhất của các d1, . . . , dq. Khi đó Q∗
1, . . . , Q

∗
q là các đa thức có cùng bậc d.

Đối với bất kỳ j = 1, . . . , q, ta gọi D∗
j là siêu mặt xác định bởi Q∗

j . Từ bất

đẳng thức (3.18) với chú ý w̃ ⩾
n+ 1

2N − n+ 1
ta có

∥∥ d

(
q − (M + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
Tf(ρ) ⩽

q∑
j=1

NM
f (ρ,D∗

j ) +Of(ρ).

(3.19)

Lưu ý rằng nếu z ∈ AR là không điểm bội k của Qj(f) thì z cũng là không

điểm bội kd/dj của Q
d/dj
j (f). Điều này ta thu được

NM
f (ρ,D∗

j ) = NM
1,f(ρ,D

∗
j ) +NM

2,f(ρ,D
∗
j )

⩽
d

dj
NM

1,f(ρ,Dj) +
d

dj
NM

2,f(ρ,Dj) =
d

dj
NM

f (ρ,Dj).

Do đó ta có (3.4) từ (3.19) và Định lý 3.2.1 được chứng minh.

Bây giờ chúng tôi sẽ phát biểu và chứng minh định lý duy nhất. Giả sử

D = {D1, . . . , Dq} là họ các siêu mặt trong Pn(C), ở đó Dj có bậc dj với

j = 1, . . . , q. Gọi dD là bội chung nhỏ nhất của các d1, . . . , dq và đặt

nD =

(
n+ dD

n

)
− 1.
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Định lý 3.2.2. Giả sử f và g là các đường cong chỉnh hình không suy biến

đại số từ hình vành khuyên AR vào Pn(C) thỏa mãn Of(ρ) = o(Tf(ρ)) và

Og(ρ) = o(Tg(ρ)). Gọi D = {D1, . . . , Dq} là họ các siêu mặt ở vị trí

N -dưới tổng quát trong Pn(C) thỏa mãn Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅ với mọi

i ̸= j ∈ {1, . . . , q}. Giả sử kj (j = 1, . . . , q) là các số tự nhiên dương hoặc

∞ thỏa mãn k1 ⩾ k2 ⩾ . . . ⩾ kq ⩾ nD,

ν1(f,Dj),⩽kj
= ν1(g,Dj),⩽kj

, j = 1, 2, . . . , q

và f(z) = g(z) với mọi z ∈
q⋃

j=1
{z ∈ AR : 0 < ν(f,Dj) ⩽ kj}. Nếu

q∑
j=3

kj
kj + 1

>
qnD − q

nD
+

(nD + 1)(2N − n+ 1)

(n+ 1)nD

− (nD − 1)

(
1

k2 + 1
+

1

k1 + 1

)
, (3.20)

thì f ≡ g.

Chứng minh. Ta giả sử ngược lại rằng f ̸≡ g. Gọi (f0, . . . , fn) và (g0, . . . , gn)

là các biểu diễn rút gọn của f và g. Từ điều kiện f ̸= g, tồn tại hai chỉ số

α, β ∈ {0, . . . , n}, α ̸= β thỏa mãn fαgβ ̸≡ fβgα. Ta đặt

Φ = fαgβ − fβgα.

Khi đó Φ ̸≡ 0. Bây giờ với mỗi z ∈ AR, ta có

log |Φ(z)| = log |(fαgβ − fβgα)(z)|

⩽ log(2.max{|fα(z)gβ(z)|, |fβ(z)gα(z)|})

= max{log |fα(z)|+ log |gβ(z)|, log |fβ(z)|+ log |gα(z)|}

+ log 2

⩽ max{log |fα(z)|, log |fβ(z)|}

+max{log |gα(z)|, log |gβ(z)|}+ log 2
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= logmax{|fα(z)|, |fβ(z)|}+ logmax{|gα(z)|, |gβ(z)|}+ log 2

⩽ log ∥f(z)∥+ log ∥g(z)∥+ log 2.

Do đó từ Mệnh đề 3.1.1 ta có

N0

(
ρ,

1

Φ

)
=

1

2π

2π∫
0

log |Φ(ρeiθ)|dθ + 1

2π

2π∫
0

log |Φ(ρ−1eiθ)|dθ

⩽
1

2π

2π∫
0

log ∥f(ρeiθ)∥dθ + 1

2π

2π∫
0

log ∥f(ρ−1eiθ)∥dθ

+
1

2π

2π∫
0

log ∥g(ρeiθ)∥dθ + 1

2π

2π∫
0

log ∥g(ρ−1eiθ)∥dθ +O(1)

= Tf(ρ) + Tg(ρ) +O(1) = T (ρ) +O(1), (3.21)

với mỗi ρ : 1 < ρ < R, trong đó T (ρ) = Tf(ρ) + Tg(ρ).

Gọi Qj, 1 ⩽ j ⩽ q là các đa thức thuần nhất bậc dj xác định Dj trong

C[z0, . . . , zn]. Đối với bất kỳ j = 1, 2, . . . , q, ta đặt Q∗
j = Q

dD/dj
j khi đó

Q∗
1, . . . , Q

∗
q là các đa thức cùng bậc dD. Gọi D∗

j là siêu mặt xác định bởi

Q∗
j với j = 1, . . . , q. Chú ý rằng ta luôn có thể giả thiết

q ⩾ nD + 1. (3.22)

Do đó, áp dụng Định lý 3.2.1 đối với ánh xạ f : AR → Pn(C) và các siêu

mặt D∗
j , j = 1, . . . , q, ta có

∥
(
q − (nD + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
Tf(ρ) ⩽

1

dD

q∑
j=1

NnD
f (ρ,D∗

j ) +Of(ρ).

Tương tự đối với ánh xạ g, ta có

∥
(
q − (nD + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
Tg(ρ) ⩽

1

dD

q∑
j=1

NnD
g (ρ,D∗

j ) +Og(ρ).
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Cộng hai bất đẳng thức trên ta thu được

∥
(
q − (nD + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
T (ρ)

⩽
1

dD

q∑
j=1

(
NnD

f (ρ,D∗
j ) +NnD

g (ρ,D∗
j )
)
+ o(T (ρ)). (3.23)

Đối với bất kỳ j = 1, . . . , q, ta thấy

NnD
f (ρ,D∗

j ) = NnD
f,⩽kj

(ρ,D∗
j ) +NnD

f,⩾kj+1(ρ,D
∗
j )

⩽ NnD
f,⩽kj

(ρ,D∗
j ) +

nD

kj + 1
Nf,⩾kj+1(ρ,D

∗
j )

⩽ NnD
f,⩽kj

(ρ,D∗
j ) +

nD

kj + 1

(
Nf(ρ,D

∗
j )−NnD

f,⩽kj
(ρ,D∗

j )
)

=

(
1− nD

kj + 1

)
NnD

f,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +
nD

kj + 1
Nf(ρ,D

∗
j )

⩽ nD

(
1− nD

kj + 1

)
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +
nDdD
kj + 1

Tf(ρ) + o(Tf(ρ)).

(3.24)

Tương tự đối với ánh xạ g ta có

NnD
g (ρ,D∗

j ) ⩽ nD

(
1− nD

kj + 1

)
N 1

g,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +
nDdD
kj + 1

Tg(ρ) + o(Tg(ρ)).

(3.25)

Kết hợp (3.24) và (3.25), ta có

NnD
f (ρ,D∗

j ) +NnD
g (ρ,D∗

j )

⩽ nD

(
1− nD

kj + 1

)(
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +N 1
g,⩽kj

(ρ,D∗
j )
)

+
nDdD
kj + 1

T (ρ) + o(T (ρ)).

Vì vậy, theo bất đẳng thức (3.23), ta có

∥
(
q − (nD + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
T (ρ)

⩽
nD

dD

q∑
j=1

(
1− nD

kj + 1

)(
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +N 1
g,⩽kj

(ρ,D∗
j )
)
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+ nD

q∑
j=1

1

kj + 1
T (ρ) + o(T (ρ)). (3.26)

Từ giả thiết k1 ⩾ k2 ⩾ . . . ⩾ kq ⩾ nD, ta có

q∑
j=1

(
1− nD

kj + 1

)
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j )

=

(
1− nD

k1 + 1

)
N 1

f,⩽k1
(ρ,D∗

1) +

q∑
j=2

(
1− nD

kj + 1

)
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j )

⩽

(
1− nD

k1 + 1

)
N 1

f,⩽k1
(ρ,D∗

1) +

q∑
j=2

(
1− nD

k2 + 1

)
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j )

=

(
nD

k2 + 1
− nD

k1 + 1

)
N 1

f,⩽k1
(ρ,D∗

j ) +

q∑
j=1

(
1− nD

k2 + 1

)
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j )

=

(
nD

k2 + 1
− nD

k1 + 1

)
dDTf(ρ) +

q∑
j=1

(
1− nD

k2 + 1

)
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +O(1).

(3.27)

Tương tự đối với ánh xạ g, ta có

q∑
j=1

(
1− nD

kj + 1

)
N 1

g,⩽kj
(ρ,D∗

j )

=

(
nD

k2 + 1
− nD

k1 + 1

)
dDTg(ρ) +

q∑
j=1

(
1− nD

k2 + 1

)
N 1

g,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +O(1).

(3.28)

Kết hợp các bất đẳng thức (3.26), (3.27) và (3.28) ta có

∥
(
q − (nD + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
T (ρ)

⩽ n2
D

(
1

k2 + 1
− 1

k1 + 1

)
T (ρ) + nD

q∑
j=1

1

kj + 1
T (ρ)

+
nD

dD

(
1− nD

k2 + 1

) q∑
j=1

(
N 1

f,⩽kj
(ρ,D∗

j ) +N 1
g,⩽kj

(ρ,D∗
j )
)

+ o(T (ρ)). (3.29)
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Ta thấy rằng, nếu z0 ∈ AR là không điểm bội α ⩽ kj của Q∗
j(f), thì

z0 cũng là không điểm bội αdj/dD ⩽ kj của Qj(f). Do f(z) = g(z) với

z ∈
q⋃

j=1
{z ∈ AR : 0 < ν(f,Dj)(z) ⩽ kj}, ta suy ra g(z0) = f(z0), bởi vậy

fα(z0)gβ(z0) = fβ(z0)gα(z0),

tức là z0 là không điểm của hàm Φ. Nếu z0 ∈ AR là không điểm bội

β ⩽ kj của Q∗
j(g), thì z0 sẽ là không điểm bội βdj/dD ⩽ kj của Qj(g),

vì ν1(f,Dj),⩽kj
= ν1(g,Dj),⩽kj

, ta có z0 là không điểm bội ⩽ kj của Qj(f). Do

đó, theo lập luận trên ta có z0 là không điểm của hàm Φ. Theo giả thiết

Ef(Di) ∩ Ef(Dj) = ∅, ta có Eg(Di) ∩ Eg(Dj) = ∅ đối với bất kỳ cặp

i ̸= j ∈ {1, . . . , q}, do đó z0 sẽ không là không điểm của bất cứ hàm Qi(f)

và Qi(g) với mọi i ∈ {1, . . . , q} và i ̸= j. Điều này ta thu được

q∑
j=1

N 1
f,⩽kj

(ρ,D∗
j ) +

q∑
j=1

N 1
g,⩽kj

(ρ,D∗
j ) ⩽ 2N0

(
ρ,

1

Φ

)
. (3.30)

Do đó từ (3.21) ta thu được

q∑
j=1

(
N 1

f,⩽kj
(r,D∗

j ) +N 1
g,⩽kj

(r,D∗
j )
)
⩽ 2dDT (ρ) +O(1).

Như vậy, từ (3.29) ta có

∥
(
q − (nD + 1)(2N − n+ 1)

n+ 1

)
T (ρ)

⩽ 2nDT (ρ)− n2
D

(
1

k2 + 1
+

1

k1 + 1

)
T (ρ) + nD

q∑
j=1

1

kj + 1
T (ρ) + o(T (ρ)).

Điều này ta thu được( q∑
j=3

kj
kj + 1

− qnD − q

nD
− (nD + 1)(2N − n+ 1)

(n+ 1)nD

+ (nD − 1)

(
1

k2 + 1
+

1

k1 + 1

))
T (ρ) ⩽ o(Tf(ρ)).

Đây chính là điều mâu thuẫn. Định lý 3.2.2 được chứng minh.
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Kết luận Chương 3

Trong chương này chúng tôi đã phát biểu và chứng minh dạng định lý

cơ bản thứ hai, trên cơ sở đó chứng minh duy nhất cho đường cong chỉnh

hình trên hình vành khuyên liên quan đến bội các không điểm của đường

cong kết hợp với các siêu mặt ở vị trí dưới tổng quát. Các kết quả chính

trong chương này viết dựa trên bài báo số [PC1] trong Danh mục Công

trình của tác giả liên quan đến luận án.

Trong chương này chúng tôi đã thu được một số nội dung nghiên cứu

sau:

1. Giới thiệu một số kiến thức cơ bản về phân bố giá trị cho đường cong

chỉnh hình trên hình vành khuyên.

2. Phát biểu và chứng minh dạng Định lý cơ bản thứ hai (Định lý 3.2.1)

cho đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên với mục tiêu là các siêu

mặt ở vị trí dưới tổng quát.

3. Phát biểu và chứng minh dạng Định lý duy nhất (Định lý 3.2.2) cho

siêu mặt ở ví trí dưới tổng quát - điều kiện đại số có liên quan đến bội của

các không điểm để hai đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên là

trùng nhau.
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Kết luận chung

Trong luận án này chúng tôi nghiên cứu một số dạng định lý duy nhất

cho hàm phân hình và đường cong chỉnh hình trên mặt phẳng phức C hay

trên hình vành khuyên chia sẻ các siêu mặt. Các kết quả trong luận án này

được công bố trên bài báo số [AC1], [AC2], [PAC1] và [PC1] trong Danh

mục Công trình của tác giả liên quan đến luận án.

Các kết quả chính của luận án bao gồm:

1. Thiết lập hai dạng định lý duy nhất cho L-hàm và hàm phân hình

là các điều kiện đại số liên quan đến giá trị khuyết tại ∞ (Định lý 1.2.1)

và liên quan đến đạo hàm của các hàm phân hình (Định lý 1.3.1).

2. Xây dựng hai điều kiện đại số để hai đường cong chỉnh hình không

suy biến tuyến tính mức 1 chia sẻ hai siêu mặt (Định lý 2.2.3) và chia sẻ

một siêu mặt (Định lý 2.2.4) là trùng nhau. Từ đó chỉ ra sự tồn tại các

siêu mặt xác định duy nhất cho lớp đường cong chỉnh hình không suy biến

tuyến tính mức 1.

3. Trên cơ sở chứng minh dạng Định lý cơ bản thứ hai (Định lý 3.2.1),

đưa ra định lý mới về vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình trên

hình vành khuyên với mục tiêu là các siêu mặt ở vị trí dưới tổng quát

(Định lý 3.2.2) với điều kiện đại số liên quan đến bội của không điểm.

Chúng tôi đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo:

1. Nghiên cứu một số dạng Định lý duy nhất mới các hàm phân hình

với điều kiện đại số liên quan đến giá trị khuyết tại các cực điểm.

2. Tiếp tục nghiên cứu các dạng Định lý cơ bản thứ hai với bội cắt cụt

hoặc rút gọn và sử dụng các kết quả về các dạng định lý này để nghiên cứu

vấn đề duy nhất cho đường cong chỉnh hình. Xây dựng một số dạng siêu

mặt xác định duy nhất các đường cong chỉnh hình trên hình vành khuyên.
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Danh mục Công trình của tác giả
liên quan đến luận án

AC1. [6] An V. H., Chanthaphone P. (2024), Uniqueness of L-functions

sharing finite sets with meromorphic functions having Deficient Poles,

Thang Long Journal of Science - Mathematics and Mathematical Sci-

ences, Vol. 3, No. 2, pp. 1-15.

AC2. [7] An V. H., Chanthaphone P. (2024), Value distribution of L-functions

and meromorphic functions sharing finite sets, South East Asian Jour-

nal of Mathematics and Mathematical Sciences, Vol. 20, No. 3, pp.

147-164.

PAC1. [43] Phuong H. T., An V. H., Chanthaphone P. (2025), Uniqueness

problem for level-1 linearly non-degenerate holomorphic mappings

concerning hypersurfaces, Complex Analysis and Operator Theory,

Vol. 19, Article number 88.

PC1. [44] Phuong H. T., Chanthaphone P. (2025), A uniqueness theorem

related multiple values for holomorphic curves on annuli sharing hy-

persurfaces in subgeneral position, Filomat, Vol. 39, No. 20, pp. 6873-

6885.
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