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MG dau

1. Ly do chon dé tai va téong quan nghién citu

Phuong trinh dao ham riéng la mot linh vyc trong tam cua toan
hoc hién dai, déng vai tro nén tdng trong viec mo hinh héa nhiéu hien
tuong trong khoa hoc va ky thuat. Phuong trinh dao ham riéng mo ta
cac hién tuong trong thuc té tir mo ta cac hién tuong vat 1y nhu sy truyen
nhiét, dao dong séng, cac phan iing hoa hoc, cac mo hinh quan thé trong
sinh hoc, dén cac bai toan trong tai chinh va xtt Iy anh. Dic biét, phuong
trinh elliptic 1& mot 16p quan trong trong s6 d6, thusng dude ding dé mo
hinh héa céc trang thai can bang ho#ic cac hién tuong khong phuy thuoc
vao thoi gian. Mt khéc, nhiéu 16p phuong trinh elliptic phi tuyén quan
trong cling xuat phat tir cac bai toan hinh hoc vi phan. Vi vay viéc nghién
cttu nhitng 16p phuong trinh nay c6 ¥ nghia quan trong trong khoa hoc
va cong nghé. Trong qua trinh nghién citu cac phuong trinh, hé phuong
trinh elliptic da thic day va cung cap cac ¥ tudng cho su phat trién cac
cong cu va két qua ctia nhieu chuyén nganh giai tich nhu: Ly thuyét cac
khong gian ham, Giai tich ham phi tuyén, Phép tinh bién phan, ..... Hon
nita, sy phat trién clia cdc chuyeén nganh nay dan dén nhing tién bo lén
trong 1y thuyét phuong trinh elliptic. Cac nghién citu vé phuong trinh
elliptic da dugce dé cap kha nhiéu trong céc cong trinh Friedman (1958),
L. Hormander (1966), H. Brezis va L. Nirenberg (1983), B. Helffer va J.
Nourrigat (1985) va céc trich dan thém 6 trong d6. Gan day mot s6 cac

chuyén gia ngoai nudc chuyén sang nghién citu phuong trinh elliptic suy



bién phi tuyén trong cac cong trinh V. V. Grushin (1970, 1971), D. S.
Jerison va J. M. Lee (1987), T. Bieske (2002), A. E. Kogoj, E. Lanconelli
va S. Sonner(, 2012 - 2016), C.J. Xu (1992) va cac trich dan & trong do.

Nghién citu cac phuong trinh va hé phuong trinh elliptic tong quat
da déng vai tro rat quan trong trong li thuyét phuong trinh vi phan.
Hién nay cac két qua theo huéng nay da tuong déi hoan chinh. Clung véi
sut phat trién khong ngiing ciia toan hoc ciing nhu khoa hoc kj thuat
nhiéu bai toan lién quan t6i do tron clia nghiém céc phuong trinh va he
phuong trinh khong elliptic da xuat hien. Cé mot s6 16p phuong trinh,
trong d6 c6 16p phuong trinh elliptic suy bién,  mot khia canh ndo dé
cling c6 mot s6 tinh chat giong véi phuong trinh elliptic. Trong nhiing
nam gan day mot so cac chuyén gia ngoai nuéc chuyén sang nghien
cttu phuong trinh elliptic suy bién phi tuyén trong cac cong trinh V. V.
Grushin (1970,1971), D. S. Jerison va J. M. Lee(1987), A. E. Kogoj va
E. Lanconelli (2012) va cac trich dan cac bai bdo d6. Mot s6 tac gia
trong nudc cling dat dude cac két qud sau sic trong viéc nghién citu céc
phuong trinh, hé cac phuong trinh elliptic suy bién phi tuyén, phuong
trinh parabolic suy bién, va phuong trinh hyperbolic suy bién trong céc
cong trinh cta cac tac gia nhu: N. M. Chuong, N. M. Tri, P. T. Thuy,
N. T. C. Thuy, C. T. Anh, T. D. Ké va cac trich dan thém & trong do.
Cac két qua da dat dugc 1a: sy ton tai va khong ton tai nghiém ciia bai
toan bién cho phuong trinh elliptic suy bién, sy ton tai nghiém, dang
diéu tiém can nghiém ctia phuong trinh parabolic suy bién, sy ton tai
nghiém, dang diéu tiém can nghiém cta phuong trinh hyperbolic suy
bién.

Tt viec hé thong mot s6 két qua da dat duge déi véi phuong trinh
elliptic suy bién va hé phuong trinh elliptic suy bién, ching ta nhan thay
van con nhiéu van dé mé can duge nghién cttu va hoan chinh, chéng han:

e Tinh da nghiém v& mot s6 tinh chat ciia nghiem déi véi phuong



trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh dang

—Ayv = f(X,v) +g(X,v) trong mieén D,
v=20 trén bién 0D,

trong d6 D la mién bi chin vé6i bién tron trong khong gian RY, N > 2,
f(X,7) 12 1é theo 7 v g(X, 7) 1a 6 hang nhiéu ctia phuong trinh.
e Sy ton tai nghiém va khong ton tai nghiém yéu khong tam thuong
ctia phuong trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh dang:
—AIZ;ZEU = g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién 0D,
v6i D 1a mién bi chan vé6i bién tron trong khong gian RY va toan ti
Al c6 dang ARE = A+ Ay o™y (jaf + ly*) A 6 day
X = (2,y,2) ERM xRV xR va N = N;+No+N3, k; >0,i=1,...,4.
e Su ton tai nghiém yéu va mot so tinh chat ctia nghiem yéu doi

v6i he phuong trinh elliptic suy bién dang:

(
—2 AR + K(X)v = H(X, v,w) véi X € RY,

7\

—2 AW + k(X )w = K(X,v,w) véi X € RY,

v(X),w(X)— 0khi |X|— oo,

\
trong do H(.,.,.),XK(.,.,.) 1a cac ham cho truée

Véi cac van dé mé § trén, trong luan an nay ching to6i nghién citu
su ton tai nghiém yéu, khong ton tai nghiém yéu, tinh da nghiem yéu va
mot s6 tinh chat clia nghiém yéu doi véi phuong trinh elliptic suy bién

va hé phuong trinh elliptic suy bién.

2. Muc dich nghién citu

Trong Luan an nay ching toi nghién citu sy ton tai nghiem yéu,

khong ton tai nghiém, tinh da nghiém va mot s6 tinh chat nghiem cia
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nghiém yéu ddi véi phuong trinh elliptic suy bién trong mién bi chan, va
doi véi he phuong trinh elliptic suy bién trong toan khong gian, cu theé:

Noéi dung 1: Nghién citu sy nhiéu nghiém yéu va mot s6 tinh chat
clia nghiém yéu doéi véi phuong trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh

dang
—Ayv = f(X,v) +g(X,v) trong mien D,
v=20 trén bién 0D,

trong d6 D 14 mot mién bi chan c6 chita goc toa do véi bién tron trong
khong gian RY, N > 2, f(X,7) 1418 theo 7 va g(X, 7) la sd hang nhiéu
cua phuong trinh.

Noi dung 2: Nghién citu syt khong ton tai nghiém trong mién hinh
sao va sif ton tai nghiem yéu khong tam thuong ctia phuong trinh elliptic
suy bién ntta tuyén tinh

—AZ;ZEU = g(X,v) trong mién D,

v=20 trén bién 0D,
v6i D 14 mién bi chan c6 bién tron trong khong gian RY va RY va toan

2
NN ki ks | 2%y | 12k k k r 1a

tir Ay co dang A2 o= Ay + Ay 4|2 [y[7 <\x\ '+ y 4) A, 6 day
X = (2,y,2) ERM xRV xRM va N = N;+No+Ns, k; >0,i=1,...,4.
Noi dung 3: Nghién cttu sy ton tai nghiém yéu va mot s6 tinh chat

ctia nghiém déi véi hé phuong trinh elliptic suy bién

(
—52A21’k2v + k(X)v = H(X,v,w) trong RY,

37k4

\ —52AZ;:ij + k(X)w = K(X,v,w) trong R,

\U(X), w(X) — 0 khi |X]|— oo,

trong d6 H(., .,.),K(.,.,.) 1a cac ham cho truée.

3. D6i tuong va pham vi nghién ciu

D61 tugng nghién citu chinh ctia luan 4n 1a phuong trinh elliptic suy

bién va hé phuong trinh elliptic suy bién. Cu thé, luan an tap trung vao
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viéc nghién citu sy ton tai nghiém, khong ton tai nghiém, van dé nhicu
nghiém va mot s6 tinh chat ctia nghiém do6i véi phuong trinh elliptic suy
bién va hé phuong trinh elliptic suy bién.

Pham vi nghién cttu ctia luan an dudc chia thanh ba phan chinh,
tuong ing v6i ba chuong noi dung:

1. Phuong trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh trong mién bi chin:

e Doi tugng: Phuong trinh c6 dang

—Av = f(X,v) +g(X,v) trong mién D,

v=0>0 trén bien 0D.

e Pham vi: Luan an tap trung nghién cttu van dé da nghiém va
mot s6 tinh chat clia nghiem yéu. Mién D dugce xét 13 mot mién

bi chan c6 chita gbc toa do va bién tron trong khong gian RY.
2. Phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh trong mién bi chan:
e Doi tugng: Bai toan bién c6 dang
_AZ;:IIZU = ¢(X,v) trong mién D,

v=20 trén bien 0D.

e Pham wvi: Nghién citu sy ton tai nghiém yéu khong tam thuong
va sit khong ton tai nghiém trong mién hinh sao.

3. Hé phuong trinh elliptic suy bién trong toan khéng gian RYV:

e Doéi tuong: He phuong trinh dang:

’

—52A§;:Zv + K(X)v = H(X,v,w) trong RY,

< —52Az;ﬁw + k(X)w = K(X, v, w) trong RY,

v(X), w(X)—0 khi |X|— oo.

\

voi dieu kien v(X), w(X) — 0 khi | X| — oo.



e Pham vi: Nghién cttu sy ton tai nghiém yéu va mot s6 tinh
chat ctia nghiém, dong thoi danh gia nghiém trong khong gian
Sobolev ¢6 trong tuong ting.

4. Phuong phap nghién cttu va cong cu nghién ctiu

Trong luan an nay chung to6i sit dung phuong phap nghién ciu ly
thuyét co ban trong linh vyc gidi tich toan hoc, van dung cac cong cu

clia giai tich ham phi tuyén va Iy thuyét khong gian Sobolev:

e Dé nghién cttu sy ton tai nghiem yéu va van dé nhi¢u nghiém ciing
nhu mot s6 tinh chat nghiém ctia nghiém yéu déi véi 16p phuong
trinh, hé phuong trinh elliptic suy bién, ching toi sit dung céc cong
cu clia giai tich ham phi tuyén va 1y thuyét phuong trinh dao ham
rieng phi tuyén. Cu thé nhu mot s6 dinh 1y vé diém t6i han (Dinh 1y
qua deo, Dinh ly bién dang), Dinh 1y nhiing kiéu Sobolev c6 trong.

e Dé nghién citu sy khong ton tai nghiem ching téi xay dung cac

1ak2

3,K4 va

dong nhat thic kiéu Pohozaev tuong tng déi véi toan ti AZ
khai thac cau trac hinh hoc ctia mién dang xét dé chi ra sy khong

ton tai nghiem khong tam thuong ctia bai toan.

5. Cac két qua dat dudc va y nghia cta dé tai

Cac két qua clia luan an 1a mdi, c6 ¥ nghia khoa hoc va gép phan
vao hoan thién 1y thuyét vé 16p phuong trinh elliptic suy bién, hé phuong
trinh elliptic suy bién. Céac két qua ciia luan an dude cong bd trong 04
bai bao trén cac tap chi chuyén nganh qubc té gom 01 bai SCIE, 02 bai
ESCI va 01 bai trong tuyén tap ISAAC-ICMAM 2024.

Hon nita, cac két qua nay da duge bao céo tai:

e Xémina cua Bo mon Giai tich, Khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc

Su pham Thai Nguyén;



e Hoi thao “Toan hoc va cac nganh lién quan” ctia Vién Toan hoc
dugc to chitc tai Truong Dai hoc Hoa Lu thang 4/2024.
6. Cau tric luan an

Ngoai cdc phan md dau, tong quan, két luan, kién nghi, danh muc
cac cong trinh dugc cong bd va danh muc tai lieu tham khéo, luan an

bao gom 4 chuong.
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Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay ching to6i trinh bay mot s6 khai niém va két qua
phuc vu cho céc chuong sau, véi cac noi dung cu thé nhu sau: Khai niem
toan tu elliptic suy bién, cac vi du, mot s6 khong gian ham tuong tng
v6i toan ti elliptic suy bién, cac két qua vé phép nhing tuong iing clia

cac khong gian d6 va mot s6 dinh 1y diém t6i han.

1.1. Toan tw elliptic suy bién

Trong muc nay chung to6i trinh bay khai niém toan ti elliptic suy

bién va dua ra hai 16p toan ti elliptic suy bién 1a toan tit A, va toan ti

klka
k37k4.

Xét toan t vi phan

— Z fa(x)Da7

laj<m
trong d6 = = (21,22, ...,2,) € D CR", a = (e, ..., ) € N,
0

la|=a1+as+ ...+ ay, D= (Dy,...D,), Dj=—i—,j=1,...,n,
8x]

olal

0. 0%z,

D® = DM D D% = (—j)ll fa(z) € C(D) la cac ham

tron cho trude.
Ta dat

§" = &G0 & vl € = (61,62, 6n) €R™
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Ham s6 P, &) = > fu(2)€* duge goi la biéu trung clia toan ti

la|<m
P(z, D).
Ham s6 P, (a, &) = > fol2)€Y duge goi 1a bicu trung chinh clia
|a|=m

toan tu P(z, D). Khi d6 toan ti P(z, D) dugce goi la elliptic tai x € D
néu v6i moi £ € R" thoa man P, (z,€) = 0 khi va chi khi £ = 0.

Toan tit P(x, D) dugc goi la elliptic trén mién I néu né elliptic tai
moi x € D.

Chung to6i xét toan tu

2
ko ks 2% | 2k k k
AR = Ay Ay [Py (|2 + yl™) A,
trong d6 x = (21,29, ...,zn,) € RM, y = (y1, 90, ..., yn,) € RM2,
z = (Zl,ZQ,...,ZNS) S RN?’,kl +ko+ks+kys >0k >00=1,...,4.
Toan tt ¢6 bicu trung va biéu trung chinh 13
ey o 2 | 2 2 2 2
P (@, y,2,8) = — {51 +&+ -y Féva T,
2
2 2 2%y | 12k k k
 (Erimaer o + Gwang) 2 1y (Il + 1) ]
L . 3.2 0 .0 _0 % 0 N s mpki1,ks
Xét tai diem Mo(2”,y", 27), néu 2° # 0 va y” # 0 thi P2 (2, y,2,§) = 0
khi va chi khi & = 0, i = 1,..., Ny + No + Nj. Do vay A" la toan tit
elliptic tai M,.

Néu 2 = 0 hosic y° = 0 thi ton tai & = (0,...,0,1) # 0 ma
?Z;Zi(x,y, 2,&) = 0. Do vay Ai;ii khong 1a toan tit elliptic. Nén toan
tu AZ;],Z 13 toan ti elliptic suy bién trong mién D, trong d6 D 1a maot
mién trong khong gian RM+V2+Ns ¢4 giao khéac réng v6i hai mat phang
cat nhau x = 0 va y = 0.

Tiép theo ching toi sé gi6i thieu toan tit A,-Laplace 16p nay 1a
tong quat clia toan ti Grushin nhung 16p toan ti AZ;]IZ noi trén khong

thoa man 16p toan tit nay. Xét toan tu

N
L 0 e,
A7 o —1 8:@ (’}/g 8:@) ’
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VOl
v :RY — RN
(1, ...,an) —> Yo (x1,...,28) = 7(X)

théa man v, la cac ham lién tuc véi ¢ = 1,2,..., N va y > 0, v6i
¢=1,2,..., N trong RM\X, & do

N
Y = {X = (21,29,...,2x) € RV : H$g: 0}.
(=1
Hon nita cac ham ~,(X) thoa man cac dieu kién sau:
i) Ton tai nhom {0}

5§50 thoa man:

6 : RY — RY
(x1,...,xN) +—> 5s(x1,...,xN):(stlxl,...,stNxN),

voi 1 =1t <ty <--- <ty, sao cho v; 1a d-thuan nhat bac t, — 1, tic 1a
v6i moi X € RY, s > 0 ta co

e (05 (X)) = st‘_lfyg(X),éz 1,....N

i) 1(X)=1,7%X) = (z1,22,...,2-1), £L=2,...,N;
iii) V6i méi X € RY sao cho v, (X) = v, (X*), £=1,2,..., N, véi

X*= (o], .., |zn|) néu X = (x1,29,...,2N);
iv) Ton tai hang s6 p > 0 théa man
ngk@ckw(){) S,O’W(X),Vké {1,2,...,6—1},V€:2,...,N,

voi moi X € R} = {X = (1,...,25) ERY : 2, >0, ¥ =1,2,...,N};
Khi d6 toan ti A, 1a d-thuan nhat bac hai, tic la

A, (0(8,)(X)) = () (3, (X))

Ching ta dinh nghia N 1a 6 chidu thuan nhat ctia khong gian RY
d6i v6i nhom {4 }s0, tiic 1a

~

N :=ti+to+---+1n.
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1.2. Khoéng gian Sobolev c6 trong va dinh 1y nhing
Trong muc nay ching to6i trinh bay khong gian Sobolev c6 trong

tuong ing véi toan tit suy bién.

1.3. Mot sd két qua cta ly thuyét diém t6i han

Muc nay, chiing toi trinh bay mot s6 két qua vé diém t6i han va gia
tri t6i han dé sau nay ap dung trong chiing minh su ton tai nghiem va
van dé nhiéu nghiém ctia bai toan Dirichlet do6i v6i phuong trinh elliptic

suy bién.

1.4. Mot s6 khéng gian ham va tinh chat

Trong muc nay chung t6i gidi thiéu hai 16p khong gian ham va mot

sO tinh chat clia cic 16p khong gian ham nay.
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Chuong 2

Tinh da nghiém cua phuong trinh

elliptic suy bién ni¥a tuyén tinh

Trong chuong nay, ching toi nghién ctu van dé nhiéu nghiem yéu
va mot s6 tinh chat ctia nghiem yéu ddi v6i phuong trinh elliptic suy
bién nita tuyén tinh véi sd6 hang phi tuyén va s6 hang nhiéu thod méan
cac dieu kien cho truée. St dung phuong phap nhiéu ciia Rabinowitz,
v6i cac diéu kieén clia cAc ham phi tuyén, chung toi da ching minh dugc
tinh da nghiém yéu ctia bai toan, hon nita cdc nghiém yéu nay 1a am va
dan hoi tu ve 0.

Noi dung ctia chuong nay dya trén cac bai béo [1] trong Danh muc

cong trinh khoa hoc clia tac gid lien quan dén luan an.

2.1. Dat bai toan

Trong chuong nay, chiing t6i nghién cttu phuong trinh elliptic suy

bién dang

—Av = f(X,v) + g(X,v) trong mién D, (2.1)
v=20 trén bien 0D, (2.2)

v6i D 1a mién bi chén cé chita goc toa do va bien 0D 1a tron trong khong

gian RY, g day f:DxR = Rva g : D xR — R thoa man cac diéu kien
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(F1) Ton tai cac ham s6 fi, fo € C(D x R,R) va céc hing s6 C; > 0,
1 <qg<2saocho f(X,7)= fi(X,7) + fo(X,7T) va

(X, 7)< Crr|Th, (X, 7) €D x Ry (2.3)
(F2) Ton tai hang s6 1 < p < 2 thda méan
fi(X, )T — puF (X, 7) <0, v6i moi (X,7) € D x R,
ddo Fi(X,71) = fol(x, s)ds;
0
(F3) Ton tai cdc hang 86 Cy > 0,1 <1 <2va2 < g < 2% thoa man
Fi(X,7) > Cy(|7]" — |7|®), (X, 7) € Dy x R;

G day Dy 1a mot tap con mé khong rong trong ID;

(F4) Ton tai cac hang s6 C3 > 0 va 2 < g3 < 2} thoéa man
| fo(X, )] < Cs 7%, v6i moi (X,7) € D x R;

(F5) Ham f;(X,7) 1a 1é theo 7 v6i moi X € D tic 1a v6i moi (X, 1) €
D xR taco fZ(X,T) = —fi(X, —T),i = 1,2;

(G) g € C(D x R,R) va ton tai cac hing s6 C5 > 0, 2 < § < 2% thoa
man
9(X,7)| < Cs|7|"" ¥(X,7) e D xR,

hon ntra

> : (2.4)

2.2. Tinh da nghiém cua phuong trinh elliptic suy
bién ntta tuyén tinh
Trong muc nay ching toi sé trinh bay két qua chinh va ching minh

két qua chinh cia chuong. Trude tién, ching toi trinh bay dinh 1y vé tinh
da nghiém ctia phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh.
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Dinh 1y 2.1. Gid st cic ham f va g théa man cac dieu kien (F1) dén
(F5) va (G). Khi dé bai toin (2.1)~(2.2) c6 mot day nghiem yéu am

{vn}o0, théa man anHS%}O(D) — 0 khin — oo.
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Chuong 3

Su ton tai va khong ton tai nghiem

bai toan bién elliptic suy bién

Trong chuong nay, ching t6i nghién ctu sy khong ton tai nghiém
trong mién hinh sao va su ton tai nghiém yéu khong tam thuong cia

phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh dang:

—AZZU = g(X,v) trong mién D, (3.1)

v=20 trén bien 0D, (3.2)

trong dé D 1a mieén bi chin chita goc toa do va bién tron trong khong

gian RY v6i N > 3 va toan tit AIZ;],Z ¢6 dang
2
ky ks 2% | 12k k: k
AR = A+ Ay + [a™ [y (2 +[y")" A,

voi X = (x,y,2) € RMXRM xRM va N = Ny +No+ N3, k; > 0,1...,4.

Noi dung chinh ctia chuong nay 1a xay dung dong nhat thic kiéu
Pohozeav cho bai toan, tit d6 chi ra truong hop ham phi tuyén dé phuong
trinh khong c6 nghiém khong tam thuong. Hon nita, st dung phuong
phap bién phan va cac dinh Iy vé diém t6i han ching ta chi ra su ton
tai nghiém yéu khong tam thuong tng véi mot 16p ham phi tuyén.

Noi dung ciia chuong gom hai phan

- Phan tht nhat: Trinh bay két qua su khong ton tai nghiém co
dién khong tam thuong.
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- Phan thit hai: Trinh bay két qué su ton tai nghiém yéu khong
tam thuong.
Noi dung ctia chuong nay duge viét dya vao cong trinh [2] trong

Danh muc cac cong trinh clia tac gia lien quan dén luan an.

3.1. Su khéng ton tai nghiém khéng tam thudng

Trong muc nay, ching t6i xay dung dong nhat thitc kiéu Pohozeav
tit d6 chi ra 16p ham phi tuyén dé bai toan (3.1)-(3.2) chi c6 nghiem tam

thuong v = 0 trong mién hinh sao.

Dinh nghia 3.1. Ham v(X) dudc goi la nghiem co dién ciia bai todn
(3.1)-(3.2) néuv(X) € A’(D) va théa man cdic phuong trinh ciia bai todn
(3.1)-(3.2), tic la

_AZ;,:IIZU = g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién 0D,
Khi d6 ching ta c6 dong nhat thic kiéu Pohozeav.

Dinh 1y 3.1. Gid st g(X,t) = g(t) va v(X) € A’(D) la nghiém ciia bai
todn (3.1)-(3.2). Khi do ta co

NklakQ _ 2 1 a )
k17k2 k 7k _ k17k2~k1)k2 v
/ (Nk&,mG(v) — 5 g(v)v) dX = §/Vk37k41/k37k4 (5) ds,

D oD
(3.3)
trong dé v = (Vu,, s Vay s Vys " " s Vynys Vary "0 5 Vay, ) 10 véc ta phdp
tuyén don vi ngodi trén bién ctua D va
2
ks 2hy | 2k k k
v = el I a0 ™ (ol + )l
Tpas = (@,va) + (0 0y) + (L by ko o+ by o+ Ka) (2, 2)
N1 N2 N3 P
(o) = 3w () = 3 g () = Y GG = [ gl
i=1 j=1 =1 9
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val? = Zlm yl* = ZW v = Z|W| L dX = dadydz.

Dinh nghia 3.2. Mién D dugc goi la Akl’kg— hinh sao tai goc toa do
néu goc tog do O € D wva bat dang thise V,fl’,? > 0 ding vdi moi diém

trén bién cua D.

Stt dung Dinh 1y 3.1, ching ta dua ra mot s6 truong hop riéng ciia
ham ¢g ma bai toan (3.1)-(3.2) chi c6 nghiém tam thudng, cu thé nhu sau

Hé qua 3.1. Gid st g(X,7) = g(7) va D la AZ;E— hinh sao tai goc toa
do va
kika 9

NitiiG(r) = =5 ——g(r)7 < 0 (3.4)

vdi moi T # 0. Khi dé bai todn (3.1)-(3.2) khong cé nghiém khong tam
thuong v € A2(D). Hon nita, néu (3.4) la ding vdi 7 > 0 khi dé bai todn
(3.1)-(3.2) khong c6 nghiém duong khong tam thuong v € A*(D).
Hé qua 3.2. Gia suD la Akl’kQ hinh sao tai goc toa do va

4

k1,k2 )
Nk3ak4 o 2

g X, )= A+ 7P vdi A <0, p>

Khi dé bai todn (3.1)-(3.2) chi c¢6 nghiém tam thuong v = 0.

3.2. Su ton tai nghiém yéu khéng tam thudng

Trong muc nay, ching to6i xay dung mot 16p ham phi tuyén ma bai
toan (3.1)-(3.2) ¢6 nghiem yéu khong tam thuong. Gia st 16p ham phi

tuyén thoa man cac dieu kien sau:

(H1) g : D x R — R la mot ham Carathéodory thdéa man ton tai
q € (2, N]f;,ff), w € Hs, va cac hing s6 duong Cy sao cho

9(X,7)] < lw(X)7" 7+ Co V(X,7) € D x R;
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(H2) Ton tai C' € [0,+00) v& h € L}(D) sao cho |g(X, &) < h(X) vdi
moi X € D va |r| < C;

kq,kso

(H3) Ton tai mot ham khong am k trong L%2(D),q > % sao cho
k(X) < g( ) v6i mbi (X,7) € D x R;

(H4) ¢g(X,0) =0 v6i moéi X € D va gidi han

X

£—0 T

= 0 déu theo X € D

I

(H5) lim g()i’T) = 400 hoac lim g(T
T—+00 T—=—00

D) — 400 h.kn trong D;

(H6) gOi’T) tang khi 7 > C va giam khi 7 < —C v6i moi X € D.
Trudce tién, ta dua ra khai niem nghiém yéu ctia bai toan.

Dinh nghia 3.3. Ham v thuoc khong gian S%,O(D) duogc goi la nghiém
yéu cia bai todn (3.1)-(3.2) néu vdi moi ¢ € Siy(D) ta ¢ dong nhat
thitc sau

/ Vit Dl = [ 00X, 0(X) pX)aX =0
D

Dinh 1y 3.2. Gid si g théa man cdic dieu kien (H1)-(H6). Khi dé bas
toan (3.1)-(3.2) cé mot nghiem yéu khong tam thuong.

21



Chuong 4

Su ton tai va tinh chat nghiém cuaa

hé phuong trinh elliptic suy bién

Trong chuong nay, ching to6i nghién cttu syt ton tai nghiem yéu va

mot s6 tinh chat nghiém ciia hé phuong trinh elliptic suy bién dang:

)
AN+ K(X)v = H(X, v,w), X € RY,

§ —e2AP P + K(X)w = K(X,v,w), X € RY,

v(X), w(X)—0 khi |X]|— oo,

\
trong do H(.,.,.),XK(.,.,.) 1a cac ham cho truéc. Van dung phuong phap
bién phan ching ta da chitng minh dugc mot 16p ham phi tuyén tuong
ing ma bai toan c6 nghiém yéu khong tam thuong va danh gid nghiem
trong khong gian Sobolev c6 trong tuong tng.

Noi dung ciia chuong gom hai phan

- Phan thit nhat: Trinh bay két qué su ton tai nghiém va tinh da
nghiém ctia hé phuong trinh elliptic suy bién véi ham phi tuyén c6 tang
trudng t6i han.

- Phan thit hai: Trinh bay két qua sy ton tai nghiém ctia hé phuong
trinh elliptic suy bién v6i ham phi tuyén c6 tang trudng dudi t6i han.

Noi dung ctia chuong nay dugc viét dya vao cong trinh [3,4] trong

Danh muc céc cong trinh ciia tac gid lien quan dén luan an.
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4.1. Su ton tai nghiém va tinh da nghiém cta hé
phuong trinh elliptic suy bién véi ham phi tuyén
c6 tang trudng t&i han

Trong muc nay ching ta nghién ctu sy ton tai va tinh da nghiém
cua hé phuong trinh sau:
—2 ARy 4 k(X ) = W(X) 20+ Hy (X, v,0), X € RY,
—2A w4 k(X )w = h(X)|w* 2w + Hy(X,0,w), X € RY, (4.1)
v(X), w(X)—0 khi|X]|— oo,
trong d6 x(X), h(X) vd H(X,v,w) thda man cac dicu kién
(B0O) x € C(RY,R) va ton tai hing s6 M > 0 thdéa man

k(0) = Jnf K(X) =0,Vol ({X e RV, k(X) < M}) < o0

(G0) h(X) € C(RY,R), 0 < inf h(X) < sup h(X) < oo;
XeRN XeRN

(K1) H € CY{RY x R x R,R) théa man H (X, s,t) = o(|s| + [t]),
Hy(X,s,t) = of|s| + |t|) déu v6i X € RN khi |s| + [t| — 0;

(K2) Tbn tai cac hing s6 Cy > 0 va ¢ € (2,2*) sao cho
|Ho(X,5,8)] < Co(1+]s[" + ("),
‘Ht(Xa Svt)‘ < 50(1 + ‘S‘q_l + ‘t|q_1);
(K3) Ton tai cic hing sb C1>0,q1,q0>2vVap € (2,2*) sao cho véi moi
(X,s,t) € RY x R?, ta c6
|H(X,s,t)] > Cy (|s|™ + [¢]2) va
0 < puH(X,s,t) < Hy(X,s,t)s + H (X, s, t)t.
(K4) Hy(X,—s,t) = —Hy(X,s,t), Hy(X,s,—t) = —H,(X,s,t) véi moi
(X,s,t) € RY x R2,
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Dat A = 72 Khi d6 bai toan (4.1) trd thanh

— AP+ AR(X v = A(X) |2 20 + ANH (X, v,w), X € RY,
—APRw + AR(X)w = M(X)|w]* w + AH (X, v,w), X € RN, (4.2)
v(X), w(X) — 0 khi | X| — .

Do bai toan (4.1) va bai toan (4.2) la tuong duong. Chung ta dinh nghia
khong gian ham tuong tng véi bai toan nhu sau:
Ham (v, w) duge goi 1a nghiém yéu ctia bai toan (4.2) néu n6 thoa

man (v,w) € H va véi moi (p,v) € H ta c6 dang thiic sau:

/ (vﬁ;iiv VR 4 AR(X)vp + ViPw - Vil + As(X )w¢) dx
s
—)\/( o(X v, w)e + Hy (X, v,w)p) dX
s
+ A / h(X) (W*?w + yw\5*2w¢) dX.
e

Khi d6 ching ta c6 cac khang dinh sau:

Dinh 1y 4.1. Gid st k, h théa man cdc diéeu kien (BO), (G0) va (K1)-
(K4). Khi dé vdi p > 0, ton tai A, > 0 théa man néu X > A, thi bai todn
(4.2) ¢6 nghiém yéu théa man (vy,wy) — (0,0) trong H khi X\ — oo va

“2M ((v’g;?v] + [ 4+ an(x) (|w|2+\wA|2)> dx

RN

k1R

S p>\1— k?é k?4

, (43)

1 o S —9
N /h(X) (lez +|w/\‘2>dX+MT/H(X,v>\,w/\)dX
kgska BN

<pA\ Tz . (4.4)
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Dinh 1y 4.2. Gid st k,h théa man cic dieu kién (BO), (GO) va (K1)
(K4). Khi dé vdi méi m € N va p > 0, ton tai Ay, > 0 sao cho A > Ay,
thi bai todn (4.2) c¢6 m nghiém (vy,wy) thoa man danh gia (4.3), (4.4)
trong Dinh 1y 4.1 va (vy,wy) — (0,0) trong H khi A — oo.

4.2. Su ton tai nghiém ctia hé phuong trinh elliptic
suy bién véi ham phi tuyén tang trudng duéi
t6i han

Trong nay, ching ta nghién ctu hé phuong trinh elliptic suy bién

c6 dang
—P A + R(X v = h(X) v + GLMF(X)WVQU\UJ\I), X eRY,
b
— AR + w(X)w = k(X)) Jw]’*w + G—MF(X)WWUJPQU% X eRY,

v(X), w(X) — 0khi | X]| — oo,

(4.5)
trong d6 2 < p <§*, a>1,b>1théa man a + b = 2* va chung ta gia
st k(X), F(X),h(X) va k(X) théa man cac dieu kien
(A1) kK € C(RM,R), sao cho k(0) = Xiélﬂgzv k(X) =0 va v6i méi M > 0 ta

c6
Vol ({X e RV, k(X) < M}) < o0

(A2) F(X)e CRY,R),0< inf F(X) < sup F(X) < oo;
XeRN XeRN

(A3) h(X),k(X) la cac ham duong va théa man

0 < hg= inf h(X) < sup h(X) < oo;

XeRN XeRN
0< ko= inf k(X) < sup k(X) < o0.
XeRN XeRN
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Dat A = 72 Khi d6 bai toan (4.5) trd thanh

A
ARy AR (X v = AR(X) |20 + be(X)|fu|a_2v|w|b, X eRY,
3,4 a
Ab
— ARy 4 A (X)w = Me(X)|w|P 2w + ﬂF(X)|v|a\w\b—2w, X e RV,
3,4 a

v(X), w(X)— 0khi|X|— oo.
(4.6)
Do bai toan (4.5) va bai toan (4.6) la tuong duong, nén ching ta chi ra

sy ton tai nghiém clia bai toan (4.6) nhu sau:

Dinh 1y 4.3. Gid st k(X), F(X),h(X) va k(X) théa man (A1)—(A3).
Khi dé vdi moi p > 0, ton tai A, > 0 sao cho néu X\ > A,, bai toan (4.6)

¢6 nghiém duong (ux,v,) théa man dieu kién

_9 P P
p—2p <‘V2£im‘ - ‘Vzl ijA‘ + Ak(X) (]m\2 -+ |wA|2)> dX
RN
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Nhitng két qua dat dudc

Trong luan an nay, ching toi nghién ctu su ton tai nghiém, khong
ton tai nghiem khong tam thuong, tinh da nghiém va mot sé tinh chat
nghiém clia phuong trinh elliptic suy bién va hé phuong trinh elliptic

suy bién. Cac két qua chinh dat dugc trong luan an bao gom:

1. D6i v6i phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh chia toan ti
A,: Chiing minh dugc tinh da nghiém cta bai todn, hon ntta céc

nghiém nay 1a am va dan hoi tu vé 0 (Dinh 11 2.1).

2. D6i v6i phuong trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh chita toan
ti Ai;gi Tht nhat, xay dung dudc dong nhat thiic kiéu Pohozeav
cho phuong trinh trén, tit d6 chi ra truong hgp ham phi tuyén dé
phuong trinh khong c6 nghiém khong tam thuong. Thit hai, ching
minh dudc sy ton tai nghiém khong tam thuong véi mot 16p ham
phi tuyén tong quat (Dinh 1y 3.2).

3. Déi véi he phuong trinh elliptic suy bién chita toan ti Ay? Ching
minh dudc sy ton tai nghiém yéu va tinh da nghiém ctia hé tuong
ting véi cac 16p ham phi tuyén H(.,.,.),X(.,.,.), hon nita con ddnh
gid nghiém trong khong gian c6 trong tuong ting. Cac két qua do
dugce thé hién cu thé trong cac Dinh 1y 4.1, Dinh 1y 4.2 va Dinh ly
4.3.

2. Dé xuat mot s6 huéng nghién citu tiép theo
Lién quan t6i chi dé luan an, nhiing van dé sau 1a md va theo
chung t6i la dang quan tam:

1. Xay dung dong nhat thic kieu Pohozeav cho cac mién nhu mién

noéon, mien truy, ....
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. Nghién cttu tinh tron ciia cac nghiém yéu déi v6i phuong trinh, he
phuong trinh elliptic suy bién.

. Nghién cttu sit ton tai nghiém va tinh da nghiém ciia cac phuong

trinh elliptic suy bién vdi cac diéu kién bién hén hgp.

. Cac mo hinh tng dung thuec té.
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