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L.OI CAM ON

Luan an dugc thie hién va hoan thanh tai khoa Toan thudc truong
Dai hoc Su pham, Dai hoc Thai Nguyén, duéi st huéng dan cta cia TS.
Duong Trong Luyén va TS. Pham Thi Thuy. Tac gia xin bay té long
biét on sau sic dén thay co huéng dan. Tac gid xin tran trong cadm on
GS.TSKH. Vii Ngoc Phat, PGS.TS. Tran Dinh Ké, PGS.TS. Nguyén
Nhu Thang, PGS.TS. Vii Trong Ludng, PGS.TS. Nguyén Van Thin,
PGS.TS. Ha Tran Phuong, TS. Tran Dinh Hung va cic thay, co6 phan
bien doc lap da danh nhiéu thoi gian, tam huyét déng gép nhiing ¥ kién

quy bau, gitip luan an dugc hoan thién hon.

Tic gia xin chan thanh cdm on cac thay, co gido cling cic anh chi
em nghién cttu sinh trong seminar Bo mon Giai tich khoa Toéan, truong
Dai hoc Su pham, Dai hoc Théai Nguyén da luén trao doi, dong vién tac

gia trong nghién citu khoa hoc.

Tac gia xin cam on Lanh dao truong, cac anh chi em B6 moén Toan,
khoa Su pham trung hoc, truong Dai hoc Hoa Lu cling cac dong nghiéep
da tao moi dieu kien thuan loi giup do tac gid trong qua trinh hoc tap,

nghién ctu va hoan thanh luan an.

Sau cung, tac gia xin gui 1oi tri an chan thanh t6i gia dinh va
nhitng ngusi than yéu — nhiing ngusi luén 6 bén canh, tin tudng, dong
vién va tiép thém cho tac gia nguon dong luc tinh than to 16n trong sudt
qué trinh hoc tap va nghién cttu. Tac gia cling xin cam on anh chi em,
ban bé da luon gitp dé, dong hanh va khich lé dé tac gia hoan thanh

luan an.

Thair Nguyén, thang 02 nam 2026
Nghién ciu sinh: Lé Thi Hong Hanh



LOI CAM DOAN

To6i xin cam doan day l& cong trinh nghién ciu ciia toi. Cac két
qué nay duge lam duéi sy huéng dan ctia TS. Duong Trong Luyén va
TS. Pham Thi Thuy. Cac két qua trong luan an viét chung véi cac tac
gid khac da dugc sy nhat tri clia dong tac gid khi dua vao luan an. Cac
két qua trong luan an 1a trung thuc va chua ting dude cong bd trong

cac cong trinh cua cac tac gia khac.

Thar Nguyén, thang 02 nam 2026
Nghién ciu sinh: Lé Thi Hong Hanh
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MOT SO QUY UGC VA Ki HIEU

Trong toan bo luan an, ta thong nhat mot s6 ki hieu nhu sau:

Khong gian vecto thyc N chiéu.

La mot mién trong khong gian RY.

Chuan Euclid ctia phan tit x trong khong gian RY .

Khong gian cac ham kha vi lién tuc dén cap k trén mien D.

Khong gian cac ham liy thita bac p kha tich

Lebesgue trén mién D.

Khong gian déi ngau ctia khong gian Banach B.
D6i ngau gita B va B'.

Tich vd huéng trong khong gian B.

Anh xa dong nhat.

Hoi tu yéu.

Phép nhiing lién tuc.

Phép nhiing compact.

D6 do Lebesgue ciia tap D trong khong gian RY.

Toan ti Laplace theo bién x trong RM : A, := _ aa_;%'
£ 2;21 2
Toan tit Laplace theo bién y trong R : A, := ‘ g_yj?'
]N:gl
Toan ti Laplace theo bién z trong R : A, := g—;.

Hau khiap noi.



MG dau

1. Ly do chon dé tai va téong quan nghién citu

Phuong trinh dao ham riéng la mot linh vyc trong tam cua toan
hoc hién dai, déng vai tro nén tdng trong viec mo hinh héa nhiéu hien
tuong trong khoa hoc va ky thuat. Phuong trinh dao ham riéng la mo
hinh toan hoc cu thé cac hién tuong trong thuc té ctia cac hién tugng
vat 1y nhu sy truyén nhiét, dao dong séng, cic phan tng hoa hoc, céac
mo hinh quan thé trong sinh hoc, dén céc bai toan trong tai chinh va
x1t Iy anh. Dac biét, phuong trinh elliptic la mét 16p quan trong trong
s6 do, thusng dudc dung dé moé hinh héa cac trang thai can bang hoac
cac hién tuong khong phu thudc vao thoi gian. Hon nita, tit cac cac bai
toan hinh hoc vi phan, nhiéu 16p phuong trinh elliptic phi tuyén quan
trong da dugc nghién citu tit cac mo hinh d6 (xem trong mot sé quyen
sach chuyén khao [1, trang 75-138], [24, trang 309-367], [29, trang 13-
216], [79, trang 1-68], [62, trang 251-266]). Do vay, viéc nghién ctu nhiing
16p phuong trinh elliptic, hé phuong trinh elliptic ¢6 ¥ nghia quan trong
trong khoa hoc ky thuat va cong nghé. Trong qua trinh nghién ctu cac
phuong trinh elliptic va hé phuong trinh elliptic da day manh su phét
trién cac cong cu va nhiéu két qua clia cac chuyén nganh giai tich nhu:
Ly thuyét cac khong gian ham, Gidi tich ham phi tuyén, Phép tinh bién
phén, ..... Mat khéc, su phat trién ctia cdc chuyén nganh giai tich da dan
dén nhitng tién bo 16n trong 1y thuyét phuong trinh elliptic. Cac nghién

cttu vé phuong trinh elliptic da dugc dé cap kha nhiéu trong cic cong



trinh [10,25,32,33,72] va cac trich dan thém & trong do.

Hién nay cac két qua vé phuong trinh elliptic, hé phuong trinh
elliptic tong quéat nhu su ton tai, khong ton tai nghiém, tinh da nghiem
va mot so tinh chat ctia nghiem da tuong ddi hoan chinh. Vé6i sy phat
trien khong nging ctia khoa hoc ki thuat va cong nghé nhiéu bai toan
thyc té cling nhu linh vyc toan hoc nhiéu bai toan khong elliptic da
xuat hién nhu phuong trinh Tricomi, phuong trinh elliptic suy bién,
.... da dugc nhiéu nha toan hoc trong va ngoai nudc nghién ctu. Doi
v6i phuong trinh elliptic suy bién phi tuyén da duge nhiéu nha toan
hoc nuée ngoai da nghién citu nhu trong cac cong trinh [30, 31, 35, 37]
va cac trich dan cac bai bao d6. Mot sd tac gid trong nudc da nghien
cttu cac phuong trinh, hé cac phuong trinh elliptic suy bién phi tuyén,
phuong trinh parabolic suy bién, va phuong trinh hyperbolic suy bién
nhu trong [2,3,20,36,52,69,71,73-76] va cac trich dan céc bai bao dé.
Cac két qua da dat dugc 1a: sy ton tai, khong ton tai nghiém va tinh da
nghiém, tinh chinh quy v& mot s6 tinh chat nghiém ctia bai toan bién
cho phuong trinh elliptic suy bién, su ton tai nghiem, dang diéu tiém can
nghiém cia phuong trinh parabolic suy bién, su ton tai nghiém, dang
diéu tiem can nghiém ciia phuong trinh hyperbolic suy bién. Hon nita,
cac ing dung trong thuc té ciing dudc nghién ctu va cong bdé nhu moi
truong c6 co hai co ché lan truyén, chuyén dong ciia hat lugng tit trong
cic da tap Riemannian suy bién, mo t4 phan tan cia séng trong moi
truong suy bién xem trong [26-28].

Nam 1970 trong [31] nha toan hoc ngusi Nga V. V. Grushin da

dwa ra va nghién cttu toan tit dang
Gr = A, + |2[*A, v6i (z,y) €D C RV Ny Ny > 1,k € Zy

trong d6 D 14 mién bi chan trong khong gian RVM*+»2 ¢6 bién tron va

chita goc toa do. Ta goi toan t nay la toan ti Grushin. Day 1a vi du



dién hinh cho 16p toan t1t elliptic suy bién, hon nita toan tit nay toan ti
hypoelliptic. Két qua ma V. V. Grushin dat dugc 1a néu Gjv 1a ham kha
vi vo6 han trong mién ID thi v ciing kha vi vo han trong mién I va mot sd
tinh chat dia phuong ctia toan tit G duge trinh bay chi tiét trong [31].
Tt nam 1970 dén nay da nhiéu nha toan hoc nghién citu ton tai nghiém
yéu, khong ton tai nghiém yéu, tinh da nghiém ciia phuong trinh elliptic
suy bién va hé phuong trinh elliptic suy bién chita toan tit Grushin xem
trong [19-21,67,69,73,74,81] va céc trich dan cac bai bao do.

Nam 2012, cic tac gid Pham Thi Thuy va Nguyén Minh Tri trong

[70], d& nghién ctu bai toan

— Py, 3,0 +g(v) =0  trong mién D,

v=0 trén bién JD,
trong do6 ki, ks >0
Pkbkz = Ax + Ay + ‘x|2k1|y|2k2AZ

va D 1a mién gi6i noi véi bien tron trong khong gian RM+N ¢ RN,

y € RV 2 € R, g(&) = ¢|€]7L. Nhom tac gia da xay dung duge dong

nhat thic kiéu Pohozeav tit d6 chi ra diéu kien khong ton tai nghiem
4

Ny + No+ (1+ ky + k) Ny — 2

vl D 1a Py, x,- hinh sao. Céc tac gid da chi ra s6 mi t6i han ctia dinh 1f

= M vOl Nk17k2 = Ny + Ny + (1 + ki1 + ]{52)N3, tu
Nk’],kQ — 2

d6 chitng minh bai toan trén c6 nghiém khong tam thuong véi mot 16p

Nkl,kg + 2

Nkth - 2

Nam 2012, cac tac giad Alessia E. Kogoj va Ermanno Lanconelli

khong tam thuong ctia bai toan khi v >

e N * .
nhing la 2;

ham phi tuyén g c6 do tang nhd hon

trong [37] da nghién ctiu toan ti tong quat cho hai toan tit Grushin va
toan tit Py, r,- Két qua ma céac tac gid Alessia E. Kogoj va Ermanno
Lanconelli dat ducc 1a da chi ra s6 mil t6i han ctia dinh li nhing kiéu

Sobolev, xay dung dugc dong nhat thic kiéu Pohozaev tit d6 chiing minh
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ducc sy khong ton tai nghiem khong tam thuong. Hon nita, st dung dinh
1§ nhing kiéu Sobolev cac tac gia da chitng minh dudc su ton tai nghiém
yéu va tinh chinh quy ctia nghiém yéu ddi v6i bai toan bieén dang:
Av— v+ g(X,v) =0 trong mién D, )
v =0 trén bién 0D,
v6i D 1a tap md bi chin c6 bién tron trong khong gian RY, A > 0 va
toan tit A, sb chidu thuin nhdt N duge dinh nghia trong Chuong 1.

Ham ¢ : D x R — R 1a ham lién tuc théa man cac diéu kien:

e g(X,7) = o(7) khi 7 — 0 14 déu theo X € D,

N+2

g(X,7) = o(r~5-2) khi 7 — oo la déu theo X € D,
e Ton tai cac hang s6 o > 2, My > 0 théa man cac diéu kien
79(X,7) > poG(X, 1) khi || > M,

G(X,7) > 0 khi 7 > M,

vl G(X,7) = [g(X
0

Tt nam 2012 dén nay nhiéu nha toan hoc trong va ngoai nudce da
nghién citu sy ton tai nghiém yéu, tinh da nghiém va mot s6 tinh chat
ctia nghiém déi véi phuong trinh elliptic suy bién va hé phuong trinh
elliptic suy bién chia toan tit A, hodc cac truong hgp riéng ctia toan ti
nay nhu trong [3-5,16,16-18,39 44,48 51,53, 55 57,64, 64] vi cac trich
dan céc bai bao do.

Viéc nghién ctu su ton tai, tinh da nghiém va mot s6 tinh chat
nghiém ctia phuong trinh elliptic suy bién va hé phuong trinh elliptic
suy bién 1a van dé thoi sy dang duge nhiéu nha toan hoc trong va ngoai

nuée nghién citu, nhu cac van de sau:



e Tinh da nghiém v& mot s6 tinh chat ciia nghiem doi v6i phuong

trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh dang

—Av = f(X,v) + g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién 0D,

trong dé D la mién bi chin véi bién tron trong khong gian RY, N > 2,
f(X,7) 14 1é theo 7 v g(X, 7) 1a 6 hang nhiéu ctia phuong trinh.
e Sy ton tai nghiém va khong ton tai nghiém yéu khong tam thuong

ctia phuong trinh elliptic suy bién niia tuyén tinh dang:

—AZ;’ZU = g(X,v) trong mién D),

v=20 trén bién 0D,

v6i D 14 mién bi chan véi bién tron trong khong gian RY va toan ti
2

A 0 dang AR = Ay A, o+ oy (Jof + ") AL 6 day

X = (x,y,z) € RV xRM xRN va N = Ni1+No+Ns3, k; > 0,0 =1,...,4.

e Sy ton tai nghiém yéu va mot s6 tinh chat ctia nghiem yéu doi

v6i hé phuong trinh elliptic suy bién dang:

(
—2 AR + K(X)v = H(X, v,w) véi X € RY,

7\

—2 AW + k(X )w = K(X,v,w) véi X € RY,

v(X),w(X)— 0khi |X|— oo,

\
trong d6 H(.,.,.),XK(.,.,.) 1a cac ham cho trudec

Véi cac van dé md 6 trén, trong luan an nay chiung toi nghién citu
sy ton tai nghiém yéu, khong ton tai nghiém yéu, tinh da nghiém yéu va
mot s6 tinh chat ctia nghiém yéu déi v6i phuong trinh elliptic suy bién

va hé phuong trinh elliptic suy bién.



2. Muc dich nghién citu

Trong Luan an nay ching toi nghién citu sy ton tai nghieém yéu,
khong ton tai nghiém, tinh da nghiém va mot s6 tinh chat nghiem cia
nghiém yéu ddi véi phuong trinh elliptic suy bién trong mién bi chan, va
ddi v6i he phuong trinh elliptic suy bién trong toan khong gian, cuy thé:

Noi dung 1: Nghien cttu sy nhiéu nghiém yéu va mot s6 tinh chat
ctia nghiém yéu doéi véi phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh
dang

—Av = f(X,v) + g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién 0D,
trong d6 I 14 mot mién bi chan c6 chita goc toa do v6i bién tron trong
khong gian RY N > 2, f(X,7) 1418 theo 7 va g(X, 7) la sd hang nhiéu
cua phuong trinh.

Noi dung 2: Nghién citu syt khong ton tai nghiém trong mién hinh
sao va sif ton tai nghiém yéu khong tam thuong ctia phuong trinh elliptic
suy bién ntta tuyén tinh

—Ai;:]]ﬁjv = g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién 0D,
v6i D 14 mién bi chin c6 bién tron trong khong gian RY va RY va toan
2
NN kiks . %y | 12k k k r 1
tit AR o dang AR = At Ay |2 [y (Jaf + |y ) AL 6 day
X = (SU,y,Z) € RV xRN xRN vay N = Ni1+No+Ns3, k; > 0,1=1,....,4.

Noi dung 3: Nghién ctu sy ton tai nghiém yéu va mot s6 tinh chat
ctia nghiém déi v6i heé phuong trinh elliptic suy bién
(

—SQAZ;:ZEU + Kk(X)v = H(X,v,w) trong RY,

9 —62AZ;:ziw + Kk(X)w = K(X,v,w) trong RV,

v(X), w(X)—0 khi |X]|— oo,

\

trong d6 H(.,.,.),XK(.,.,.) 1a cac ham cho trudc.
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3. D6i tuong va pham vi nghién ciu

D6i tuong nghién citu chinh ctia luan an 13 phuong trinh elliptic
suy bién va hé phuong trinh elliptic suy bién. Cu thé, luan an tap trung

vao viéc nghién ctu cac khia canh sau ctia nghiém yéu:
e Su ton tai nghiem.
e Su khong ton tai nghiem.
e Tinh da nghiém.
e Mot s6 tinh chat khac ctia nghiém.

Pham vi nghién ctu ciia luan an dugc chia thanh ba phan chinh, tuong
ing véi ba chuong ndi dung;:

1. Phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh trong mién bi chan:
e Doi tugng: Phuong trinh c6 dang
—Av = f(X,v) +g(X,v) trong mien D,

v=20 trén bién 0D.

e Pham vi: Luan an tap trung nghién citu van dé da nghiém va
mot sb tinh chat ctia nghiem yéu. Mién D dudce xét 1a mot mién

bi chin c6 chita gbc toa do va bién tron trong khong gian RY.
2. Phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh trong mién bi chén:
e Doi tugng: Bai toan bién c6 dang
—A:;:Ziv = g(X,v) trong mién D,

v=0>0 trén bien OD.

e Pham vi: Nghién citu sy ton tai nghiém yéu khong tam thuong
va sy khong ton tai nghiém trong mién hinh sao.
3. Hé phuong trinh elliptic suy bién trong toan khong gian RY:

10



e Doi tugng: Hé phuong trinh dang:

)
—82AZ;:ZzU + k(X)v = H(X,v,w) trong RV,

. —52AZ;:Zzw + k(X)w = K(X, v, w) trong RY,

v(X), w(X)—0 khi |X|— oo.

\
véi dieu kien v(X), w(X) — 0 khi | X| — oo.

e Pham vi: Nghién ciu sy ton tai nghiém yéu vd mot so tinh
chat ctia nghiém, dong thoi danh gid nghiem trong khong gian
Sobolev ¢6 trong tuong ting.

4. Phuong phap nghién cttu va cong cu nghién ctiu

Trong luan an nay ching t6i st dung phuong phap nghién citu ly
thuyét co ban trong linh vyc gidi tich toan hoc, van dung cic cong cu

clia giai tich ham phi tuyén va 1y thuyét khong gian Sobolev:

e Dé nghién cttu sy ton tai nghiém yéu va van dé nhiéu nghiém ciing
nhut mot s6 tinh chat nghiém ctia nghiém yéu déi véi 16p phuong
trinh, he phuong trinh elliptic suy bién, ching toi sit dung céc cong
cu clia giai tich ham phi tuyén va 1y thuyét phuong trinh dao ham
rieng phi tuyén. Cu thé nhu mot s6 dinh 1y vé diém t6i han (Dinh 1y
qua nii, Dinh ly bién dang), Dinh 1§ nhing kiéu Sobolev c6 trong.

e Dé nghién citu su khong ton tai nghiem ching toéi xay dung cac
dong nhat thic kieu Pohozaev tuong ting déi véi toan ti Ai;:i VA
khai théc cau tric hinh hoc clia mién dang xét dé chi ra sy khong

ton tai nghiém khong tam thuong ctia bai toan.

5. Cac két qua dat dudc va y nghia cua dé tai

Cac két qua ctia luan an 1a mdi, c6 ¥ nghia khoa hoc va gép phan

vao hoan thién 1y thuyét ve 16p phuong trinh elliptic suy bién, hé phuong
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trinh elliptic suy bién. Cac két qué ctia luan an dugce cong bod trong 04

bai bao trén cac tap chi chuyén nganh qubc té gom 01 bai SCIE, 02 bai

ESCI v& 01 bai trong tuyen tap ISAAC-ICMAM 2024, cu thé nhu sau:
D6i véi phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh dang:

—Av = f(X,v) + g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién JD,

trong d6 D 14 mot mién bi chan c6 chita goc toa do v6i bién tron trong
khong gian RY, N > 2, f(X,7) 1418 theo 7 va g(X,7) 14 sd hang nhiéu
ctia phuong trinh. Két qua ma ching toi dat dugc trong chuong nay 1a
chi ra dugc 16p ham phi tuyén ¢, f ma bai toan c6 vo s6 nghiem. Hon
nita, phiém ham ning luong clia bai toan tai cac nghiém 14 am va nghiém
dan hoi tu vé 0 trong khong gian c6 trong tuong ting. Két qua da dugc
cong b trong bai béo [1] trong Danh muc cong trinh khoa hoc ctia tac
gid lien quan dén luan an.

D61 véi phuong trinh elliptic suy bién dang:
—AZ;’Zjv = g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién 0D,

trong dé D 1a mién bi chin v6i bién tron trong khong gian RY. Két qua
dat dugc trong chuong nay la chi ra duge ddng nhat thic kiéu Pohozeav
tit d6 chi ra cac truosng hgp ham phi tuyén dé phuong trinh khong c6
nghiém khong tam thuong. Hon nita, st dung phuong phap bién phan
ching t6i da chitng minh dudge mot 16p ham phi tuyén tuong ting ma bai
toan c6 nghiem yéu khong tam thuong. Két qua da duge cong bd trong
bai béo [2] trong Danh muc cong trinh khoa hoc ctia tac gid lien quan
dén luan an.

D6i v6i hée phuong trinh elliptic suy bién dang
(
—82AZ;’ZEU + k(X))o =H(X,v,w) trong RV,

\ —82AZ;:IZiw + k(X)w =XK(X,v,w) trong RV,

v(X), w(X)—0 khi | X| — oo,

\
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trong d6 H(.,.,.),X(.,.,.) 1a cac ham cho truéc. Két qua ma ching toi
dat dugc trong chuong nay 1 chi ra 16p ham phi tuyén tuong ting ma
bai toan c¢6 nghiém yéu khong tam thuong va danh gia nghiém trong
khong gian Sobolev ¢6 trong tuong ting. Két qua da dudc cong bo trong
bai bao [3,4] trong Danh muc c¢ong trinh khoa hoc ctia tac gia lién quan
dén luan an.

Hon nita, cac két qua nay da duge bao céo tai:

e Xémina cua Bo mon Giai tich, Khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc
Su pham Thai Nguyén;

e Hoi thao “Toan hoc va cac nganh lién quan” cua Vién Toan hoc
dugc to chitc tai Truong Dai hoc Hoa Lu thang 4/2023.

6. Cau trac luan an

Ngoai cdc phan md dau, tong quan, két luan, kién nghi, danh muc
cac cong trinh dugc cong bd va danh muc tai lieu tham khéo, luan an
bao gom 4 chuong.

Chuong 1 trinh bay mot s6 kién thiic chuan bi cho cac chuong sau.

Chuong 2 trinh bay két qua nghién ctu tinh da nghiém ctia phuong
trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh dang

—Av = f(X,v) +g(X,v) trong mién D,

v=20 trén bién 0D,
v6i D 14 mot mién bi chin c6 chia goc toa do va bien 0D tron trong
khong gian RY, véi N > 2, f(X,7) 14 1& theo 7 va g(X,7) 1a s6 hang
nhiéu cta phuong trinh.

Chuong 3 trinh bay két qua nghién citu su ton tai va khong ton

tai nghiém ctia bai toan bién elliptic suy bién

—AZ;:ZU = g(X,v) trong mién D,

v=20 trén bién 0D,

13



v6i D 14 mién bi chiin c6 bién tron trong khong gian RY ¢ d6 N > 3 va
todn tit AP o6 dang AR = A4 A [ |y (m’% + |y\k4)2 A,
§day X = (z,y,2) E RM x RM™ x RM vy N = Ny + Ny + N3, k; > 0,0 =
1.4

Chuong 4 trinh bay két quéd nghién cttu sy ton tai va tinh chat
nghiém ctia hé phuong trinh elliptic suy bién

(

—2 AP + K(X)v = H(X, v,w) véi X € RY,

7\

_EQAZ:ZEU’ + k(X)w =K(X,v,w) v6i X € RY,

v(X), w(X)—0 khi |X|— oo,

\

voi H(.,.,.),K(.,.,.) 1a cac ham cho trudc.
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Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay ching to6i trinh bay mot s6 khai niém va két qua
phuc vu cho céc chuong sau, véi cac noi dung cu thé nhu sau: Khai niem
toan tu elliptic suy bién, cac vi du, mot s6 khong gian ham tuong tng
v6i toan ti elliptic suy bién, cac két qua vé phép nhing tuong iing clia

cac khong gian d6 va mot s6 dinh 1y diém t6i han.

1.1. Toan tw elliptic suy bién

Trong muc nay ta trinh bay khai niém toan tit elliptic suy bién va
dua ra hai 16p toan tit elliptic suy bién la todn ti A, duge trinh bay
trong [37] va todn tit A2

Xét toan tu vi phan

=Y fa(X)D",
la|<m
v6i I 14 mién bi chan véi bién tron trong khong gian RY, N € N, N > 2
va X = (21,29, ...,2x5) €D, a = (ay, ..., ) € NV,
9,

lal=a1 +as+ ...+ ay, D= (Dy,...,Dy), D‘j:_z(?T j=1,...,N,
j

ol

D* = DM D, D% = (_i)maalxl 0y’

fa(X) € C(D) la cac ham

tron cho trude.
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Ta dat

£0 = £0MEX W y6i € = (€1, ..., Ex) € RV,

Ham s6 P, &) = > fo(IN)EY duge goi la bidu trung clia toan

a<m

tit P(N, D). Ham s6 P,(a, &) = Y folN)E™ duge goi 1a biéu trung

|al=m

chinh ctia toan tit P(X, D). Khi d6 toan tit P(X, D) dugc goi la elliptic
tai X € D néu véi moi & € RY thoa man P,,(X,€) = 0 khi v chi khi
£—0.

Toan tit P(X, D) duge goi la elliptic tréen mién I néu né elliptic
tal moi X € D.

Ta xét toan tit
2
AR = A Ay [y (Jof + y") A

trong d6 X = (z1,22,....,2x,) € RNy = (y1, 92, ..., yn,) € RN =
Ni+ No+ N3, z = (2172’2,...,2]\/3) S RN3,k1—|—]<32—|—]€3+]€4 >0,k >0,1=
1,...,4. Toan ti c6 biéu trung va biéu trung chinh 1a

k1K
PRy, 28) = = |+ G+ o+ & + G+ + G,
2
2k 2k k k
 (Sremars o+ ) 2™ 1y (Il + lyl™) .

Xét tai diém My(2°, 1%, 2%), néu 2 # 0 va y° # 0 thi fPZiZi(x, y,2,§)
0 khi va chi khi & =0, i = 1,..., Ny + Nz + Nj. Do vay A2 la tosn ti
elliptic tai M,.

Néu 2° = 0 hosic ° = 0 thi ton tai & = (0,...,0,1) # 0 ma
?Z;ii(a:, y,2,€) = 0. Do vay Ai;gi khong 1a toan tit elliptic tai diém co
2% = 0 hoiic ¥ = 0. Khi d6 toan ti AZ;]IZ 13 toan ti elliptic suy bién
trong mién D, trong d6 D 14 mot mién trong khong gian RY ¢6 giao khac
réng véi mit phang = 0 hodc y = 0.

Tiép theo ta sé gidi thieu toan ti A,-Laplace (xem trong [37]) 16p

2
4

nay la tong quat cia toan ti Grushin nhung 16p toan ti A];:;]Z noi trén
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khong thoa man 16p toan tit nay. Xét toan ti

N
L 0 5 O
A7 o ; aZL‘g (’}/g 8@) ’

VOl
v :RY — RY
(x1,...,xn) —> Ye(x1,...,2n) = Y(X)
thoa man 7, la cac ham lién tuc v6i ¢ = 1,2,...,N va v > 0, v6i

¢=1,2,..., N trong RM\X, & d6

N
Y= {X(xl,x2,...,xN) GRN:HwO}.
=1

Hon nita cdc ham 7,(X) thdéa man cac dieu kién sau:

i) Ton tai nhom {ds},., théa man:
05 : RN — RY

(x1,...,xN) +—> (55(x1,...,a7N):(stlxl,...,stNxN),

voi 1 =1t <ty <--- <ty, sao cho v; 1a d-thuan nhat bac t, — 1, tic 1a
véi moi X € R, s > 0 ta co

11) le(X) = 1?7£(X> :Vf(xlax%"wxf—l)? 62277‘]\[7
iii) V6i moi X € RY sao cho v (X) =4, (X*), £=1,2,..., N, véi

X*=(|z1],...,|zn|) néu X = (x1,29,...,2N);
iv) Ton tai hing s6 p > 0 théa man
ngk&gk,w(X) Sp’yg(X),VkE {1,2,...,€—1},V€=2,...,N,

voiméi X € R} = {X = (21,...,2n) €RY 1y > 0,V0=1,2,... N}
Khi d6 toan tit A, la ds;-thuan nhat bac hai, tic la

A ((8,)(X)) = (A,0) (3, (X))
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Ta dinh nghia N 1a s6 chidu thudn nhét cia khong gian RY déi
v6i nhém {ds}s~0, tic 1a

~

N =t +to+ - +in.

1.2. Khong gian Sobolev c6 trong va dinh ly nhing

No6i dung phan nay trinh bay khong gian Sobolev c¢é trong tuong
ing v6i toan tit suy bién.

a) Khong gian Sobolev ¢6 trong trong mién bi chan tuong tng voi
toan tit A,-Laplace va dinh 1y nhing

Gia st D 14 mot mién bi chin c6 chia gboc toa do véi bien tron
trong khong gian RY v6i N > 2. Ta dinh nghia nhu sau
Dinh nghia 1.1. Ta dinh nghia khong gian 82(D) v6i 1 < ¢ < o0
la tap tat ca cdc ham v € LY(D) thoa man 0,0 € LP(D) véi moi
¢(=1,2,... N.

Chuan trong 84(D) duge dinh nghia nhu sau:

N 2
HU”sg(D) = / (Uq + Z %25'xgv|q) dX o .

Néu ¢ = 2 ta dinh nghia tich vo huéng trong 8,%(ID>) nhu sau:

(U, w)S%(D) = (U, w)LQ(]D)) + Z ('7[83;[1}, ’}/ﬁaxzw)LQ(]D)) .
1

N
/=

Trong d6, khong gian 87 ;(D) la bao dong ctia C}(D) trong khong
gian 8(D) va khong gian C3(D) 1a tap cac ham kha vi lién tuc cap mot
va ¢6 gia compact trong ID.

Véiv € 82 (D), ta dat

N 1
Vv i= (7102,0, ¥205,0, - . . , YNOgy¥) 5 | V] 1= (Z W@wm?) g
=1
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Tt Ménh dé 3.2 va Dinh ly 3.3 trong [37], ta c6 dinh 1y nhiing kiéu
Sobolev sau:
Dinh 1y 1.1. Gid st N > 2. Khi dé phép nhing
. L 2N
82 (D) = L* (D), trong do 2 := [

la lien tuc, nghia la ton tai hang so Cy: thoa man

[v]] p) < Cos UHsg,O(D) Vo € 5%,0(@))'

L5 (

N

Hon nita, vdi méi q € [1,2%) ta cé phép nhing 82, (D) —— LI (D) la
compact, ¢ day LY(D) la khong gian Lebesque vdi chuan IRIFZE

b) Khong gian Sobolev ¢6 trong trong mién bi chan tuong tng vdéi

toan tu AZ;ZE—Laplace va dinh 1y nhtung

Ta dat
Nk1>k2
NP2 = Ny Ny (14 K+ o+ by + k) Ny, 2% = — ks
kskg *— *V1 2 1 2 3 4 3 T kiks 2
k37k4

Vi = (Vx, V. |2 [yl (I:clk?’ + |y!’“4> vz) .

Dinh nghia 1.2. Khong gian A?(D) 1a tap tat ca cac ham v € C(D)
ov Ov

théa man ton tai cac dao ham riéng 91 B
Li OYj

2
k1 kz( ks k4>8v
ol lyl* (a1 +11") 523

ov 0*v 0%
0z, 7’ Oy}’

k k k k
2l 1" (o™ + [yI*)

va thac trién lien tuc t6i bien D, trong d6 ¢ =1,...,Ni,j = 1,..., No,
¢=1,...,Ns.

Dinh nghia 1.3. Cho D la mét mién bi chin trong khong gian RY.
khong gian S{(D) véi 1 < ¢ < 400 1a tap tat cd cac ham v € LY(D) thoa
man V,v, Vo, |z|" |y|™ (|ZC|k3 + |y|k4> V.v € L4YD) véi chuan tuong
ung la:
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v
— 19y;

Mwm:{/ow
D

k k k k
waWZWV+M4§j

ot

Néu ¢ = 2 khong gian S?(ID) 1a khong gian Hilbert véi tich vo huéng nhu

Sau:

(v, w)sg(m) = (v, w)L2<D) + (Vav, wa)L2(D) +(Vyo, Vyw)p(m)
+ (Tl ' (I + ™) Ve, lal ™ fyl (jof* + [91*) V.0

Khong gian S{ (D) dinh nghia la bao déng ctia C;(D) trong khong gian
S{(D).

12(D)

Stt dung Bo dé 2 trong [70] va chitng minh tuwong ti nhu Ménh dé
2, Ménh dé 4 trong [70], ta c6 dinh Iy nhtng kiéu Sobolev trong khong

gian c6 trong S{ ((ID) sau:

Dinh 1y 1.2. Gid st D la mot mién bi chan trong khong gian RY cing
vdi bien cia D la tron théa man DN{z =0,y =0} #0 va 1 < ¢ < N.
Khi dé ta co6 phép nhing

k17k2
k3ak4

S1o(D) — LF(D), trong dé 1 <p < Nk,
kaks 4
la lién tuc, tic la ton tai hing s6 duong Cy > 0 thdéa man
[ull Loy < Cq HUHSI;D(D) , Vu € 87 y(D).
Hon niaa, phép nhing

NF1k2
k3 kg

—&

(D) s LR (D)
la compact voi € duong du nho,
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Nhan xét 1.1. Tit Dinh Iy 1.2, ta c6 chuan [lse oy va chuan 1 Wllse
la tuong duong, trong do véi mdi v € Sf (D) ta dinh nghia chuan

H|‘H|Sg}0®) nhu sau:

H\U\Hggo(m) :

Q=

ki 1qka ks ks \
=& [ (Wl 90l bl ol (jof +1o1) " V.007) ax
D

¢) Khong gian Sobolev c6 trong trong toan khong gian tuong ting
véi toan tu AZ;’zj—Laplace va dinh 1y nhing

Ta gia st ham & : RY — R théa méan diéu kién
(B0) x € C(RY,R) va ton tai hiang s6 M > 0 théa man

k(0) = XiélﬂgN k(X)) =0,Vol ({X € RV, k(X) < M}) < oc;

Dinh nghia 1.4. V6i 1 < ¢ < +00, bao déng ctia khong gian C5°(RY)

7y 2
v6i chuan

q
”UHSZ gy (BY) T / <|U|q + ‘Vl,zl ?U >dX ,dX = dedydz.

N

duge ky higu la 57 o (RY).
Khi ¢ = 2 khi d6 tich vo huéng trén khong gian S,%hk%k&kzl(RN)
dugc dinh nghia nhu sau:

(V. 0)57, 0y &) = (0,0 2y + (Vi 20, Vi2w) o).

Ta ky kiéu

Slgl,kg,kg,k4,>\n(X)(RN) =

vE Szl,kg,k3,k4(RN / (‘VZ; I,?U + >\/£(X)112> dX < 400

RN
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v6i #(X) théa man dieu kien (B0), khi d6 khong gian S , | M(X)(]RN)
12 khong gian Hilbert v6i chuan nhu sau:

ki1,k
= V2
oy ok e oy A () (RY) / (’ k3 ,k4
N

2
0]l 2

+ /\K;(X)U2> dX

Do k(X) thoa man dieu kien (B0), nén phép nhing
S£1’k27k37k4’>\ﬂ(X)(RN) — S,?lyk%k&m(RN) la lién tuc. Ching minh tuong
tu nhu Bo dé 2.2 trong [49], ta c6 két qua sau:
Dinh ly 1.3. Gid st x(X) théa man dieu kien (BO). Khi dé ta cé
phép nhing S} . . . M(X)(RN) — LIRN) vdi 2 < q < 2* la lien luc.
Hon m?aﬁi phép nhing Sil’k%kg’km%(x)(RN) s LYRYN) la compact vdi
2<qg< 28,

Dat H = S, 4, kkirncn) RY) X S;
khong gian Hilbert véi chuan

ki,k
o, = | [ ([t
N

v6i méi (v, w) € H.

17k2,k3,]€4,)\f1(X)(RN)7 khi do H la

1
2

2 2
+ A (X)v? + ‘VZ;I]ZU)‘ + )\/i(X)w2> dX |

1.3. Mot sbé két qua ctia 1y thuyét diém t6i han

Muc nay, ta trinh bay mot s6 két qua vé diém t6i han va gia tri
t61 han dé sau nay ap dung trong ching minh su ton tai nghiem va van
dé nhiéu nghiém ctia bai toan Dirichlet d6i véi phuong trinh elliptic suy
bién dugc trich dan trong céac tai lieu [12], [66]. Trudc tién ta nhic lai
khai niém dao ham ctia phiém ham trén khong gian Banach.

Cho F la khong gian Banach phan xa va F* 1 khong gian ddi

ngau cua F .

Dinh nghia 1.5. Cho V' 1a mét tap con mé trong khong gian f . Ta noéi
mot ham ¥ : V — R ¢6 dao ham Gateaux tai diém v € V néu ton tai

g € F* sao cho v6i moi h € F ta ¢6
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lim V(v +th) — W (v) — (g,th)
t—0 t

)

Dao ham Gateaux tai v ctia phiém ham ¥, ky hicu 1a ¥/'(v).

Dinh nghia 1.6. Ta n6i phiém ham ¥ c6 dao ham Fréchet tai v € V
néu ton tai g € F* sao cho

lim V(v + h) —V(v) — (g, h)

= 0.
A0 i

Ta no6i phiém ham ¥ € CY(V,R) néu dao ham Fréchet cia ¥ ton

tai va lién tuc tai moi diem v € V.

Dé thay rang néu ¥ kha vi Fréchet thi ¥ ciing kha vi Gateaux.
Diéu ngugc lai khong phai luon dang, tuy nhién néu dao ham Gateaux
U’ 1a lién tuc thi ¥ ciing khé vi Fréchet.

Khi d6, diem v € F dugc goi la diem t6i han ctia phiém ham W
néu ¥V'(v) = 0. S6 ¢ € R duge goi 1a mot gia tri t6i han ctia phiém ham
U néu ton tai v € F sao cho ¥ (v) = 0 v ¥(v) = c¢. Tiép theo, ta dua
ra khai niem vé diéu kién Palais-Smale ctia phiém ham, diéu kién nay

dugc gidi thiéu béi R. Palais va S.Smale vao nam 1964 (xem [60]).

Dinh nghia 1.7. Cho phiém ham ¥ € C'(F,R). Véi mdi s6 thyc c,
phiém ham ¥ duge goi 1a thdéa man diéu kién Palais-Smale tai miic c,

ky hieu 1a (PS)., néu véi bat ky day {v,}5°, C F thod man

U(v,) = cva |[¥(v,)]

F*—>Okhin—>oo

khi d6 ton tai mot day con {wv,, }32; hoi tu manh trong khong gian f .
Néu ¥ théa man dieu kien (PS). v6i moi ¢ > 0 khi d6 ta noi ¥
théa man dieu kien Palais-Smale.
Tuy nhién, trong khi 4p dung c6 nhiing tinh hudéng phiém ham
khong thod méan diéu kién Palais-Smale, ma van c6 diém t6i han. Khi
do, ta c6 thé thay thé diéu kien Palais-Smale bing mot diéu kién compact

ctia Cerami duge dua ra vao nhitng nam 1970 (xem [12]).
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Dinh nghia 1.8. Cho phiém ham ¥ € C'(F,R). Véi mdi ¢ € R, phiém
ham ¥ duge goi 1a thda man dieu kien (C'). néu v6i moi day {v,}°°, C F

thda man
U(v,) = cva (1+ anHF) H‘I’/(Un)HF — 0 khin — o

thi ton tai mot day con {vy,, }3°, cta day {v,}22; hoi tu manh trong f .
Néu ¥ théa man dieu kien (C). v6i moi ¢ > 0 thi ta néi ¥ thoa

méan dieu kién Cerami.

Khi d6, ta c6 cac phién ban cta Dinh 1y qua nti (Mountain Pass

Theorem).

Dinh 1y 1.4 (Xem trong [66]). Cho F la khong gian Banach thuc va
phieém ham ¥ € CH(F,R) théa man dicu kién (PS). vdi moéi c € R, va

U théa man cdc diéu kién sau: ¥(0) = 0,

(i) ton tai cdac hang sé duong py, T sao cho vdi moi v € F théa man
foll, = po thi W(0) = 7

i) ton tai diém v, € F,llvil|- = po sao cho ¥(vy) < 0.
F

Khi d6 8 := inf max W(0(t)) > 7 la gid tri tdi han cia phiém ham U, &
feo 0<t<1
day

©:={0eC([0;1],F):6(0)=0,0(1) = v1}.

Dinh 1y 1.5 (Xem trong [12]). Gia si F la khong gian Banach thuc va
phiém ham ¥ € CY(F,R) théa man diéu kién (C). vdi méi c € R va J
théa man cac dieu kien W(0) = 0, hon nia

(¢) ton tai hing so p, T > 0 théa man V(u) > T vdi mot ||v||, = p;

(i) ton tai diem vy € F,||vi|| > p théa man U(v;) < 0.

. P — . > N -, . 7, 2 - X N

Khi do ég(g max W (0(t)) > 7 la gia tri toi han cia phiém ham

U, o day

©:=1{0cC([0;1,F):0(0)=0,0(1) = v;}.
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1.4. Mot s6 khéng gian ham va tinh chat

Trong muc nay ta gi6i thiéu hai 16p khong gian ham va mot s

tinh chat clia cac 16p khong gian ham nay.

Dinh nghia 1.9. Gia stt o 13 mot ham do dudc trén D va ¢ 1a sd thuc
duong. Xét anh xa

T, :S; (D) — LIYD)

v —— Oov.

Ta c6 cac dinh nghia sau:

(i) 6, la tap tat ci cdc ham o théa méan T, 1a anh xa lien tuc ti
$%,(D) vao LI(D),

(ii) 45,4 1a tap tat ca cac ham o sao cho T, 1a anh xa compact tit ST (D)
vao L4(D).

Ta sé trinh bay mot s6 tinh chat ctia cac khong gian 65, va #a
viéc ching minh cac tinh chat duge trinh bay mot cach tuong minh
trong [42].

Dinh ly 1.6. Gid st wy € 63, w2 € Gaq, Sa0 cho wy va wy la khong
am, trong dé qi1,q2 € [1,+00), q1 < q2. Dat

q%(m*q; q%(q*tn;
q(q2—q1 q(g2—q1 40 LA N
W= wy Wy vdi bat ki q € (q1,q2)-

Khi do w € (52’q.

Dinh 1y 1.7. Gid st rang w, € Ca,q Va4 w3 la cac ham do dugc tréen' D sao
cho w1 > 0 va |wy| < wi®®, ¢ dé q € [1,2%),t9 € (0,1). Khi d6 wy € .

Tt Dinh 1y 1.7, ta c6 cac két qua sau:

kl,kQ
2qu3J€4

k1,ko k1,ko
2Nk‘37k’4 _q(Nk3,k4 —2

Hé qua 1.1. Cho ¢ € [1,2%), n € <
L/(D). Khi dé 0 € A,

),+oo> va 0 €
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Hé qua 1.2. Cho q € [1,2%), ty trong (0,1) va n € C2. Khi do 0 =
25*7q

ntoﬁ G %,q-
St dung bat dang thitc Holder va Dinh 1y 1.2 ta c6:

Dinh ly 1.8. Cho q € [1,2), w trong s, mot ham h € Li1(D) va g
la ham Carathéodory tu D x R vao R. Gid si rang

|9(X, 7)| < Jw(X)[* 770 + h(X), V(X,7) €D xR
Khi dé Ei(v) € C'(S7 (D), R) va

(E1(v),9) = | 9(X,0(X))p(X)dX

@\

vdi moi ¢ € S (D), trong do

Bi(0) = [ G(X.0(x)ax,

vi G(X,7) = [ F(X, 5)ds.
0
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Chuong 2

Tinh da nghiém cua phuong trinh

elliptic suy bién ni¥a tuyén tinh

Trong chuong nay, ching toi nghién ctu van dé nhiéu nghiem yéu
va mot s6 tinh chat ciia nghiém yéu doi v6i phuong trinh elliptic suy bién
ntta tuyén tinh véi s6 hang phi tuyén va sé hang nhiéu thod méan cac
dieu kién cho trude. Stt dung phuong phap nhiéu ciia Rabinowitz (xem
trong [63]), véi cac diéu kien phu hgp ctia cdc ham phi tuyén, ching toi
da ching minh dugc tinh da nghiém yéu ctia bai toan, hon nita phiém
ham ning lugng tng véi nghiém yéu c6 gia tri am va day nghiém dan
hoi tu ve 0.

No6i dung ctia chuong nay dya trén cac bai bao [1] trong Danh muc

cong trinh khoa hoc clia tac gia lien quan dén luan an.

2.1. Dat bai toan
Trong chuong nay, ching t6i nghién cttu phuong trinh elliptic suy
bién dang
—Av = f(X,v) +g(X,v) trong mién D, (2.1)

v=20 trén bien 0D, (2.2)

v6i D 1a mién bi chén cé chita goc toa do va bien 0D 1a tron trong khong
gian RN, § day f(X,7) = fi(X,7) + fo( X, 7),V(X,7) € D x R trong d6
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fi:DxR —=R,i=1,2vag:DxR — R thuoc khong gian C(D x R, R)
thoa méan cac dieu kién
(F1) Ton tai cac hang s6 C; > 0, 1 < ¢ < 2 sao cho

A(X, 7)< C )T, VX, 7) e D x R; (2.3)

(F2) Ton tai hang s6 1 < p < 2 thda méan

(X, )T — pF (X, 7) <0, v6i moi (X,7) € D x R,
§do Fi(X,7):= fflxs

(F3) Ton tai cdc hang s6 Cy > 0,1 < ¢ <2va2 < g < 27 théa man
FiI(X,7) > Co(|7]" — |7]2), (X, 7) € Dy x R;

4 day Dy la mot tap con mé khong rong trong D,

(F4) Ton tai cac hang s6 C3 > 0 va 2 < g3 < 2 théa man
| fo(X, )] < Cs|7|®", v6i moi (X,7) € D x R;

(F5) Ham f;(X,7) la 1é theo 7 v6i moi X € D tic la v6i moi (X, 7) €

DxRtaco fi( X,7)=—fi(X,—7),i =1,2;
(G) Ton tai cac hang s6 C3 > 0, 2 < § < 2 théa man

9(X,7)| < C3 |7 " W(X,7) e D xR,
va
q N

: 2.4
2—q>9—2 (24)

Mot vi du thod méan céac diéu kién trén nhu sau:

Vi du 2.1. Ta xét D 14 mot mién bi chan chia gdc toa do véi bien
tron trong khong gian R?. Cac ham v;(x1, z2) dude xéc dinh nhu sau:
Yi(z1, 22) = 1,72(21, 22) = |21], khi d6 toan ti& A, c¢6 dang:
0? 0?
A, = + 2=

T 02 T T 0a?
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Xét cac ham

wloo

_1 3
f(xlax%s) - ¢($1,Jf2) ‘Sl ? scos |S‘2 ) g($1,$2,3) = 57,

trong d6 (1, r2) € C(D,R) 1a ham ddi dau trong D. Ta cho:

fizr, 22, 8) = (1, 22) |3‘_% 5,

fo(xy, 22, 8) = (1, x2) |3\_% s (cos \s\% — 1> :
Khi d6 tat ca cac diéu kieén tx (F1) dén (F5) va (G) 1a thoa man trong
do

N=3;2§=6;qzuzq1:g;qzzq:z,:&@:%-

Dinh nghia 2.1. Ham v(X) thudc khong gian S,QY,O(D) duge goi 1a
nghiem yéu clia Bai toan (2.1)-(2.2) néu véi moi ¢ € 82 (D) ta c6
déng thiic sau:

/Vyv-vfygodX—/f(X,v)godX—/g(X,v)cde:O.

Dé chitng minh sut ton tai nghiém yéu ctia bai toan (2.1)-(2.2), ta
st dung phuong phap phap nhiéu ctia Rabinowitz. Trudc hét, ta dinh
nghia phiém ham Euler-Lagrange lien két v6i bai toan (2.1)—(2.2), nhu

/|V7U‘dX/ F(X,v)dX — /GXU

§do F(X,1) = /szdsvaG(X T) = /g(X,s)ds.

0
Do ham f va g thoa méan cac diéu kien (F1), (F4) va (G) nén ap

dung Ménh dé 2.2 trong [49], ta c6 T xac dinh trén khong gian 82 ;(ID)
va T € C'(8 ((D),R), hon nita

(Y'(v), ) = / V.0 VypdX — / F(X,0) pdX — / g (X,v) pdX

D D D

Sau

(2.5)
v6i moi ¢ € 82 (D). Tt Dinh nghia 2.1 va (2.5), ta c6 diém t6i han clia
phiém ham Y 1& nghiém yéu ctia bai toan (2.1)-(2.2).
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2.2. Tinh da nghiém cua phuong trinh elliptic suy
bién ntta tuyén tinh
Trong muc nay, trinh bay két qua chinh va ching minh két qua

chinh ctia chuong. Trudce tién, ta trinh bay dinh 1y vé tinh da nghiém
ctia phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh.

Dinh 1y 2.1. Gid st cic ham f va g théa man cac dieu kién (F1) dén
(F5) va (G). Khi dé bai toan (2.1)—(2.2) c¢6 mot day nghiém yéu {v, }2,

théa man Y (v,) < 0 vdi moin va ||vn|ls2 ) —> 0 khi n — oo.
Dé ching minh Dinh 1§ 2.1, ta xay dung ham cit & thuoc 16p
C*(R,R) nhu sau
k(s) =1, s € (—o0, 1],
0<k(s) <1, se(1,2),

k(s) =0, s € [2,400),

K(s)| <2 seR

Véi méi v € 82 (D), dat

ol o
hicy (0) = k (T“ , (2.7)

trong d6 K 1a mot hang s6 duong nho, khong phu thuoc vao v duge xac
dinh trong (2.14) va (2.53). Khi d6 ta ¢6 danh gia vé ham hg, nhu sau:

Bo6 dé 2.1. Ham hr, dinh nghia bdi (2.7) théa man cic dieu kién
hi, € CH(82 o(D),R) va |(hig, (v),v)| < 8,Vv € & (D).

Chiing minh. That vay, tu (2.7) ta c¢6

L Yo, € 82y(D).  (28)

HUHQZP (D) (v, p)s2 (D
< /I(o(v)790> - 20/ ( K(;O KO -
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Gia st day v, — ug trong 82 ,(ID). T dinh ngha ctia k va (2.8), v6i moi
p € 8 (D), ta co

[ (i, (vn) = R, (v0), )|
2 2
, <||Un|33,0(11)>) (UmSO)sg,o(D) Y <||UO||5370(1D>)> (00790)5370(11)))

=2k

Ky Ky Ky Ky

|\Un||§2 (D)
< 2K " llells ) [ W (T;O [on = vollsz )

1 HUHHE?%O(ID)) 1 HUOHE?%O(ID))
T K| T K, HUOHS%(D) ;

— 0,n — 00. Dodo hg, € C'(82 (D), R).

suy ra || W, (v,) — h/KO(UO)H(sg
T (2.6) va (2.8), ta ¢6

o(D))*

| (R, (v),v)| <8, Yo € 8 (D).
B6 dé dude ching minh. O

Tu dinh nghia ctia ham hg,, ta xay dung mot phiém ham TKO nhu

sau.

T (v /ﬂvﬂqu' /ﬁ (X, v) dX

—Mdmtfgawmx+/aummx, (2.9)

D D
trong d6 F5(X,7) = [ fo(X,s)ds. T Bo dé 2.1suyra Tg, € C'(82 (D), R)
0

va v6i méi v, p € 82 (D), ta co

(T, (v), ) (2.10)

— [ Vo0 VX o) | [ 20 0)edx + [ g (X0 pax
D D

—/f1 (X, v) pdX — (P, (v),¢) /F2(X7U)dX+/G(X,U)dX
D D

D
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Tiép theo, ta ddnh gia T, tai cac diém t6i han, ta c6 bo dé sau.

Bo dé 2.2. Gid si f va g théa man cic dieu kien (F1), (F2), (F4), (G)

va v la diém tdi han cia Yg,. Khi do

¥ p—2 2
Tro(0) < P ol o) (2.1)

Chimg minh. Gia st v 1a diém t6i han clia Tg,, khi d6 ta xét hai truong
hop clia HUHE%(D) so v6i Ky nhu sau:

Truong hop 1. Néu ||v\|§370®) > 2Kj. Tt dinh nghia cta k, ta c6
hi,(v) = 0 va by (v) = 0. Két hop dieu kien (F1) va (2.10), ta c6

Tio(v) = Ty (0) = (T, (0),v)

L ol 07 [ (X 0po = pF(X o)X (212)
D

vlls2 o) » dol<pu<2va fi(X,v)v—pFi(X,v) <0.

Truong hop 2. Néu ||vls: ) < 2Ko. Tit Pinh 1y 1.1, B dé 2.1,
cac dieu kien (F2), (F4) va (G), ta c6

— — 1 ==
T, (v) = Ti,(v) — o (T, (v), 0) (2.13)
p—2, 9 M+9 9 o
S [vlls2 ) + . ——Cs [|v]| Ty Cy|lvll Loy
p—2 9 M+9 p+9 6
< 5 llsz oy + =G0 0153 ) + == CaCi Il oy

Do g3 > 2,q4 > 2, ta chon K dit nh6 théa man néu ||UH§2O(D) <
7,

E0esC ol )+ 208 0l
2 —
<2l ol (21)
Tu (2.12) va (2.14), ta ¢6 diéu phai ching minh. O
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Tiép theo, ta xay dung ham cat y € C*°(R,R) nhu sau:

0v) == x (Ilolls? o) Tro(0)) . Vo € 82 D)\ {0}, (2.15)

hue, (0)(v) $G<X, v)dX, Vo e 82,(D)\{0},

D(v) = (2.16)

0, v =0,
va

- 1
T(v) ;:§/va|2d)<—/F1 (X,v)dX
D D

— hye, (v) / Fy (X,v)dX — ¢ (v),Vv € 8 o(D). (2.17)

Tu (F1), (F4) va (G), ta 6 £(v) € C'(8% 4(D)\{0},R). Hon nita, v6i méi
v e 8 HD)\{0} va p € 8 (D), ta co

() 0) =X (Il ) Trs @) ) ol o
. _
X (HUHQO(D) <TKO(U)7 ©) — 2Tk, (v)(v, 90)8370(D)> . (218)

Tt dinh nghia ctia phiém ham v va céc gid thiét clia cac ham f

va g, ta c6 danh gia sau:

Bo dé 2.3. Gid st f va g théa man (F1), (F2), (F4), (G). Khi doé
€ CH(8%(D), R) va

(@' (v),0)| < 89CUCY vllg2 ) - Vv € 87(D). (2.19)
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Chiing mianh. Xét tai v = 0 v6i méi v € 82 o(ID), tix (2.7), (2.16) va (G),

ta co

(/(0). )] = tim | P12 W’)| < Calim "™ [ 1o00)"ax =0,
D

Véi v € 8 ,(ID)\{0} va véi mbi ¢ € 82 ;(D), tix (2.8), (2.16), (2.18)

(0(0),9) = (i (00 9)0(0) [ GOGLOAX 4l (0)(€0)2) [ GOX o)X

D D

+hg,(v)l(v) /g(X, v)pdX. (2.20)

Tiép theo, ta ching minh ¢ € C'(82 ((D),R). That vay, gia si
{vn};2; la mot day bat ky trong khong gian 82 ;(D) sao cho v, — v
trong 82 ;(ID). Khi d6 ta xét 2 trudng hop ctia vy nhu sau:

Truong hop 1. Néu vy # 0, tit Bo dé 2.1, (2.18) va (G), ta c6

V' (vy) — ¢’ (vg) khi n — oco.

Truong hop 2. Néu vy = 0. Khong mat tinh téng quat, gid si
|\vn|\§370(m < K, tit (2.6), (2.7) ta c6 hg,(v,) = 1 va b (v,) = 0, suy ra

(W (0a), 0) = (€ (0), ) / G(X,0,)dX

D

+€(vn)/g(X, vp)pd X, (2.21)

Mit khac, tur (2.18) ta ¢6

(' (vy), ©) / G(X,v,)dX =X (Hvl\gfom) TKo(vn)) lvallsz, o)
D

/

(T 0,9 [ GOE )X =20 ([0l 0 Tt (o)) oo
D
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T (00) (00 9)st 01 [ GX, )X,
D
Tit dinh nghia ctia ham y, Dinh 1y 1.1, B dé 2.3 va (G), ta c6

— ~ — =/
¥ (1052 ) Tra0) ) onlls? ) Ty (00), ) / G(X, v,)dX

D
~ 0—-2
< G| T en)] g Wl Ienllimy s (2:22)
20 (10152, 0 Toown)) el o) T ()0, 9,01 [ X)X
D
0—
< Cs HUHHS%’;(D) HQDHS?%O(]D)) ; (2.23)
0—
b(wn) [ 9(X,0)edX| < Cr [l ol - (2.24)

D
trong d6 C; > 0,7 = 5,6,7. Do hg,(v,) = 1, h (v,) = 0 va v, — 0, khi
n — oo, két hop véi Dinh 1y 1.1, ta ¢

— 0, khi n — oo, (2.25)

(82 0(D))"
Tir (2.21) - (2.25), khi n — oo ta ¢6

19 (vn) = ¥ (0) (52 (o))

= sup <€’(vn),go>/G(X, vn)dX+€(vn)/g(X,vn)gde — 0,
||<PHS%70(D)§1 D D

nen ham ¢/ Ia lien tuc, tiic la ¢ € C1(82 (D), R).

Tiép theo, ta chitng minh bat dang thitc (2.19). That vay, néu
ol ) > 2Ko hosic v = 0 khi d6 tir (2.6), B6 dé 2.1 v (2.20), ta cd
(¢'(v),v) = 0. Ngugc lai, néu Hv||§3)0(D) < 2Ky va v # 0, ching minh
tuong tu nhu danh gia (2.13), ta c6

— p— 2 w+9
Tieo(0) =17 (T (), 0)| <2 Al ol o) + —=CHC 0l

p+9 6
+ C4Cy [llsz o) - (2.26)
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T (2.14) va (2.26), ta ¢

/

(T, (0),0)] < st (314 ol o) + [ Tio@)]) . (2:27)

Tu dinh nghia ctia x ta ¢6 néu ||v\|g%%0(m) Tk, (v) ¢ [4,4] thi ¢'(v) = 0.

Ngudc lai, néu

thi
Tro(v)] < 14| HU||§370(D)- (2.28)

Két hop véi (2.18), (2.27), (2.28) va Dinh Iy 1.1, ta c6

ki, (v)(€'(v),v) /G(:{:,vn)dx < 80C,C} HUngO(D). (2.29)
D

T Dinh Iy 1.1, B dé 2.1 va (2.6), (2.15) ta ¢6

(Wi, (v), v)e(u) / G(X,v)dX + hg,(v){(v) / g(X,v)vdX
<90,y Hvl\ﬁ,gp(m . (2.30)

Két hop (2.20), (2.29) va (2.30) ta c6 danh gia (2.19). Do vay Bo dé 2.3
duge chiing minh. ]

Tu Bo dé 2.1 va Bo dé 2.3, ta c6 cac khang dinh sau vé phiém ham
T nhu sau:

Bo dé 2.4. Gid st f va g théa man (F1), (F2), (F4), (F5) va (G). Khi

do ta co

(K1) Phiém ham Y duge dinh nghia bdi (2.17) thugc lop ham C* (82 4(D), R)
va ton tai hang s6 duong Cg khong phu thuoc vao ham u théa man

~ ~

T(v) T(—v)‘ < Gy ‘T(v) e 82 (D). (2.31)
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(K2) Y khong cé diém tdi han cimg vdi gi tri tdi han duong trén 8%,0(]1))
va Ko = {0}, trong dé Ko := {v € 82 ((D) : T(v) =0, (v) = 0}.

Chimg minh. Tl cac Bo dé 2.1, Bo dé 2.3 va cac diéu kien (F1), (F4)
suyra T € C(82 y(D),R) va v6i moi v, € 82 (D) ta co

(T'0)e) = [ Vo TupdX = [ £ (X.0) 00X — b 0)
D D

D

< [ (60 9dX =t (o)) [ Fa(X,0)dX - (0) ). (232
D
Dé chiing minh bat dang thic (2.31), ta xét hai trudng hop clia
HvHég’O(D) nhu sau:
Truong hop 1. Néu HUHEE/,O(]D)) > 2K, hoac HUHS_;,()(D) Tk, (v) > 4,
béi dinh nghia clia k va x ta c6 ¥(v) = 0. Két hop véi (F5) va (2.17)
bat dang thiic (2.31) duge chitng minh.
Truong hop 2. Néu HUHE?Y’O(]D)) < 2K va ||v\|5_%270®) Tk, (v) < 4 suy

Tra

- 4
Tr(o)] = 2 ol o) (233)

Tit (G), (2.7), (2.14), (2.15) va (2.33), ta c6

‘T(v)] > [T, (v)] — 2 /G(X, v)dX
Al )

2 0 0 2
> [Ivllsz ) = 2C4C vllsz ) = Collvllsz o)

suy ra

=}

‘T(v)

2 0
> Cho HUHS%(D) : (2.34)

Tit (F5), (Q), (2.7) va (2.15), ta 6

~ ~

T() ~T(-v)| <2 / G(X,0)dX | <20,C0 ol o) (2.35)

D
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Két hop (2.34) va (2.35) ta c6 dénh gid (2.31).

Tiép theo, ta ching minh (K2) bang phuong phap phéan chiing.
Néu v 1a diém t6i han ctia T v6i T(vg) > 0, tit (F1), (F4) va (G) ta c6
vg # 0. Ta xét hai truong hgp cta vy nhu sau:

Truong hop 1. Néu HUOHE’%.O(D) > 2K thi

hig, (Vo) = R, (vo) = ¥'(vo) = 0.
Tir (F2), (2.17) va (2.32), ta c6

osTw@=Tmﬁ—5?wmm>

_9 1
- Mzu—/|v7vo‘2dX+;/(fl(X7U0)U0_MF1(X,UO))dX<07
D

D
diéu nay 14 mau thuan.
Truong hop 2. Néu ||v|lg ) < 2K khi d6 tir Dinh 1y 1.1,
B6 dé 2.1 va cac didu kien (2.3), (2.14), (2.17), (2.32), ta ¢6

osfwwzfmﬂ—g?w@m>
1

—2 9 +u+9 p+ 89

011, 110

< 2 [volls2 ) CsCg lvollsz iy + p CaCy [lvollsz ()
p—2 2

< m HUOHSQ’O(]D)) <0,

diéu nay 1a mau thuan. Do d6 T khong c6 diém t6i han cliing véi gia tri
t6i han duong trén 82 (D).

Ta chitng minh Xy = {0}. Tt cac gia thiét ctia f va g ta c6 0 € K.
Néu vy # 0 va vy € Ky, danh gia tuong ty nhu truong hop 1 va 2 ta c6
mau thudn, nén Ky = {0}. Do vay bd dé dugc chitng minh. O

Tiép theo, ta kiém tra didu kien Palais-Smale ctia phiém ham YT

qua bo deé sau:

B6 dé 2.5. Gid st f va g théa man cic dieu kien (F1), (F4), (G). Khi

dé phiém ham T théa mén diéu kién Palais-Smale.
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Chitng minh. Dé ching minh phiém ham Y théa man diéu kien Palais-

Smale, trudc tién ta chiing minh phiém ham T la bi chan dudi. That vay,

tit dinh nghia ctia h, dicu kien (F1) va Dinh 1y 1.1, néu vz ) > 2K
v

thi

~ 1

T(0) 2 5 ol ) = Cu [0l - (2.36)
Do 1 < ¢ < 2 va danh gia (2.35) ta c6

Y (v) = +oo khi olls2 oy — +oo. (2.37)

Tiép theo, ta ching minh T(v) théa man diéu kien Palais-Smale. Gia
sit day {v,};2; 1a mot day trong khong gian 82 ;(ID) thoa méan dieu kien
Palais-Smale, tic 1a day {T(v,)}nen 12 bi chin va

~

Y'(v,) — 0 khi n — +oo.

Tu (2.37) ta c6 {v,}52; 1a bi chin trong khong gian 82 (D). Do do,
khong mat tinh tong quat, gia st
v, — v trong 83’0(]]))) khi n — oo
v, — vo h.kn trong D khi n — oo (2.38)
v, — v trong LP(D) khi n — oo, ¢ day p € [1,27).

Tu cac gia thiét (F1), (F4), (G) va (2.38), ta c¢6

/fi(X, Un) (Vv — v9)dX — 0 khin — o0,i =1,2, (2.39)
D
/g(X, vp) (v, — v9)dX — 0 khi n — oo. (2.40)
D

T (2.38), ta c6
lim (Y (vp), v — vo)| = 0. (2.41)

n—oo

Ta xét hai truong hop cta day {v,}>2 ;.
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Truong hop 1. Néu HUan2 ) > 2K hodc v, = 0, khi d6 tu (2.6),
(2.7), (2.14), (2.16), ta c6

higy(vn) = 0, Wi, (vn) = 0,9 (vn) = 0.
T (2.32), ta co

(X" (vn) = L' (v0), 00 — v0) = llow — o2

Truong hop 2. Néu anHézo(D) < 2K, hoac v, # 0, tit (2.32), ta c¢6

(X' (0n), v — v0) = |lvm — UOH?%}O(D) + /VWO -V (v, —vo)dX

— / f1 (X, v,) (v, —vo)d X — hg,(vy,) /f2 (z,v,) (v, — v9)dX
D

D

—( 'Ko(vn), Un — Vo) /Fg (X, v,)dX — (V' (vn), v, — o).  (2.43)

Tit (F4), (2.6), (2.8) va Dinh Iy 1.1, ta c6

{ }{O(Un%vn—?fo)/Fz (X, v,)dX

2
o) <|Un|5?wo(m>)> (Vn, vy — UO)SZ;’O(D)

1572 2
07 (v = w0ll3 ) + (0,00 = w0)sz ) - (2:44)

Mat khac, tur (2.20), ta c6

(4 (00, v — v0) = (R (Un), U — 0} / G(X,v,)d

< C3Cq, HU”HE%,O(ID))

<2

+ h, (v) (E( n — U /G (X, v,)d
D

+ hr,(v,)l /g (X, vp) (v, — vg)d X (2.45)
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Hon nita, tir (G), (2.8), (2.15) va Dinh 1y 1.1, ta ¢6

(Wi, (vn), vy /G (X, v,)dX
D
< 2% 0K, (an — U()H82 ) + (vo,0n — UO)S%’O(D)) : (2.46)
Tt dinh nghia cta x, (G), (2.8) va (2.18) ta c6

b (0 {€ 0), 00 = 0} [ G0 = b (0 (om0 T (00)
D

4 2 I~
X anHsg,o(D) < “Un‘|8,2y70(1[))) (Tk, (Un); v — o)

— 27 i, (V) (Vg vy — U())Sg,o(D)> /G(X, vp)dX. (2.47)
D

T (2.10), ta co

(T/KO(vn), vy — V) = /Vvvn -V (v, — vo)dX

— / f1 (X, v,) (v, — vo)d X — hg,(v,) (/fg (X, vp) (v, — v9)dX
D D
— (I, (vn), vn

+ /g (X, vp) (v, — UO)dX> — 1)
. ( / Fy (X, 0,) dX + / G (X, 0,)dX | . (2.48)

Do (F4), (G), (2.44), (2.46) va (2.48), ta ¢6

+ < /KO(Un)aUn_UO>/F2 (X,Un)dX

+ |( ’Ko(vn),vn—v())/G(X,vn)dX + 0,(1)
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< (14 C) o = w3z o) + 0n(1), (2.49)

trong d6 o,(1) — 0 khi n — oo va

0+4

012 CQ?’K 2 + 272 C4C@K 2

Khi d6

-2 ~ —2 =~/
ity @)X (1onls2 ) Tro(on) ) Noalls? ) Ty (00); 0 = w0)

X/G(X,vn)dX‘

D

AT e 0K, 2(1+012)an—voHsg )+ 0a(1).  (2.50)

— ~ 4 —
Iy (vn) X <\|van§0(D) Tk, (Un)) HUHHS?()(D) 27 iy (0n) (U, Un — UO)Si’O(D)

0—

X/G(X,vn)dX < 2 UK, Jlow — vl ) + 0ulD)

D
(2.51)
T (2.45), (2.46), (2.50) va (2.51), ta ¢
(3" (), vn — vo)| < Cr [lon — UO”;ao(D) + on(1), (2.52)

trong do

0+4 o—

F AT CICK, (14 ).

0+4

0—2
Cis =27 CCIK,? +2%

Do g3 > 2 va 0 > 2, chon Kj 1a mot héng s6 duong du nhé sao cho

¢I3

1
S CyCB K, Oy < > (2.53)

Tir (2.43), (2.44), (2.52) va (2.53), ta c6

~

(Y (v, 0n — U0>‘ > <1 — 2 OO K, T — 013> lon = vollsz )

1 2
+ On(l) > 5 H’Un — ’UOHSiO(D) + On(l) (254)

Do (2.41) va (2.53) ta ¢6 v, — vg khi n — oo. Do vay Bo dé 2.5 dugc
chiing minh. ]
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Xét bai toan
—A,v=Av trong mién D,
(2.55)
v=20 trén bién 0D,

tit Ménh dé 3.1 trong [15,34], ta c6 toan tit A,— Laplace c6 mot day pho
roi rac {\, }22; tuong tng véi cAc ham rieng {e,}>°; truc chuan théa
man

D<A <A< A3 <A, < ’nlggoA" = +00 va Heangp(D) =L
Dat V,, = span{e;;i < n} trong 82 ;(D) va V,; la phan b tryc giao clia
V, trong 82 (D).

Bo6 dé 2.6. Ton tai mot day truc chuin {¢,}>°, C CF(D) théa man
supp ¢, C Do, n € N, trong dé Dy la tap md khong rong dugc xdc dinh
trong (F3).

Chiing minh. Tt (F3), ton tai X, € Dy va & > 0 thoa man
B(Xo,éo) = {X € RN . |X—X0’ < (5()} C ]D)(). ChQIl mét déy téng

{r,}5° sao cho

0 .
O<r1<r2<---<rn<---,rn—>zo, khi n — oo.

O, := B(Xo,Tn+1)\E(X0,Tn), n € N.
Gia su X,, € O, va chon p, > 0 théa man
B(Xo, pn) C O, n € N. (2.56)

Ta xét ham ¢y nhu sau:

exP-1 khi |X| <1,
wo(X) = (2.57)
0 khi |X]|>1.

%@y=m(X_X0,neN (2.58)



Tit (2.57) va (2.58), ta c6
dp € C(D), neN.

Hon nita, tit (2.56)-(2.58) ta ¢ supp ¢, C O, C Dy. Khi dé gia cta ¢,
1a roi nhau, tic la day {¢,};2; 1a doc lap tuyén tinh trong 82 ;(ID). Béng
phuong phap Gram-Schmidt, Ta xay dyng dugec mot day trie chuan (ky
hieu {¢,}p2,) trong 82 ;(D) théa man supp ¢, C Dy v6i moi n € N, []

Tt day {¢,}°°, trong Bo dé 2.6, ta dinh nghia;
W, :=span{¢; : i < n}, B, = {U W, : ||UH53_0(1D>) < 1} ;
S" = {U cW,: H”‘)Hsg,o(m) = 1} ;

va

St = {U =w—+tdyi1 HUHS%(D) =1l,webB,0<t< 1};

An

{vecE,s,m):vnk},
{veom 8oy e, (2:59)

Iy

Sn

a, = inf max Y(¥(v)), B, = inf max T((v)), n € N. (2.60)

e, veST el yesn+!

V6i mbi 6 > 0, dit
e ::{¢ €T, T(()) < an + 6,0 € sz“}, (2.61)
B,(6) := inf max T(¥(v)). (2.62)

Yer,(6) vestH!

Tu (2.59) - (2.62), ta c6 o, < B, < B,(d),n € N. Tiép theo, ta danh gia

cac gia tri a,, va £,(0).

Bo6 dé 2.7. Gid si f va g théa man (F1), (F3), (F4), (G). Khi dé vdi

moin €N ta cé o, < 0.
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Chitng minh. Do khong gian W,, 1a hitu han chiéu, nén tit cac gia thiét
(F3), (F4), (G), v6i méi v € W, ta ¢

. 1., .o
T(v) < 5 HUHSE/,O(]D)) + Cu HUHg%,O(D)
0
+ Cis [[0]1% ) + Crs 0l ) — Cor 01 -

Suy ra, ton tai hiing s6 £(n) > 0 vd k(n) > 0 thoa man T(kv) < —&,v €
S™. Ta chon p(v) = ku,v € S, khi do6 tit (2.60), ta c6 a,, < 0. O
Bo6 dé 2.8. Gid st f va g théa man (F1), (F3), (F4), (G). Khi dé, vdi
moin € N vad >0, ta cd 5,(9) <O.

Chaing minh. Tt (2.61) va (2.62), ¢c6 dinh n € N, 0 < § < ¢, ta ¢
[,(0) C Tn(d") va B,(0) > B,(d"). Khi d6, ta can chiing minh 3,(6) < 0
véi moéi § € (0,]a,|). That vay, véi mdi 6 € (0, |a,]), tir (2.60), ton tai
Yy € A, théa man max T(o(u)) < o, + g. Do y(S™) 1a tap compact

veES"

trong 82 ((ID), nén ton tai sb nguyeén duong ny théa man

max Y((P,, o to)(u)) < ap + 6 (2.63)

vES™
trong d6 P, 1a toan tit chiéu tryc giao tit 82 ((D) vao V.
V6i méi ¢ € R, ta dinh nghia
T¢ = {v € Sio(]D)) T (v) < c} :

Chon £ = —225 > 0. T (F1), (F4), (G) va (2.17), ton tai hing sb
duong po théa man néu v € B(0, py) thi T(v) < & trong d6 B(Xy, p) la
hinh cau mé tam X, ban kinh p trong khong gian vy trong 83,0(]1])) VA
B(Xy, p) 1a tap déng ctia B(Xy, p) trong 82 o(D). Tir (2.17) va T(0) =0
suy ra dist(0, T~F) > 0. Dt

ph = min{ py, dist(0, T75)},

khi d6 pj > 0. Ap dung B dé bién dang (Dinh Iy 1.3 trong [6]) khi d6 ton
tai hang s6 € € (0,€) va anh xa lien tuc € C([0,1] x 82 ((D), 82 ((D))

thoa man

n(1,v) = v khi T(v) ¢ [z, 3], (2.64)
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va
n(1, T\B(0, ph)) < T~ (2.65)

trong d6 B(0, p)) 1a lan can cua XK.

T (2.59), ta c6 P,, o ¢y € C(S",V,,). Do W, la khong gian
metric cing v6i chuan ||-||s (o) va S" la tap déng trong Wy,1, theo dinh
Iy mS rong Dugundji (Dinh 1y 4.1 trong [23]), ton tai 4nh xa

P,ovy W,y — V.,
hon ntta

(P 0 00)Wai) € co (P, 010)S"), (2.66)

trong d6 co 1a bao 16i ctia tap. Do (P, o 1y)S" 1a tap compact trong V,,,
tit dinh nghia ctia bao 161 ta ¢6 co ((Py, © ¥0)S") 1a tap bi chin trong V,,, .
Khi d6 ton tai hang s6 v thoéa man

~

T(u) <wv, veco((Pyot)S").

T (2.66), ta co

~

T ((Pmo)v) <, Yo € Wy, (2.67)

xét hai truong hgp ctia v nhu sau:
Truong hop 1. v < e. Do P, oty € C(W,41,V,,), tit (2.67), ta c6

(P, o to)u C T

ng?

NS Wn+1, (268)

trong do Yio .= {v € V,,, : T(v) < e}. Ta dinh nghia anh xa © nhu sau:

v, v ¢ B(0,ph) NV,
O(v) := 2 N S (2.69)
vt (08 = 10l o)) enpsrs v € BLO, ) N Vi,
Hién nhién, ta c6 © € O(V,,,, V,,11) v
(@ o (Pm())) vN B0, py) =0, veW,. (2.70)
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Néu v € W, va H (Pno o ¢0> v
8

0> ph, khi d6 tir (2.68) va (2.69),

7,0
ta co
(@ 0 (Pm())) v = (Pmo) veTs (2.71)
Neuge lai, néu v € W,,, va H (Pmo) 1}”82 ) < P 1Y (2:69) ta c6
7,0
oo (Froin))o|. =i
H ( Yo 2,0 0
Tt dinh nghia ctia pf va (2.71), ta c6
(@ o (Pmo)) veETE, Yo e W, (2.72)
Dinh nghia anh xa
Ony 1 Wyi1 — 87 4(ID)
ur— O, (u) =n <1, (@ o (Pm0)> v) : (2.73)
Ta can ching minh ©,, € T',(d) va max T(@no(v)) < 0. That vay, hién
vesSyHt
nhién ta c6 O, € C(S1, 82 ((D)). Tiép theo ta Oy, o € Aj. Tt Dinh
Iy mé rong Dugundji, ta co
(Pmo) v = (P, oto)v, Vv €S (2.74)

Tt (2.63) suy ra (P, ovg)v € T2 v € S". Tit Dinh nghia clia ph VA
T2 CT %, taco

[[(Pry © 20) UHsg,O(D) > py, Vv € S". (2.75)
Tir (2.69), (2.74) va (2.75), ta c6
(00 (P o)) v =0 (Pay0t)v) = (P 0 tn) v, W0 € 8. (2.76)

Do (P,, o) v € T7% Vo € S, két hop (2.63), (2.64), (2.73) va (2.76),

ta co
Op(v) =7 (1, (@ o (Pm())) u) = (P, 0otp)v, Yo eS",  (2.77)
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nén @0

. € A,. Hon nita, tit (2.61), (2.63) va (2.77), ta c6 Oy € I',(9).
Do S" C V.1, tit (2.70) va (2.72), v6i moi v € S"™! ta c6

(@o (Pno og/m)) v B(0,pp) =0 va (@o (Pno o¢0)> ve T

Tt (2.65) va (2.73), ta ¢6 max T (0,,(v)) < —e < 0 nén G,(d) < 0.

n+1
uesSY

Truong hop 2. v > e. Ching minh tuong tu nhu Bo dé 2.3 va
B6 dé 2.5, taco T| € CY(V,,,R) va théa man diéu kien Palais-Smale.

no

Hon ntta, T khong c6 diém t6i han cung v6i gia tri t6i han duong

n0o

trén V,, . T dinh 1y khoang khong t6i han (Dinh 1y 5.1.6 trong [13]), ta
c6 T° 1a su rat lai bién dang manh (strong deformation retraction) cta
T;O. Vi vay ton tai anh xa o théa man o € C’(Tzo, T;O) va o(v) = v, if

v E T;O Ta dinh nghia anh xa tit ¥ : V,,;; — 82 (D) nhu sau:

U()i=o (1, (@ o (Pno > %)) (-)> .

Ly luan tuong tuy nhu Truong hgp 1, ta c6 ¥ € TI,(5) va
max T(U(u)) < —e < 0 nén SB,(8) < 0. Do vay B dé 2.8 dude ching

n+1
ueSY

minh. L]

Bo6 dé 2.9. Gid st f va g théa man (F1), (F3), (F4), (G). Khi do, ton
tai hang so duong Ciy khong phu thudc vao n sao cho vdi moin di ldon,
ta co

o, > —Cynie-a, (2.78)

Ching minh. V6i mdi ¢ € A,(n > 2) va 0 ¢ ¥(S™), thi gidng cla tap
genus J((S")) la xac dinh va Jd((S") > HS") = n. Tu
Ménh dé 7.8 trong [63] suy ra 9(S*) N Vi, # (. Ngude lai, néu
0 € ¢(S") thi 0 € (S*)NV:L . Neén véi mdi v € A,(n > 2) luon
c6 ©(S")NVL | #0. Do d6, véi mdi ¢ € A,(n > 2), ta co

~

max Y(¢(v)) > inf T(v). (2.79)

1
veSn veVE |
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Tit (F1), (F4), (G), (2.14) va (2.17), v6i moi v € 82,4(D) ta c6

- 1
T(0) 2 5 ol o) = Cis ol — ) [ Fo(X,0)dX = v(0)
D
1
> ol o) — Cis ol (2.80)
Hon nita, do v € V& |, suy ra
[0l 29y < A7 ol oy 2.:81)

Két hop (2.60), (2.79), (2.80) va (2.81), v6i mdi n > 2, ta c6

s>0

1 =g —
o, > Inf <182 — Cis\i Sq) = —Cm)w%fq, (282)

trong d6 Cjg 1& hang s6 duong khong phu thuoc vao n va \,. Tt Dinh
Iy 1.2 trong [14] (hodc xem trong [15]), ta c6

2
An > Cnw. (2.83)
Két hop (2.82) va (2.83) ta c6 diéu phéi chiing minh. O
Bé dé 2.10. Gid st 8, = a,, vdi moi n > ny, trong dé ny € N. Khi dé
ton tai s6 nguyén duong n, théa man
|| > Cisn™7, n>ny, (2.84)
d dé Cig la hang so duong khong phu thudc vao n.
Chiing minh. V6i mdi n > ng va € € (0, |ay,|), tit (2.60) suy ra ton tai

anh xa v, € I';, thoéa man

max T (1o(v)) < fn+ € = ap + £ (2.85)

UGS"'H

Tir S"H = ST U (=S"), ta c6 ham s6 1)y c6 thé thac trién lien tuc
dén S"™! va no 1a ham 1é, ta van ky hieu 1a 1o, khi d6 ¥y € A,4q. T
(2.60), ta c6

Q1 < max T(ihy(v)) = T(to(wp)) (2.86)

vesSntl
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v6i up € S"HL. Néu uy € S, két hop véi cac didu kien (2.31), (2.85) va
(2.86), ta c6

0
Api1 < ap + €+ Cs o 11]2 . (2.87)

Nguge lai, néu vy € —S"H, két hgp véi (2.31) va (2.85), ta c6

[CIES

T(wo(v0)) < T(wo(—v0)) + G [ T(o(w0))

N

gan+g+04T@Mm» (2.88)

Ta xét hai trudng hop ctia T (¢g(vp)) nhu sau:
Truong hop 1. T(vo(vo)) < |omyn], tit (2.86) va (2.87), ta c6

[
Opt1 < Qp + €+ C8 |Oén—|-1|2 : (289)

Truong hop 2. Y(1ho(vg)) > |ani1]. Do (2.85), ton tai v; € S

théa man
T (to(v1)) < an 4+ € < 0. (2.90)

Mt khac, do Yoy € C (S**1 R) va S"*! 1a khong gian lien thong cliing
v6i chuan 1a H'Hsgo(m)) , ap dung dinh ly gi4 tri trung binh, ta c6 ton tai
vy € S thoa man T (¢o(vs)) = % T (2.85) suy ra vy € —S"™1. Do
(2.31) va (2.85), ta c6

T(wo(v2)) < T(Wo(—v2)) + Cs [T(Wo(w2))|

[4
2

9

<, + Cs | T(eo(v2))

do vay
Qi1 < an + &+ Cg |ania]? - (2.91)
Tit B6 dé 2.7, (2.87), (2.89) va (2.91) ta c6

9
| < |agai| + Cs laps1|2, n > ng. (2.92)
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Ta chitng minh bat dang thic (2.84) bang phuong phap quy nap. That
vay, voi kg, k1 1 cac hing s6 duong va k; phu thuoc vao kg, khi dé véi
moi ¢ € [0, k1], ta c6 bat dang thiic sau

kot
1+t)fo>1+ % (2.93)

Dat ko := 2(0 — 2)~1. Tu (2.93) khi d6 ton tai ng € N, sao cho véi moi

n > ng ta co

(1+%)922 > 1+m. (2.94)

Clg = 1min {n1 |Oén1‘ s <m> } s (295)

& day ny = max{ng, no}.
T (2.95), ta c6

Dinh nghia

2

‘Oén1| Z C’lgnff". (296)
Nén (2.84) dang véi ny.
Gid st (2.84) dtung v6i n > ny. Ta can ching minh (2.84) dung vdi
n + 1. Ta chitng minh khang dinh bing phan ching, gia st (2.84) 1a sai
v6i n + 1, tic la

|par| < Crg(n +1)79. (2.97)

Do (2.84) diang véi n, nén tur (2.31), (2.92) va (2.97), ta c¢6
Crsn? " < || < Jnsr| +Cs [ana?
<Cis(1+ )77 + CsCL(1 +n)7s.  (2.98)
Chia ¢4 hai vé ciia (2.98) cho Cig(n 4 1)77, sau d6 két hop véi (2.95),

ta co

1\ 72 o2 ] 6—2 1] 1
(1—1—5) <1+080182n—+1<1—|—0801825§1+m,
dieu nay 1a mau thuan véi (2.94). Do d6, theo phuong phap quy nap ta
c6 (2.84) la ding. Nen B6 dé 2.10 duge chiing minh. O
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Bo6 dé 2.11. Gid st 3, > ay,. Khi dé vdi méi § € (0,8, — o), Bu(6)
dinh nghia boi (2.61) la gid tri tdi han cia T.

Chitng minh. St dung Bo dé bién dang trong [6], Iy luan tuong tit nhu
Bo dé 1.57 trong [63], ta c6 diéu phai chiing minh. ]

Bay gio st dung cac bd dé trén ta ching minh két qua chinh cia
chuong nay.

Tit (2.4) va cac Bo dé 2.7, Bo dé 2.9 va Bo dé 2.10, v6i n dua l6n
ta ¢6 [, > a, nén ta chon mot day {n;}?°,; C N théa man g, > ay,.
Tt cac Bo dé 2.8, Bo deé 2.9 va Bo dé 2.11, ton tai mot day cac diém t6i
han {v,, }°°, ciia T thoa man

—Cun ™ < ap, < By < B (01) = Tluy,) <0, (2.99)

trong do oy, € (0, By, — au,)- Hién nhien vn, 7 0,k € N. Khi do ta xét
hai truong hop cta day {v,, }72,; nhu sau:
Truong hop 1. ank‘|c2320(]]]))) > 2Ky, Tu (2.6), (2.7) va (2.20) suy ra

hi,(vs,) =0, h’KO(vnk) =0 and ¢'(v,,) = 0.
Tit (F2), (2.9) va (2.32), ta c6

TKO (Unk) - TKO(UW) - ILL71<:IV‘/(UM), Unk>

2 _
=24 HUMHS%(D)) + / (1" f1(X v ) on, — Fi(X, vp,)) dX
D

2
<A “Unk’|53,0(11)>)) : (2.100)

Truong hop 2. ||Unk|‘§20(]D))) < 2K,. Tu cac Bo dé 2.1, Bo dé 2.3,
cac dieu kien (F2), (F4), (G) (2.9) va (2.32) ta c¢6

= 1
TKO(UW) < 9 ankH;g,o(D)) _/FI(X7 Unk)dX
D

( 9 0
+C3C§§ ank|‘§%70(ﬂ))) + CyCy ||UnkH8§’O(D))
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va
<:f/(’l}nk)7vnk> > ankHéi’o(D)) - /f1(X, Unk)vnkdX
D

o
— 9C3CE anng%O(D )~ 89C,CY [0 lls2 ) -

)
Khi d6

Tty (0n) = Treo(0n) = 1 (F (W) 0n) < 24 o 12, )

p+9 1+ 89

0
4 5T . C4Cg\|vnk”sgyo(m))

q

030333 HUnk:HS%)O([D)
2

< Allvnlsz oy - (2.101)

Do vay, tut (2.15), (2.100) ho#c (2.101), ta ¢6 £(v,,) = 0 and (v, ) = 0.
Nén

~

T(tn) = Trltn) < Allon s 0 < 0.
T (2.99), ta c6

2 .
H/UnkHS?YO(]D))) — 0 khi £ — oo.

Nén ton tai ky € N sao cho ]|Unk|\§20(D)) < Ky v6i moi k > ky. Tu (2.7)
va (2.20) suy ra

hicy(Vn,) = 1, B, (vn,) = 0 v6i moi k > k.

Két hop (2.20), (2.32) va (2.56), véi k di 16n, ta ¢6 v, 1a nghiem yéu
ctia bai toan (2.1)—(2.2). Do vay Dinh 1y 2.1 dugc chiing minh.

KET LUAN CHUONG 2

Trong chuong nay, chung t6i nghién citu tinh da nghiém ctia phuong
trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh chia todn tit A,, v6i mot 16p céc
ham phi tuyén tuong tng. Tac gid da xay dung dudc mot 16p ham phi
tuyén khong thuoc 16p ham trong [50,51,63] tuong ting véi toan ti A.,.
Ching to6i st dung phuong phap nhiéu va phuong phap cit chiing minh
dugc phuong trinh c6 mot day nghiém c6 phiém ham ning lugng am va

dan hoi tu ve 0.
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Chuong 3

Su ton tai va khong ton tai nghiem

ciia bai toan bién elliptic suy bién

Trong chuong nay, ching t6i nghién ctu sy khong ton tai nghiém
trong mién hinh sao va su ton tai nghiém yéu khong tam thuong cia

phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh dang:

—AZZU = g(X,v) trong mién D, (3.1)
v=20 trén bien 0D, (3.2)

trong dé D 1a mieén bi chin chita goc toa do va bién tron trong khong

gian RY v6i N > 3 va toan tit AIZ;],Z ¢6 dang
2
ky ks 2% | 12k k: k
AR = A+ Ay + [a™ [y (2 +[y")" A,

voi X = (x,y,2) € RMXRM xRM va N = Ny +No+ N3, k; > 0,1...,4.

Noi dung chinh ctia chuong nay 1a xay dung dong nhat thic kiéu
Pohozeav cho bai toan, tit d6 chi ra truong hop ham phi tuyén dé phuong
trinh khong c6 nghiém khong tam thuong. Hon nita, st dung phuong
phap bién phan va céc dinh Iy vé diém t6i han ta chi ra su ton tai
nghiém yéu khong tam thuong ing véi mot 16p ham phi tuyén.

Noi dung ciia chuong gom hai phan

- Phan tht nhat: Trinh bay két qua su khong ton tai nghiém co
dién khong tam thuong.

o4



- Phan thit hai: Trinh bay két qué su ton tai nghiém yéu khong
tam thuong.
Noi dung ctia chuong nay duge viét dya vao cong trinh [2] trong

Danh muc cac cong trinh clia tac gia lien quan dén luan an.

3.1. Su khong ton tai nghiém khéng tam thudng

Trong muc nay, ching toi xay dung dong nhat thic kiéu Pohozeav
tit d6 chi ra 16p ham phi tuyén dé bai toan (3.1)-(3.2) chf c6 nghiem tam
thuong v = 0 trong mién hinh sao. Ta dua ra dinh nghia nghiém co dién

cua bai toan nhu sau:

Dinh nghia 3.1. Ham v(X) dugc goi 1 nghiém co dién ctia bai toan
(3.1)-(3.2) néu v(X) € A%(D) va thda man cac phuong trinh ctia bai toan
(3.1)-(3.2), tuc la
—AZ;:ZU = g(X,v) trong mién D,
v=20 trén bién 0D,
Khi dé ta c6 dong nhat thic kiéu Pohozeav.

Dinh 1y 3.1. Gid st g(X,t) = g(t) va v(X) € A’(D) la nghiem ciia bai
todan (3.1)-(3.2). Khi dé ta co

NFvke 9 1 AN 2
/ (N;ff;j;’ffG(v) - %g(v@ X = / vk (5) ds.

D oD
(3.3)
trong do v = (Vu,, "+ Vg, Vo't 0 s Vyngs Vars *** 5 Vay, ) 10 véc o phap
tuyén don vi ngoai trén bién ciua D va
2
ey ks 2k | |2k k 3
e D L DA e e 1 e (A T A
Dy = (@) + (g, ) + (L b+ ko o+ by + k) (2,02)
N1 N2 N3 P
(@) = Y wi () = Y () = Y2, ) = [ gl
i=1 j=1 =1 q
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val? = Z vl s Iy |* = Z il |2 = Z wel?, dX = dadydz.
Chitng minh. V6i ty,ty 1a cac s6 thuce, ap dung cong thitc Green, ta c6

(t1+t2+1)/G(v)dX
D
__ / (tl(ﬂ%vxv) L b Vy) |, (2 V)
Nl N2 N3

flv)dX
/ )

D

2
[A U+ A v+ ‘ |2k1 | |2]€2 <‘[E‘k3 + ‘y‘k4) AZU] dX. (34)

Hon ntta, ta co

t1(z, V,v) (N = 2) / )
/ Nl AdeX — 2N1 |V$U‘ dX
D D

ti(z,V, :

[T bl e (jf + ) A
N

D

b 2 /O 2
o [l 2y (Jol + yl™) (5 ) ds

~ 2N, >
oD
t 2
22 [ b (o ) a0
1

26



ta(y, Vyv) R / 5 (OV\ 2
/ N, AyvdX = o, (y, vy)|va] <31/) ds
D oD

t
+ 52 / V,v)2dX,
D

tg(@/, Vyv) o (NQ — 2)t2 / 2
/ N, AyjpdX = o, V,v]°dX
D D

tQ Ov\ 2 9
N, (y’Vy)<@) |vy|“ds,

oD

" 2

/ BT o e ([ + ) Avax
Ny

D

£ kip 2k K k)2 OV 2
sl L Pl + 1yl™) (5 ) ds

B 2N2 ov
oD
t 2
b o (Nt 2y 2) [ [ ol (ol +101) V070X,
2
D

(Z,VZU) - 1/ 2
/ N, AvdX = 5 |V, v]7dX
D D

1 ovN2Z
+2—NS/(,2,VZ)(5) v[2ds,

oD

(z,V,v) 1/ 5
A odX = = X
/ N, yud 5 |V, ul*d
D D

1 ovN2
+2—Ng/(z, Vz)(a) vy |“ds,
o

2
/ (Z)]Z)zv) ’x|2k1 |y|2k2 (’x’kg + ’y‘k4) AZ'UdX
D

1 2 r0v\2
= o [Pl ™ (o) (51) ds
7))
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N3 —2 2
20 [l (ol + 191") 900X,
IN;

D

Ta chon
N1 . N2

= ,lo = )
Ng(k1+/€2—|—k3—|—]€4—|—1) 2 Ng(k1+l€2+k3—|—k‘4—|—l>
khi d6 vé phai ciia (3.4) tré thanh

t

~

N —2
2N3(]€1+k2+k?3—|—]€4—|—1)

2
< {10l Tl ol 2 (ol ) 19

D
1 ot o ~ker (30)2
VRl (207, 3.5
YA [ S S S / Vi des Vs i \ gy, ) @ (3:5)
oD
Do v = 0 trén 0D nén ta co
ov ov o, .,
V,v = an, Vv = Vyg, V.v = VZ% G trén bién cua D.
Suy ra
/g(v)vdX =/{|V$U‘2—|— IV, v]?
D D
P
P P (jel + ) 1902 ax. (36)
T (3.4),(3.5) va (3.6) ta c6 (3.3) dugce chiing minh., O

Dinh nghia 3.2. Mién D dugdc goi 1a AZ;Z— hinh sao tai goc toa do
néu goc toa do O € D va bat dang thic 5:;,]3 > ( diang v6i moi diem

trén bién cua D.

Stt dung Dinh 1y 3.1, ta dua ra mot s6 trudng hop riéng ctia ham
g ma bai toan (3.1)-(3.2) chf ¢6 nghiém tam thuong, cu thé nhu sau

Hé qua 3.1. Gid st g(X,7) = g(7) va D la AZ;]IZ— hinh sao tai goc toa
do va
kika 9

NeG(r) — —k3’k§ g(T)T <0 (3.7)
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vdi moi T # 0. Khi dé bai todn (3.1)-(3.2) khong cé nghiém khong tam
thuong v € A*>(D). Hon nita, néu (3.7) la ding vdi 7 > 0 khi dé bai todn
(3.1)-(3.2) khong c6 nghiém duwong khong tam thuong v € A*(D).

Hé qua 3.2. Gid st D la AIZ;IZ— hinh sao tai goc toa do va

g(X,7) =M+ |7[' T vdi A <0, p> m
k3,k4

Khi dé bai toan (3.1)-(3.2) chi c6 nghiém tam thuong v = 0.

3.2. Su ton tai nghiém yéu khéng tam thudng

Trong muc nay, chiing t6i xay dung mot 16p ham phi tuyén ma bai
toan (3.1)-(3.2) c¢6 nghiém yéu khong tam thuong. Ta gia st 16p ham phi

tuyen thoa méan cac dieu kién sau:

(H1) g : D x R — R la mot ham Carathéodory théa man ton tai
q € (2, N:;,ff), w € Hs, va cac hing s6 duong Cy sao cho

9(X, 7)| < |w(X)7T|" 7+ Cy V(X,7) € D x R;

(H2) Ton tai C' € [0,+00) va h € LY(D) sao cho |g(X,7)| < h(X) véi
moi X € D va |7| < C;

k1,ko

(H3) Ton tai mot ham khong am k trong L®(D),qs > —3* sao cho
(X) < 257 v6i méi (X,7) € D x R;

(H4) ¢g(X,0) =0 v6i moéi X € D va gidi han

X N
1imM = 0 deu theo X € D
£—0 T

>

g(

(H5) lim 9X7) 7) = 400 h.k.n trong D

T—+o00 T

— +o00 hoac lim
T——00

T

(H6) XD tang khi 7 > C' va gidm khi 7 < —C v6i moi X € D.

T

Trudce tién, ta dua ra khai niem nghiém yéu ctia bai toan.
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Dinh nghia 3.3. Ham v thudc khong gian S%’O(ID)) duge goi la nghieém
yéu cia bai toan (3.1)-(3.2) néu véi moi ¢ € S7y(D) ta c6 dong nhat
thiic sau

/ Vil Vil od X — / g (X, v(X)) p(X)dX = 0.

D
Dinh 1y 3.2. Gid si g théa man cdic dieu kien (H1)-(H6). Khi dé bas
todn (3.1)-(3.2) cé mot nghiém yéu khong tam thuong.

Dé chiing minh su ton tai nghiém yéu ctia bai toan, ta st dung

phuong phap bién phan. Ta xét phiém ham nang lugng ctia bai toan
dX—/G(X,v(X))dX.

(3.1)-(3.2) nhu sau:
/ ’Vkl w2y 2
D

Tu Dinh li 1.8 va g théa man (H1) ta c6 T xéc dinh trén S7((ID) hon
nita T € C'(S7 (D), R) va véi moi ¢ € S (D) ta co

(T'0). ) = [ Vit VikedX - [ (X 0(0)edX,
D D
Tu dinh nghia nghiém yéu ctia bai toan (3.1)-(3.2), ta ¢6 nghiém yéu ctia
bai toan (3.1)-(3.2) 1a diém t6i han ctia phiém ham ning lugng Y. Do
vay, dé chitng minh Dinh 1y 3.2, ta chiing minh phiém ham T c¢6 diém
t6i han. Ta kiém tra phiém ham Y thoéa méan cac diéu kién ctia Dinh Iy

1.5. Trude tién ta di kiém tra diéu kien (i) trong Dinh 1y 1.5.
B6 dé 3.1. Gid st rang f théa man cac diéu kien (H1) va (H4). Khi do
ton tai cdac hang so6 duong p, o sao cho
T(0) 2 0. Vo € S2(D), [vlst ) =
Chiing minh. Dé chiing minh bo dé nay, ta st dung phuong phap phan

chiing. V6i moi s6 tu nhién n, ta gia st

. 1
inf {T(v) 10 € St (D), [vllsz ) = —} < 0.

n
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Khi d6 ton tai mot day {v, },;2] sao cho

1 . 1
anHS?/’O(D) — E va T(vn) <=3

n3’
Do doé
1 Y, 1 [ G(X,00(X
L, T 1[G
o llunllg ) 2 onllss o
suy ra
G(X, vp(X 11
/ ( ’Z( Dax>1_1 (3.8)
HUHHS%O(D) 2 n

Tu (H4) v6i moi € > 0, khi d6 ton tai 6 > 0 thdéa man

IG(X,7)| < er? véi |7] < 4. (3.9)
T (H1) ta ¢
1
1
Tt (3.9), (3.10), Dinh 1y 1.1 va 4p dung bat dang thitc Hélder, ta c6

IG(X,7)| < = |wX)| 2 7|2 4 C6) |7|" véi |1] > 6. (3.10)

/G(X, v (X ))dX
D
1
<z [ln(OPax + — [uop ju (" dx
D N D
+C(9) / v (X)|"dX < e HUTLH%Q(]D) + C(0) [|vnl %ql(]D))
D

a1
q

1 1
+ — /|<JJ(X)vn(X)|q1 dX /|vn(X)|q1 dX
q1
D D

a1

q1
2
<eC5 vallsz oy + qjl lonllgs oy + COCE lvnllgs ) -

Do do6
G(X,v,(X :
/ ( - X)) x| =5 0 khi 1 — 4o,
S enllss o)
diéu nay mau thuan véi (3.8). Nen Bo dé 3.1 duge chitng minh. O
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Tiép theo, ta kiém tra diéu kien (ii) ctia Dinh 1y 1.5.

Bo6 dé 3.2. Gid st f théa man cdc diéu kién (H3) va (H5) vdi p xdc dinh
trong Bo dé 8.1. Khi do ton tai ham vy trong khong gian Sio(]D))\B(O, p)
sao cho Y(uy) < 0.

Chatng minh. Tru6e hét ta xét truong hop

X
im 257 (3.11)

T—4+00 T

Chon v € St 4(D) sao cho [vllsz ) = 1,v > 0 va |Jv]|z2@p) # 0. Khi d6,
v6i bat ki hang s6 R > 0, ta ¢

T(Mv) = M; - / G(X, Mu(X))dX.

D

Tu (3.11), ton tai mot s6 R > 0 sao cho g(X,7) > —F— véi 7 > R.

|| ‘ L2(]D))

Hon nita, tit (H3) ta c6

R
2
G(X,7) > /k(X)TdT = k(X)% v6i 0 <7 <R,
0

T

G(X,T) /Rg(X, s)d3+/g(X, s)ds
0

R
R? 272 2R?

> k(X)=— + —7— — ——— véir >R
2 HUHL2(D) HUHL2(D)

Khi 0 < Mv < Rtren DY :={X € D: [o(X)| < £} ta c6
M

/ G(X, Mv(X))dX

D
:/G(X,MU(X))dXJr / F(X, Mv(X))dX
y D\D',
2M?v?(X) 2R?

> / == DX + R2/k(X)dX — = Vol(D).
0172 J [01172(m)

SO
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Tt Dinh If cia Lebesgue ton tai mot s6 M sao cho

Do vay, néu M > M, thi

2 2
/ G(X, Mv(X))dX > M* + R? / k(X)dX — #VOI(ID))
||UHL2(D)
D
Do dé, néu
2R?
M > max { 2 —Rz/k(X)dX—FTVOl(D),MO
||UHL2(]D>)
thi 2 2
2
T(Mv) < —RQ/k(X)dX + 5 Vol(D) — — < 0.
HUHLZ(D) 2

D
Do vay, T théa man diéu kién (ii) trong Dinh 1y 1.5. Trong truong hop

X
lim 9 7)

T——00 T

:—'—QO

ching minh tuong tu ta ¢6 Y théa man diéu kien (ii) trong Dinh 1y 1.5.
Nén bo dé dude chitng minh. O

Bo dé 3.3. Gid si g théa man cic dieu kien (H2) va (H6). Khi do ton
tai mot s6 thue duong C3 sao cho vdi moi X € D, |s| < || ta c6

g(X,s)s —2G(X,s) < g(X, )t —2G(X,t) + C3h(X).
Chaing minh. T (H6) va Bo dé 2.3 trong [38], v6i mdi X € D ta c6
T g(X,T)T = 2G(X, 7).

tang v6i 7 > C va giam khi 7 < —C. Do vay, v6i moi X € D,
C<s<ttaco

g(X,s)s —2G(X,s) < g(X,t)t —2G(X,1).
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Cho (X)eDvarte|[-C,C|. Tu (H2) ta c6

9(X, )] < B(X),|G(X, )| < / B(X)dr < Ch(X).

0

Nenvéimoiz e Dval0<s<t<C(C,tacod

9(X,5)s—2G(X, s)
< g(X,t)t —2G(X,t) +6Ch(X),
9(X, s)s—2G(X, s)
< g(X,0)C —2G(X,C) + 6Ch(X)
< g(X,t)t — 2G(X,t) + 6Ch(X).

Do vay bd dé ding khi 0 < s < t. Tuong tu ta c6 dude diéu phai chitng
minh néu ¢t < s < 0. Nén Bo dé 3.3 dudc chitng minh. ]

Ta kiém tra diéu kien (C). ctia phiém ham 7.

Bo6 dé 3.4. Gid st g théa man cac diéu kien (H1)-(H3), (H5) va (H6).
Khi d6 T théa man diéu kién (C). vdi moi c € R.

Chiing minh. Gia sit {v,}25 1a mot day con ciia khong gian S7 j(ID) thoa
man diéu kien (C). véi ¢ bat k¥, tic la

T(v,) = ¢ khin — 400 va

dim (1 lonllszy ) 1T @)l oy =0 (312)
Nén
, 1
i [ (JaX o)) - 600 () ) ax
D
. 1,
= nl—l>rfoo (T(vn) — §<T (vn), Un>> =c. (3.13)

Stt dung phuong phap phan chiing ta di chiing minh day {v,}> la bi
chan trong khong gian S3 ;(D). Gia sit day {v,},;>] khong bi chin trong
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khong gian S7 (D). Khi d6 khong mat tinh tong quét gia st lvnllse ) >

1 va
anHS%O(D) — +o00 khi n — +o00. (3.14)
Dat
Un
Wy = —,
”UnHSiO(D)

khi d6 [|wnllg> ) = 1, do vay ton tai day con cla day wj, la hoi tu yéu
trong khong gian Si ;(D). Khong mat tinh tong quét, gia sit day {w, },2]
hoi tu yéu t6i w in S%O(JD)). Do mién D 1a bi chin, nén theo Dinh 1y 1.1
ta co

w, — w trong LY(D) khi n — 400, & day ¢ € [1,2%),

w, — w hkn trong D khi n — 4oc0. (3.15)
Bay gio, ta xét hai truong hgp ctia w 1a w = 0 hoac w # 0.

Truong hop 1: Néuw = 0, khi d6 véi bat kin € N ton tai k, € [0, 1]

sao cho
Y (k,v,) = max{Y(tv,) : t € [0,1]}. (3.16)
C6 dinh mot s6 nguyen duong m va dit 1, = (4m)"2w,, khi dé ta c6

Y, — 0 trong S%’O(D) khi n — +o0,

Y, — 0hkn trong D khi n — 400, (3.17)
Y, — 0 trong LY(D) khin — 400, & day ¢ € [1,2%),
wi, — 0trong LT*(D) khin — 4o0.

Tit (H1) va ap dung bat dang thiic Holder, ta c6
[ et xax
D

< [ R (OR.OI 8, (X)|4X + G [ [pa(X)] X
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q1—1 1
q1 a1

< / (X ) (X) [ dX / 4 (X)]® dX

D

D

+Co/|¢n(X)\dX. (3.18)
Tit (3.17) va (3.18), ta c6

/G(X, Y, (X))dX | — 0 khi n — +o0,

do do

lim [ G(X,¢,(X))dX =0.

n—-+00
D

. . 1/2 —1 - X . Z ~ e .
Khi ngrfoo(élm) HU”HS%O(ID)) = 0, ton tai sO nguyén N, sao cho v6i moi

n > N, ta co

Y (hyvy) > Y (i) = 2m — / G(X, (X)X > m.

nghia la, lim T(kznvn) = +o00. Néen Y(0) = 0 va lim Y(v,) = ¢, suy

n—+0oo
ra voi k, E ,1) van da I6n ta c6

/ Vi (kavn)[PdX — / (X, kpvn (X)) kpvn (X)dX

d
- <T/(knvn)> knvn> - kn_

Y (tv,) = 0.
P (ton)

t=k,

Khi do6, tit Bo dé 3.3 suy ra
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1
/ (jVZ;:iiknvnF — G(X, knvn(X))) dX — C3||hHL1(ID))
D

T(knvn) CthHLl — +00,

mau thuan véi (3.13).

Truong hop 2: Néu ¢ # 0, khi d6 do do Lebesgue clia tap
© = {(X) € D : ¢(X) # 0} 1a duong va nl—l>rfoo|U”(X>‘ = +00 V6i
moi (X) € ©. Tu diéu kien (H5) suy ra

9(X,v,(X))

on(X) — +o0 khi n — +o00. (3.19)

Tu (3.15) va Dinh 1y 4.9 trong [11], ton tai ham s6 ¢y € LP(D) sao cho
i | < 4pp. Tt diéu kien (H3), v6i moi

X eD,7€(0,1) taco

9(X, 70,(X)) Tloa(X)[*

T (X) anﬂéio(]@)

> Th(X)g(X).

do 6, khi kg € LY(D) (khi k € L=(D) v6i mot s6 ¢o > ). Tir (3.19),
(A3) suy ra Y(v,) — c. Hon nita do ¢ = 0 trén D\O, ap dung Bo dé
Fatou tong quat hoa, ta co

2 2 2 ) 2

n—+00 anugio(]@ n—+00 anHSio(D)

1

zliminf//g (X, T”” ) (X dr dX
T, (X

n——+0o00
0

1

(X,
:hminf//g Tvn T\wn(X)FdeX

n—-+0o00
0

//hmmfg (X, 7on (X)) 7| (X)) dr dX = +oo0,

n—+00 TUp X)

diéu nay 1a mau thuén. Do d6, day {v,},>] 14 bi chan trong khong gian
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S% (D). Do d6 (bang cach chuyén qua mot day con néu can thiét) gia st

v, — v yéu trong ST (D) khi n — 400,
v, — v hkmntrong D khin — +oo0, (3.20)
v, — v trong LP(D) khi n — 400, ¢ day p € [1,5*)

wv, — wov trong L(D) khi n — 400,

Do dé6 tue (H1) ta ¢
L/meAXD@MX%—MXD¢¥

< C@/WAX»—MXH¢¥

D

4—/waxwwmmumxwaxw*dx

a1

< Collvn—vllpm + /WAX%ﬂmanX
D

q1—1
q1

x / WX (X)) dx | (3.21)
D

T (3.20) ta c6

/ FOX, 1m(X)) (0n(X) — 0(X))dX — 0 khi 1 — +o0.

Do do6
[ (o600 = g%, o)
D

< (0n(X) — v(X))dX — 0 khin — +00.  (3.22)

Tu lim Y'(v,) =0 va (3.20) ta ¢

n——+00

(Y'(v,) — T (v), v, — v) = 0 khi n — +o00. (3.23)
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T (3.22) va (3.23), ta ¢6

/ ke, — Vil dX 5 0 khin oo

Do d6, ta két luan rang v, — v manh trong S? (D). Do vay Bo dé 3.4
dugc ching minh. ]

St dung cac bo dé trén ta chiing minh Dinh 1y 3.2.

Chitng minh. Tt cac Bo dé 3.1, Bo dé 3.2 va Bo dé 3.4, ta co tat ca cac
diéu kién trong Dinh 1y 1.5 duge théa man. Do vay bai toan (3.1)-(3.2)
c6 mot nghiem yéu khong tam thuong. O

3.3. Vidu

Trong muc nay, ching toi dua ra vi du vé 16p ham phi tuyén théa
man cac diéu kién ctia Dinh 1y 3.2. Ta xét toan ti sau:
32 2 2

8 0
+ e +lllel (Ve + Vimd) 2.

trong mién D = {X = (21, 72,73) € R? : 23 + 23 + 2% < 1}. Khi d6 ta c6
1 ~
N=3Ni=52=%q=3a=%a=3
Xét cac ham
1
wo(X) = (27 + 25+ 23) ™ cos (2025\/$% + 23 + x%) :

n(X) = (1—af —af —af) =,

1
Do = 233 __ — 30 < 40 nén wy € L*(D). Do do,
e )
?’? 2'2
theo Hé qua 1.1, ta ¢6 wy € 5 3. Hon nita ta c6 n € 629,00 € a3 suy
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ra p € Ja3. Mat khac ta cling c6 a khong kha tich trong . Ta xét cac

ham sau:
wl(X) = p(X),\V/X € D,
2(1 —|7]) néu|r| <1,

0 néu |7| € R\ [-1,1],
)
0 néu 7] <1,

e1(T) =9 7(|7| = D) In(1 4 |7]) néu |7] € (1,2],

\Tln(l + |7]) néu |7| > 2,

9(X,7) = Wi (X)po(7) + wi(X)ei(1),¥(X,7) € D x R.
Cho w = |wo| + wy, € =1, h(X) = (22 + 23 + 23) ™, k(X) = —h(X)
v6i moi X € D. Ta c¢o

N2

I pol—
I pol—

)

he L'D),ke L2 (D),w € Hs.

Do d6 g théa man cac diéu kien (H1)-(H5). Ta ¢6

9({7 T) _ WX (7] = D) In(L + |7)), V7 € [=2,2]\ [~1, 1]
9(93 7) = (X)) In(1 + |7|), V7 € R\ [-2,2].

Do d6 g théa man (H6). Do vay ham ¢ théa man cac dieu kién trong
Dinh 1y 3.2. Hon nita w? 1a khong kha tich trén I va ham ¢ ma ta xay
dung khong thoa man diéu kien (AR).
KET LUAN CHUONG 3
Trong chuong nay, ching t6i nghién cttu phuong trinh elliptic suy
bién nita tuyén tinh dang:
—Ai;:iiv = g(X,v) trong D,
v=20 trén JD.

Cac két qua dat ducc cia Chuong 3 nhu sau: Thit nhat, xay dung ducc
dong nhat thitc kiéu Pohozeav cho phuong trinh trén, tit d6 chi ra truong
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hop ham phi tuyén dé phuong trinh khong c6 nghiém khong tam thuong.
Thit hai, chiing minh duge sy ton tai nghiém khong tam thudng véi mot
16p ham phi tuyén tong quat (Dinh 1y 3.2). Toan tit trong chuong 3 1a
toan t1 elliptic suy bién lan dau tién nhom tac gid dua vao nghién ctu.
Hon nita, 16p ham phi tuyén ma nhém tac gid xay dung khong nam trong
16p cac ham phi tuyén da dugce nghién citu ddi v6i phuong trinh elliptic
suy bién trong [3,37,48].
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Chuong 4

Su ton tai va tinh chat nghiém cuaa

hé phuong trinh elliptic suy bién

Trong chuong nay, ching to6i nghién cttu syt ton tai nghiem yéu va

mot s6 tinh chat nghiém ciia hé phuong trinh elliptic suy bién dang:

)
AN+ K(X)v = H(X, v,w), X € RY,

§ —e2AP P + K(X)w = K(X,v,w), X € RY,

v(X), w(X)—0 khi |X]|— oo,

\
trong do H(.,.,.),XK(.,.,.) 1a cac ham cho truéc. Van dung phuong phap
bién phan ta da chiing minh dudc mot 16p ham phi tuyén tuong tng ma
bai toan c6 nghiém yéu khong tam thuong va danh gia nghiém trong
khong gian Sobolev c6 trong tuong tng.

Noi dung ciia chuong gom hai phan

- Phan thit nhat: Trinh bay két qué su ton tai nghiém va tinh da
nghiém ctia hé phuong trinh elliptic suy bién véi ham phi tuyén c6 tang
trudng t6i han.

- Phan thit hai: Trinh bay két qua sy ton tai nghiém ctia hé phuong
trinh elliptic suy bién v6i ham phi tuyén c6 tang trudng dudi t6i han.

Noi dung ctia chuong nay dugc viét dya vao cong trinh [3,4] trong

Danh muc céc cong trinh ciia tac gid lien quan dén luan an.
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4.1. Su ton tai nghiém va tinh da nghiém cta hé
phuong trinh elliptic suy bién véi ham phi tuyén
c6 tang trudng t&i han

Trong muc nay ta nghién citu sy ton tai va tinh da nghiém cta hée
phuong trinh sau:
—2 ARy 4 k(X ) = W(X) 20+ Hy (X, v,0), X € RY,
—62AZ;:Zzw + k(X)w = h(X)]w[ﬁ*_2w + Hy(X,v,w), X € RY, (4.1)
v(X), w(X)—0 khi|X]|— oo,
trong d6 x(X), h(X) vd H(X,v,w) thda man cac dicu kién
(B0O) x € C(RY,R) va ton tai hing s6 M > 0 thdéa man

x(0) :XE%NK(X) =0: Vol ({X e RY,k(X) < M}) < o0;

(G0) h(X) € C(RY,R), 0 < inf h(X) < sup h(X) < oo;
XeRN XeRN

(K1) H € CYRY x R x R,R) théa man H (X, s,t) = o(|s| + [t]),
Hy(X,s,t) = of|s| + |t|) déu v6i X € RN khi |s| + [t| — 0;

(K2) Tbn tai cac hing s6 Cy > 0 va ¢ € (2,2*) sao cho
|Ho(X,5,8)] < Co(1+]s[" "+ ("),
‘Ht(Xa Svt)‘ < 50(1 + ‘S‘q_l + ‘t|q_1);
(K3) Ton tai cic hing sb CL>0,q1,q0>2vVap € (2,2*) sao cho véi moi
(X,s,t) € RY x R?, ta c6
|H(X,s,t)] > Cy(|s|™ + [¢]2) va
0 < puH(X,s,t) < Hy(X,s,t)s + H (X, s, t)t.
(K4) Hy(X,—s,t) = —Hy(X,s,1), Hy(X,s,—t) = —H,(X,s,t) véi moi
(X,s,t) € RY x R2,
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Dat A = 72 Khi d6 bai toan (4.1) trd thanh

— AP+ AR(X v = A(X) |2 20 + ANH (X, v,w), X € RY,
—APRw + AR(X)w = M(X)|w]* w + AH (X, v,w), X € RN, (4.2)
v(X), w(X) — 0 khi | X| — .

Do bai toan (4.1) va bai toan (4.2) la tuong duong. Ta dinh nghia khong
gian ham tuwong ting véi bai toan nhu sau:
Ham (v, w) duge goi 1a nghiém yéu ctia bai toan (4.2) néu n6 thoa

man (v,w) € H va véi moi (p,v) € H ta c6 dang thiic sau:

/ (vﬁ;iiv VR 4 AR(X)vp + ViPw - Vil + As(X )w¢) dx
s
—)\/( o(X v, w)e + Hy (X, v,w)p) dX
s
+ A / h(X) (W*?w + yw\5*2w¢) dX.
e

Khi d6 ta c6 cac khang dinh sau:

Dinh 1y 4.1. Gid st k, h théa man cdc diéeu kien (BO), (G0) va (K1)-
(K3). Khi dé vdi moi p > 0, ton tai A, > 0 sao cho A > A, thi bai todn
(4.2) ¢6 nghiém yéu théa man (vy,wy) — (0,0) trong H khi A\ — oo va

“2M ((v’g;?v] + [ 4+ an(x) (|w|2+\wA|2)> dx

RN

k1R

S p>\1— k?é k?4

, (43)

1 o S —9
N /h(X) (lez +|w/\‘2>dX+MT/H(X,v>\,w/\)dX
kgska BN

<pA\ Tz . (4.4)
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Dinh 1y 4.2. Gid st k,h théa man cic dieu kién (BO), (GO) va (K1)
(K4). Khi dé vdi méi m € N va p > 0, ton tai Ay, > 0 sao cho A > Ay,
thi bai todn (4.2) c¢6 m nghiém (vy,wy) thoa man danh gia (4.3), (4.4)
trong Dinh 1y 4.1 va (vy,wy) — (0,0) trong H khi A — oo.

Dé ching minh cac Dinh 1§ 4.1 va Dinh 1y 4.2. Trudc tién, ta dinh
nghia phiém ham Euler-Lagrange sinh ra bdi bai toan (4.2) nhu sau:

1
I(v,w) = 5/ OVIZ;EU

RN

2

2
+ As(X)v? + ‘V’Z;iiw‘ + )\/i(X)w2> dX

A o %

~ 2 hx) (W +Jwl? ) dX — A / H(X, v,w)dX.
: RN RN

Do &, h théa man cac diéu kien (B0) va (K2), khi d6 J € C'(H, R). Hon
nita, diém téi han ciia J 14 nghiém yéu ctia cia bai toan (4.2). Ta chiing

minh phiém ham J thod man cac diéu kién ctia Dinh 1y 1.4.
B6 dé 4.1. Gid st cdc diéu kien (B0), (G0), (K1)—~(K3) dugc théa man
va day {(vn, wy) o2y C H théa man

I (v, wy) = ¢ va I (v,, wy) — 0 trong H.

Khi dé ta c6 ¢ > 0, day {(vn, w,)}5%, la bi chan trong khong gian H
va ton tai mot day con {(vn,, Wy, )}, théa man vdi moi e > 0, ton tai

re > 0 sao cho

fimsup [ (Jun 7+ )X < 6
k—00
Bk\Br

§di2<q<2 B, :={XeRN:|X|<r}
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Chiing minh. Tu (GO) va (A3), ta c6

¢+ o(1)||(vn, wn) ||z = I(vn, wn) — ;T(Um W) (Un; W)

1 1 5 1 1 / 5» 5
=|(=-—- Upy Wp)|lg + A | — — = h(X) (|vn]™ + |wy
<2 u)H( )l (u 2*) ()(H |

RN

2"‘) dx

1
+ /\/ [— (H (X, vy wp) v, + Hy (X, vy, wi)wy,) — H(X, vy, wn)] dX
7

z(%—%)MWﬂ%mﬁ (4.5)

Suy ra ¢ > 0, hon nita ton tai hing s6 duong C théa man
(v, w7 < C.
Do d6, day {(v,, w,)}22; 1a bi chin trong khong gian H. Nén ton tai
(v,w) € H sao cho (c6 thé thong qua mot day con)
(Un, wy) — (v, w) trong H khi n — oo;
v, — v, w, — w h.kn trong RY khi n — oo;

(vn, w,) — (v,w) trong LL (RY) x L

loc

(RM) khi n — 00,2 < ¢ < 2°
V6i moi k € N, ta co
/(\vn\q + |wy,|?) dX — / (Jv]? + |w]?) dX khi n — oo.
By, By
Do d6, ton tai ng € N sao cho v6i moi n > ny + 1 ta ¢6
1
J el ol = ol = ) a < .
B
Khong mat tinh téng quat ta chon nj = ny + k thoa man
1
[ o+ w7 = ol = oy ax < .
By,
Neén ton tai 7. sao cho v6i moi r > r, ta c6
/ (Jo|? + |w|?) dX <.
RN\ B,
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Do vay,

/ (o |? + [, 1) dX

Bi\B,
1
<t [0l = ol fwlt = ) ax + [ (olt+u) ax
B, RN\ B,

(RM). Do vay, bb dé dugc
chiing minh. N

Suy ra (vn, w,) — (v,w) trong L (RY) x L}

loc

Gia st x : [0,00) — [0, 1] Ia ham tron théa mén

1, khit<1

0, khit>2.

Ta dinh nghia

Khi dé6 ta co

lo=Bellsz ko

®y) — 0 khi £ — o0,

I =ellsz . ke

®v) — 0 khi & — oo. (4.6)

Bo dé 4.2. Gid su {(vn,wn,)}2, théa man cdic dicu kién trong
Bé dé 4.1. Khi dé ta ¢
klim [HU(X, Unps Wy, ) — Hy( X, vy, — Oy Wy, — W)
—)OORN
- HU(X7 ﬁk; wk)] @dX - 07

lim {H@@Xﬂmwwm)—}ﬂmxﬂmk—@mwm,—ww

k—o0
RN
— Hy (X, 5, @) | X =0,
deu vdi (o, ) € H va [|(o, ¢)[lu < 1.
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Chiing minh. T (4.6) va Dinh 1y 1.3, v6i méi r > 0, ta ¢6

lim [HU(X, Vs W) — Hy (X, Uy — Tps Wy — )
—00
B,

— H (X, Ty, wk)} pdX =0,  (4.7)

deu véi [|¢]|

k1 ko k3 kg, Ar(X)

lim sup / 10k [7d X < / [|dX < €,Vr > 1.
k—o00
- Bk\Br RN\BT

®y) < 1. Vo moi € > 0, ton tai 7. > 0 théa man

Bdi cac diéu kien (K1) va (K2), nén ta co
H(X,v,0)] < Co (fo] + o] + o+ w”™) . (48)
T (4.7) va (4.8), ta ¢

limsup/ [HU(X, Upys Wy ) — Hy (X, Wy, — Ok, wy,, — W)
k—o00
RN

— H(X, B, i) | pd X

<lim sup / [HU(X, Vs Wy ) — Hy (X, 0y, — Oppy Wy, — W)
Bi\B,
— Hy(X, B, i) | pd X

<O ligl sup / ([vng | + |0x| + |wp, | + |0k]) pd X
o Bk\Br

+ CQ lim sup / (|Unk|q_1 + |7~}k|q_1 + |wnk‘q_1 + ‘wk|q_1) (de
k—oo
- Bi\B,

<Ci 111]31 Sup ( ankHLQ(Bk\BT) + H@kHB(Bk\Br) + HwnkHL2(Bk\BT)
—00

il sz, ) Nellpaamy + Colimsup (Jon|$ainm 1on 525,05,
k—o0

5kl 2 ) + + 180S0 ) el

< Cye? + C4€Ta

trong d6 C4, Cy, Cs va Cy 1a cac hang s6 duong. Chiing minh tuong tu,
ta c6 bo dé dugc chiing minh. O
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Bo dé 4.3. Gid st {(vn,, wn, )}, la mot day théa man trong Bo dé 4.1.
Khi do
I(n, — Upyy Wy, — Wg) — ¢ — I(v,w) khi k — oo,

I (v, — O, Wy, — Wg) — 0 trong H* khi k — oo,
trong dé H* la doi ngau cia khong gian H.
Chiing minh. Ta ¢6

I(vp, — Op,,, W, — W)

A
= J(vp,, wy,,) — I(Ok, wy) + g/h(X)x
RN

(Fomel® = Tom, = B0l = (56 + Jwa, [ = o, — @4l = ) dx

+ )\/ (H(X, vnk,wnk) — H(X, Uy, — 6k,wnk — lbk) — H(X, @k,"d)k)) dX.

RN
T (vn,, wy,) — (v,w) VA (T, Wy, ) — (v,w) trong H khi k — oo, ta c6

lim [ h(X) (\vnk|2* |, — T R

>~
k—oo |Uk

RN

— Jwn, — @ = |@k\2*>dX =0,

lim (H(X, Uns Wy, ) — H (X, vy, — g, Wy, — W)

k—o0
RN

~H(X, @k,@z}k))dx —0.
Mat khac, ta co
I(vp,, Wy, ) — ¢ va I(0yp,, Wy, ) — I(v, w) khi k — oo,

suy ra

I(vp, — Op,,, Wy, — Wy, ) = ¢ — I(v,w) khi k — oo.

V6i moi (p, 1) € H thdéa man |[(¢,¥)||m < 1, ta ¢6

j/(vnk — Upyy Wy, — wnk)(% V)
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= 3 (Uny Wi, ) (0 0) — I (55, T ) (0, )
+ 2 / AOX) | ([ ® 20m, = o, = 56 2(0n, = 7) — |5 20 )

RN
+ (|wnk 2*72wnk - ‘wnk - UN}nk 2*72(107% - wnk) - ‘?’an 2*2U~Jnk|> w} dX
+ )\/ [(HU(X7 Unku wnk) - H’U<X7 Unk - 67%7 wnk - 'lIJnk)

RN

- HU<X7 671]@7@711@))%0 + (H’LU(Xa Unkawnk) o Hw(X7 Uny, — @nka wn"k o mnk)
— Hoy (X, By, i) )] dX.

T (vp,,, wn,) = (v,w) va (O, W,,) — (v,w) trong H khi k — oo, suy
ra
khj& h(X) (‘U”k|2*_2vnk o |Unk o {)nk’?k_?(vnk - ﬁnk)
RN
— T 20| ) 0d X = 0,

22 ~

lim | h(X) (\wnk
k—o0
RN
- |wnk|2*_2u~)nk‘>¢dX =0
déu véi ||(p, )|z < 1. Do Bo dé 4.2, ta co6

I (Un, — Uk, Wy, — Wy, ) — 0.

Y 7= Up,, — U VA& P 1= Wy, — W, .
Khi do
Up, — U =g + (Up, — V) VA Wy, — U = @ + (W, — w).
Ta c6 (vp,,, Wy, ) — (v, w) khi va chi khi (¢, pr) — (0,0). Do vay
s, p8) — 57 (W, 01 (W )
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N (% B ’z“l) A / h(X) (el + lerl™ ) 4X

RN
1
+ )\/ [5 (Ho (X, ¥r, or)on + Ho(X, o, or)or) — H(X, b, or)0r | dX
RN
A o o
s A 5 5 '
> 2B [ (I + 1) ax, (19)
RN
trong d6 By = Xinﬂ£ k(X) > 0. Tt Bo dé 4.3 va (4.9), suy ra
c N
5. 5. N(c— (v,
[ (ol + 1) ax <MD o) o)
ABy
RN

Ta dinh nghia ry(X) := max{x(X), M}, & day M la hang s6 xac dinh
trong diéu kien (B0). Do vay

Vol ({X e RY k(X)) < M}) < o0

va (Yr, ¢r) — (0,0) trong Li (RY) x L}

loc loc

[ B0 (2 + o) a6

RN

(RM). Néen ta c6

_ /RM(X) (02 + [onl?) dX +o0(1).  (4.11)
H{[V

St dung cac dicu kien (B0), (K1), (K2) va bat dang thiic Young, ton
tai hang s6 Cy; > 0 thoéa man

[ 160 (10 + 1) ax

H{IV

+ / (Hu(X, ¥, )b + Ho (X, Yr, 1) r) dX (4.12)

HQJV

< M (Il aqem, + lonlzamm ) + Cor (el 3o ey + el 7o ey ) -

Gia sit Cgr

kq1,ko,k3,kyq
7, N 7y . 2 N Z
tic 1a véi moi v € Sj. 4, 1. 1, (RY) ta co

®v) 18 hing s0 tot nhat trong bat dang thic Sobolev,

2 2
Csﬁ17k2,k3,k4(]RN) ||UHL§,*(RN) < |‘U||S’31,k2,k3,k4(RN) . (4.13)
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Bo dé 4.4. Gid st cic dieu kien (B0), (G0) va (K1)-(K3) la théa man.
Khi dé, ton tai hang so Cy > 0 khong phu thudc vao \ sao cho vdi moi
day { (v, wy)}o2y C H ma

I(Vp, wy) — ¢ va I (v, w,) — 0 trong H,
cung vdi (v, w,) — (v,w), thy mot trong cdic dieu sau sé xdy ra

(Un, wy,) = (v, w) trong H khi n — oo

’91 k2

hodc ¢ — J(v,w) > CoN' =2

Ching minh. Ta ching minh khang dinh ctia bd dé bang phan chiing.
Gia st
(Un, wy) # (v, w) trong H khi n — oc.
Khi do
lirginf | (Yn, on)llg >0 va ¢—IJ(v,w) > 0.

Tir (4.15), (4.12) va (4.14), Ta ¢6

2 2
CS,flij,kSM(RN) (HwnHLi*(RN) + H%anLE*(RN))

2 2
< [ ([vhbo] +|vike. )dX

2
kl ]{32 kl k'2 X

¥ An<x>w)dx - / MR(X) (Jaf? + [ [?) dX

RN
— )\/ {h(X) (ywnﬁ* + \gon\”) + Hy (X, ¥y 0n)n
RN
o Hu(X, Y, 90)pn | dX = X / Var(X) ([l + [en]*) dX + o(1)
]RN
5* 5*
< ACut (4l vy + el ) + 0l
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T (4.23), suy ra

2+ 2+
05,317k27k37k4(RN) < ACum (”@anLi*(RN) + ”SOnHLi*(RN)>

2
N (e = I(v, w>>> W

S)\CM<

ABy
_ 2 =7 Nk‘l ko
R <ﬁ> (e = 3(0,w) " 4 o(1)
0

S % _NI]:%:]]:j 1,k -1 . 2

Dit Co = Cg’ Oy (Ng2) By, Kni ds
N}’:L}’?
CoA =77 < ce—J(v,w) + o(1).

Do dé Bo dé dugc chitng minh. O

Tu B dé tren ta co

Bo6 de 4.5. Gia si (B0), (GO) va (K1)—(K3) la thoa man. Khi dé I(u,v)

théa man diéu kien (PS). vdi moi ¢ < CoAl=—2

Bo dé 4.6. Gid st cic dieu kien (B0), (GO0) va (K1)-(K3) dugc théa
man. Khi dé phiém ham J théa man cdc diéu kién cia Dinh ly 1.4, tic

la
(i) ton tai p > 0 va 6 > 0 théa man I(v,w) > 6 vdi ||(v,w)|g = p;
(ii) vdi moi khong gian hitu han chieu E C H va (v,w) € E, ta cé

I(v,w) = —oco khi ||(v,w)||m — oo;

(iii) vdi moi o > 0, ton tai hang s6 A, > 0 théa man vdi moi X > A,,
ton tai hang s6 ey € E vdi ||lex]|lm > o, I(ex) < 0 va

J(ser) < oA
negelsen) = o
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Ching minh. Trude hét ta chiing minh diéu kien (i). Tu cac diéu kién
(K1), (K2) v6i moi € > 0 ton tai C, > 0 thoa man
1

2
RN

2 2 2+ 2+
€ (ol + oy ) + Ce (10N gy + ol o))

h(X) (\UP"‘ +|w|5*) dX—I—/H(X,v,w)dX (4.14)

Do do6
1
Iv,w0) 2 3 0,0l = Ae ([0l + ol o))
2Ce (0175 + ol vy ) -

Tu ||UH%2(RN) + ||wH%2 RN) S 01 H(’U,’LU)H?HI Néu € S (4)\01)_1 khi do

5 3
30,w) 2 7 10,0}~ AC (ol gy + e vy
Do 2* > 2 nén ta ¢6 didu phai chiing minh.
(ii) Tu gid thiét (K2), (K3) v6i moi (v, w) € H, ta co

1 —
I(w,w) < 5 1 (0.0) = ACo ([0, + 0l e, ) -

Do moi chuan trong khong gian hitu han chiéu la tuong duong va
q1,q2 > 2, nén diéu khang dinh (ii) 1a ding.

(iii) Tit Bo dé 4.5, véi A 1a mot s6 di 16n va ¢y 1a mot s6 di nho,
khi d6 J thoa man diéu kien (P.S)..

Do vay ta sé di xay dung khong gian con théa man cac diéu kien

ctia (iii). Ta dinh nghia cac phiém ham sau:

1 Fo ok
I(v,w) = 5/ <’Vk3,k4v

RN

2
+ A (X) v + ‘Vkl’ka‘ + Ak( )|w|2> dX

AC, / (lo] + |w|®) dX,

2 2 .
+ ‘v’;;;’,jjw‘ + AN 2X) (Jv]* + |w|2)> dXx

G / (Jo]* + Jeo]) dX.

RN
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Khi d6 I € CY(H,R) va J(v,w) < I(v,w) véi moi (v, w) € H. Hon nita,

ta co

inf /‘vkh%‘ dX : p € CF(RY,R), @)l pagy) =1 3 = 0.

\

mf t/ Vil aX o € O (RN R), [y = 1 p = 0.

Vs

Vi mdi 6 > 0, ton tai cdc ham @s,9s € CP(RY,R) sao cho

sl o vy = [|¥0s]| Lo vy = 1 thoa mén
koks || ok
supp 5, supp ¢5 C By, (0) va Hvk;kjwa‘ L) Vi, kj%‘ L) < 4.
Gid sit e (X) = (wé(\/XX), ¢5(\/XX)), khi d6 suppey C B,y (0) va
k1 k2
I(sey) = N5 (s, stbs).

Hon niia, ta c6

max J(sps, s1s)

_2 1
<D ° / Vi + () 2X)\¢5|2> 14X
2q1(q1Cy) 2

\ 52
—2 2 1
e / (\V;’ii,:iiwé\ +n<A2X>|¢5\2) X,
2¢2(q2C1) =2 | I,

/

N \,—/
Q
—
|
[\

~"

T x(0) = 0 va supp s, supp ¥s C B,,(0) ton tai As > 0 sao cho v6i moi
| X| <75, A > Ay, ta cod

1 ) 1 0
KAIX) < ———— k(A PX) < ————
lps]|72 (RN) H¢5HL2(RN)
Két hop véi Hv’“ ke ‘ Ve < d, suy ra
: ks k4 L2 RN k3 ks ) y

Vi —2 —2
max I(s@s, st5) < AL~ % (‘h—(za) B2 (o5)m >
520 qi(1Cr)n2 ¢2(q2C1) 22
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Do do, v6i moi A > Ay, ta co

max I(sey)
1_& q— 2 a1 qo — 2 a2
< A2 ﬁ(25) 02 + ﬁ(Q(S) 922 (415)
q1(q1Cp)n2 q2(q2C1) 22
Nén v6i mdi o > 0, ta c¢6 thé chon § > 0 dit nho, théa man
q1 — 2 a1

va ex(X) = (ps(VAX), ¥5(v/AX)). Ta cho As = A,, ton tai 5, > 0 thoa

man ||Syexl|m > p va I(sey) < 0 v6i moi t > §). Tu(4.15), €, = Sye) ta
co

_ 1 _k3.kg
max J(s€y) < o\ 2
s>0

]
Bay gio ta chiing minh Dinh 1y 4.1 nhu sau

Chaing minh. Tt Bo dé 4.6, v6i méi 0 < ¢ < 6, ton tai A, > 0 sao cho
A> A, taco

N1k

. 1 _Fk3.kq
c¢ = inf max J(y(s)) < pA
€l s€[0,1]

2

co

trong d6 I'y = {y € C([0,1],H) : v(0) = 0,v(1) = e, }. Tit Bo dé 4.5, ta
c6 J théa méan dieéu kien (PS)., ap dung Dinh 1y 1.4, v6i (vy, w)) € H ta

J(vy,wy) =c va T (vy,wy) = 0.

Do vay, (v, wy) 14 nghiém yéu ctia bai toan (4.2).
Hon ntia

Nk
I(vy, wy) < oA

2

va J’(m, ’LU)\) = 0,
va v6i mbi k € [2,27], ta c6

1
I(vy, wy) = I(vy, wy) — EJ,(UM wy) (v, wy)
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1 1 1
> - — — 2 L
> (2 ;<;> 1wy, )2 + A <,<; 1) /H(X, y, wy)dX

RN
+ (E - ,27> )\/h(X) (|w| + |wy| )dx
Cho k = p suy ra

2
MZM <‘VZ;],§QU‘ + [ 4+ an(x) (|w|2+\wAy2)> dx

RN

Cho k =2, ta ¢6

1 Nigig
ok / h(X ><|UA| + Jwy ) )dX+—/HXUA,wA)<Q)\_ E
Nks k4 RN
Nén Dinh 1y 4.1 duge chitng minh. H

Tiép theo ta ching minh Dinh 1y 4.2.
bat > :={S C H: S dong,—S = S}. V6i moi S € > ky hiéu
gen (5) 1a giong Krasnoselski va

i(S) = E/}IIGI\{} gen((S) N OB,),

trong d6 W 1a tap tat ca cac dong phoi 1é ¢ € C(H, H) va p xac dinh
trong 4.6. Khi d6 i la gia Benci trong [7]. Tw (K4) suy ra J 1a chan. Dat
cp = inf sup J(v,w), 1 <k <m.
i(S)=k (v,w)es

Néu ¢ 1a hitu han va J théa méan diéu kien (PS),,, khi d6 ¢, 1a gia tri
t61 han cua J.

Budc 1. ta ching minh J thdéa man diéu kien (PS)., voi ¢ <

Ly luan tuong tu nhu Bo dé 4.6, v6i mdi m € N,e > 0 va
k= 1,2,...,m, ta c6 thé chon m ham ¥ ¢¥* € C°(RY) thoa man
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supp ¢* (supp ¢! = 0, suppw’“ﬂsuppwl = () néu Z #k, o8| o) =

ki,ka K

k1 ka1 k
ks, k4906 @D

kg k4

< €.

7

q9 — 1
[ || Loy = 1 V& L) L)

Gia stt 7 > 0 théa méan supp ¥, supp ¥ C B,m(0). Ta dat
e (X) = (W (X), wh(X)) = (pF(VAX), ¥F (VAX))
va dinh nghia
F" .= span{ey(X),k=1,2,...,m}.

Khi d6 i(FY") = dimF}" = m. Hon nita, ta c6

(UA(X), wA(X)) = (Z Skvli(X)aZSkwf(X)) € kY,

k=1 k=1

J(vp(X ZJ skv)\ skwf(X))
k=1

Chiing minh tuong tu nhu Bo dé 4.6, ton tai A, > 0 théa man véi moi
A > Ay vA v6i mbi p > 0, ta c6 thé chon € > 0 di nhé théa méan

J(OA(X), WA(X)) < oN'7 72
Suy ra

sup J@BA(X), Wx (X)) < oA172, VA > A,
(EA(X),{E)\(X))EFF
Do d6, v6i moi m € N va p € (0,60), ton tai A, = A, thoa man
A > Ay, ta c6 thé chon khong gian F* 6 s6 chiéu 1a m théa man

ARk

ey <oy, <-ee < sup J(0A(X),wr(X)) < AL e
(OA(X),w\(X))EFY"

Tit B dé 4.5, ta ¢6 J thoa man diéu kién (PS)CAJ do vay cy, la gia tri
t61 han.

Budc 2. St dung Dinh 1y 1.4 ta sé di ching minh bai toan (4.2)
c6 m cap nghiem. That vay, tit Bé dé 4.6, ta c6 J thda man cac diéu kien

ctia Dinh 1y 1.4. Trong bude 1, ta c6 J cling théa man dieu kién (PS),,
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Rk

trong do6 cy, < oAl” sl Ap dung dinh ly diém t6i han, ta c6 ¢, 1a

diém t6i han ctia J v& ¢6 m diém t6i han khong tam thuong thoa man

Do d6, bai toan (4.2) ¢6 m cap nghiém. Ching minh tuong tu nhu Dinh
Iy 4.1, ta cling ¢6 nghieém thoa man cac dieu kien (4.3) va (4.4). Do vay,

dinh ly dugc chiing minh

4.2. Sy ton tai nghiém ctia hé phuong trinh elliptic
suy bién véi ham phi tuyén tang trudng duéi
t6i han

Trong nay, ta nghién cttu hé phuong trinh elliptic suy bién c6 dang

—2AE Y 4 k(X = h(X) P20 + —— F(X) o] 2ofw]’, X € RY,

3.k a+0b
b
— A + w(X)w = k(X)) Jw]”*w + CL—MF(XNUWUJPQU% X eRY,

v(X), w(X)— 0khi | X]| — oo,

(4.16)

trong d6 2 < p < 2* a>1,b>1théa man a + b = 2* va ta gia su
k(X), F(X),h(X) va k(X) thoa man cac dieu kien

(A1) k € C(RM,R), sao cho k(0) = Xiné k(X) =0 va véi méi M > 0 ta
c N
co
Vol ({X e RV, k(X) < M}) < o0

(A2) F(X) e C(RY,R), 0 < inf F(X)< sup F(X) < oc;
XeRN XeRN

(A3) h(X),k(X) la cac ham duong va théa man

0 < hyg= inf h(X) < sup h(X) < oo;

XeRN XeRN
0< ko= inf k(X) < sup k(X) < o0.
XeRN XeRN
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Dat A = 72 Khi d6 bai toan (4.16) trd thanh

A
— ARG LR (X )0 = M(X)|o]P %0 + J:LbF(X)|v|a_2v|w|b, X eRY,
a
Ab
~ At An(X)w = MO + S0l P, X € RY,

v(X), w(X) — 0 khi | X| — oo.
(4.17)
Do bai toan (4.16) va bai toan (4.17) la tuong duong, nén ta chi ra su
ton tai nghiém ctia bai toan (4.17) nhu sau:
Dinh 1y 4.3. Gid st x(X), F(X),h(X) va k(X) théa man (A1)—(A3).
Khi d6 vdi méi p > 0, ton tai A, > 0 sao cho X > A, thi bai todn (4.17)

c6 nghiem duong (vy,wy) théa man dicu kién

2
192_ (‘VZ Zjv,\’ - ‘Vzl ZQw,\‘ + Ak(X) (\v,\|2 + \w,\|2)) dX
p I
N
< pATE (418)

Dé chiing minh céc Dinh 1y 4.3, ta xay dung phiém ham Euler—
Lagrange sinh ra bdéi bai toan (4.16) nhu sau:

T(v,w) = / (‘VZ; ijv

A p p - v]*lw
_ER[(( Yol + E(X)|wp) dX / X)) wl?dX.

2

+ A (X)v? + ‘Vkl kzw‘ + Ak ( X)wz) dX

Tt bat dang thitc Sobolev trong [54], ta c¢6 ton tai hing s6 C,y 12
hé s6 t6t nhat trong bat dang Sobolev dinh nghia nhu sau:

2 2
k1,k2 k1,k2
J (‘vkmv + Vi )dX
Cup = inf _

VWESE, ko kg g RY) bR
J lol*fwltdX

RN

Dé chitng minh Dinh 1y 4.3, ta kiém tra cac diéu kién trong Dinh
Iy 1.4. Dau tién, ta sé di kiem tra diéu kién Palais-Smale, chiing minh

tuong tu nhu Bo dé 4.1, ta co.
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Bo dé 4.7. Gid st cdc gid thiét (A1)—(A3) la théa man {(v,, w,)}>2, C
H la mot day (PS). cia phiém ham Y. Khi dé ¢ > 0, {(vn, wy,)}5%, la

bi chan trong khong gian H va ton tai mot day con {(vn,, wn, )}, sao

cho vdi moi € > 0, ton tair. > 0 vdi r > 1. ta cé

lim sup / (|vn, [T+ |wp, |1) dX <€
k—o0
7% Bis

d day 2 < q < 2*.

Gia st x : [0,00) — [0,1] l& ham tron théa man x(s) =

s <1, x(s) =0 khi s > 2. Ta dinh nghia

21X 2| X

@k<x>:x< | )vm vawk<x>:x< | )wm.

Khi do, ta co
(U, W) — (v,w) trong H khi k — oc.

B6 dé 4.8. Khi dé ta c6

Jim | [ B0 (o200, = o, = 5200, — )
RN
—|@k\p_2?7k) SOdX‘ =0,
Jim | [ KOO (P, = fun, = 00w, — 1)

RN
—wk|”wk)de| =0
déu trong (5,5) € v () < 1.
Chiing minh. Chiing minh tuong tit nhu Bo dé 4.2
Bé dé 4.9. Ta ¢6 khdng dinh sau
T (v — O, wp — W) — ¢ — Y(v,w) khi k — oo,
Y (vp — O, wp — W) — 0 trong H* khi k — oo.
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Ching minh. Tu (vg,w;) — (v,w) va (g, W) — (v, w) trong H khi

k — oo, ta co

T (v, — Ok, wy, — Wg) = Y (vg, wy) — Y (Vg W)

A ~ |a ~ ~ qal,x
+§ F(X) (|og]*|w]” = [ox — 0| wi — @x|” — |0k|"|0x|") dX
RN
A N -
+2 [ B0 (= o = 0~ [07) dX
RN
A N -
+]—9/k(X) (|wk\p— |wk—wk\p— |wk\p) dX+O(1).
RN

Tt (4.19) va ap dung Bo dé Brézis-Lieb (trong [9]), ta c6

lim [ F(X) (0wl Jwr]” = lox — B3] [wr — @x]" = |T8]"|@x]") dX =0,
]RN
klim h(X) (|Uk|p - ‘Uk - f}k‘p - ’ﬁk|p) dX = 0,
%ooRN
k;hm /C(X) (|wk\p — \wk - UNJk‘p — |U~)k‘p) dX = 0.
—00
RN

Mat khac, ta co
T (vg, wi) — ¢ va Y (0, W) — T(v,w) khi k — oo,

suy ra

T (v — O, w, — W) — ¢ — Y(v,w) khi k — oo.

Do vay, v6i moi (p,v) € H, ta c6

T,(Uk — YNJk, Wy — wk)(@: w)

= Yo w)(0,8) = T (0 @) o0) + 5+ [ FOO (|l 2o fun

RN
— |op — W] (vp — Tp)Jwy, — W) — |’5k|a—2’5k|@k!b> pd X
b

2
RN

F(X) (for oo P20 — o = T ooy — x> — )
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— [l 2 ) X

+ A / h(X) (loeP~2or = ok — 0P~ (or — B) — |0k~ 01) pd X
RN

0 [ RO (Ju 2w, = = @l ) ~ [l ) X

RN

Nén ta co

lim F(X) (\Uk\“_2vk|wk\b — |U;C — @k‘a_2(1}k — 6n)\wk — ?I)k‘b

—|@k|@—2@k|wk\b) pdX =0,

lim | F(X) (\vk\“|wk\b_2wk ~ Jog — Bl 9wy — @] (g — 1)

—|@k|a\wk|b—2wk)¢dx —0

déu véi [[(¢, ¥)||lm < 1. Tt 4.8 va Y/ (vg, wy) — 0 khi k — oo, ta c6 dicu
phai chtiing minh. ]

Diit
Yy 1= U — U VA Qf ‘= W), — Wg.
Suy ra
Vg — 0 =Yg+ (U —v) VA wg — v = @ + (0 — w).

Khi d6 (vg, wy) — (v, w) trong H khi & — oo khi va chi khi (¢, pr) —
(0,0) trong H khi k& — oo. Do vay, ta c6

1 1 1
V(o) — T o) = (5 - =5 ) A [ FOOWlanfax
RN
1 1
#(53) ) [ BEOlP + Kl ax
RN

> 2y [ lonllendX, (420

RN
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trong do6 Fy = XinﬂgN F(X) > 0. Tu Bo dé 4.9 va (4.20), suy ra
=

~

N(c—Y(v,w))
V2] +o(1).

/ [l lopr|"dX < (4.21)
RN
Tu cac dieu kién (A2) va (A3), v6i m6i M > 0, ton tai hing s6 Cpy > 0

thdoa man

[ Ol + b0 + KX eup) X

RN

< M ([[0ulBmn + ) + Cor [ lonluf'ax,

RN
Gia st ky(X) = max{x(X), M}, trong d6 M la hing s6 duong xéc
dinh trong diéu kién (A1). Do
Vol ({X e RV, k(X) < M}) < o0

v (s ior) = (0,0) trong LE, (RY) x L3

loc loc

/ R(5) (1 ? + nl?) AX

RN

(RY), Ta c6

:/VM(X) ([on? + |orl?) dX +0(1).  (4.22)
RN

Bo dé 4.10. Gid st cdc gid thiét (A1)—(A3) la théa man {(vg, wy)}3, C
H la mot day (PS). cia phiém ham Y. Khi dé, ton tai hang so Cy > 0
khong phu thuoc vao X théa man vdi moi day {(vg, wy)}32, théa man
dieu kién (PS). cia T vdi (v, wy,) — (v,w) trong khong gian H thi mot
trong cdc khing dinh sau sé xdy ra

(vg, wi) — (v,w) trong H khi k — oo

hodc ¢ — Y (v,w) > CoA" 7.
Chatng minh. Ta chiing minh bd dé bing phan chitng, gid sit

(vg, wi) # (v,w) trong H khi k& — oo,
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Suy ra

lilgninf | (Vg e6)lg >0 va c¢—T(v,w) >0
—00

Ap dung bat déng thic Sobolev va (4.22), ta c6

2

a-+b
/ wka|sok|bdx>

2 2
k k ki.k
5/( Vig ki Ok + | Vi Pk >dX

= [ (¥t + [Ftza] - Aot - sl ax
= [ An(0) (10 + nP)
= [ (POOI el + BEO T + KOOl X
[ V) (P + ) X + o(1)
J

<Cur [ [infn'dX + o()

T (4.21), ta co

2

17a+b
Ca7b S )\CM /|¢ka|g0k|b) dX + 0(1)

“Ch (fv’(c— T(v,w))>ﬁ +oll)

Nz
=NV Cy < ) N (c — (v, w))¥ + o(1).

bat C, := CEbC]\_é,JQVN_lKO. Suy ra
CO)\kg <c¢—T(v,w)+o(1).
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Do dé Bo dé dugc chitng minh. O
Tu bo dé trén ta co

Bo dé 4.11. Gia sit (A1)-(A3) la théa man. Khi dé Y (v,w) théa man
diéu kien (PS). vdi moi ¢ < CoA'" 2.

Bo6 dé 4.12. Gid st cic dieu kien (A1)—(A3) dugc théa man va A > 1.
Khi do, ton tainy > 0, k) > 0 théa man

Y(v,w) >0 néu 0 < [[(v,w)||rg < kr va T(v,w) > ny néu ||(u,v)||m = k.

Chimg minh. Tt bat ddng thic Sobolev, véi mdi p € [2,2*], khi d6 ton
tai C, thoa man néu A > 1 thi

. : N
||UHLP(RN) < Cp”“HS,%L,C%,CS’M’M(X)(RN) VOl Mot v € Slzl,kg,kg,k4,)\m(X)(R ).

Ap dung bat ddng thic Young, ta co

b
’U‘a|w|b S L|U|a+b + _‘w‘aﬂ)
a—+b a-+b

Suy ra

[ FCO PPy <0 (ol e g, + Tl g
RN
<C\Cy (v, w) - (4.23)
Tu dieu kien (A3) va (4.23), ton tai hang s6 Cs théa man

'2v*
H

Y (0,10) 2510, w) [~ sl (0.

1 Gx_
=7l )l (1= 465 (v, w)IE ).

1

Dat k) = (SLCJM, khi d6 véi ||(v, w)||m = k), ta co

Nén bo dé duge chitng minh. O
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Bo dé 4.13. Gid st cic diéu kién (A1)-(A3) dugc théa man. Khi dé vdi
moi khong gian hitu han chieu E C H, ta c6

T(v,w) = —oco néu ||(v,w)||g — oo vdi (v,w) € H.
Ching minh. T cac diéu kien (A2) va (A3), v6i moi (v, w) € H ta ¢
1
Y(0,0) < 2 100 = ACH0. 0] ey

—min{zo’%}. Do cac chuan trong khong gian hitu han chiéu

14 tuong duong va p > 2, nén ta c6 dieu phai chitng minh. ]

trong do6 65 =

Bo dé 4.14. Gid st cic diéu kién (A1)~(A3) dugc théa man. Khi dé vdi
moéi o > 0, ton tai A, > 0 théa man vdi X > A,, ton tai e, € H vdi

Hé)\HH > Ky, ta co T(é)\) <0 va

N
< oY
max T(sey) < oA

trong do ky dugc xdc dinh trong Bo dé 4.12.

Chatng minh. Ta xac dinh cac phiém ham sau:

1 2
I(v,w) = 5/ QVZ;IIZU

RN

+ Ak(X |v|2+‘Vk1k2w‘ + Ak( )|w|2>

G / (ol + [w]?) dX,

RN
2
+

J(v,w) = / (]v’,j;’,jj

Z;]Ziw‘ + k(A 2X) (\U\Q + |w| ))
RN

—&/(yvyu wlP) dX.

RN

Ta c6 I € CYH,R) va T(v,w) < I(v,w) véi moi (v, w) € H. Hon nita

mf{[&/)vg%p’ dX : p € C*(RY,R), |||l prry =1 p = 0.
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V6i mdi 6 > 0, ton tai ¢s,¢s € C(RY,R) sao cho [os| @y =

|95 Lrrvy = 1 théa man
k1,ko kl ko
Supp(¢67¢5) C B""& Va Hvk’g k‘4905‘ LQ(RN) < k?) k4¢5‘ L2 RN) 5
Gidstey(X) = ((,05(\/XX), %(\/XX)), khi dé6 supp ey C B/\,%m(O). Hon
nta, ta co
I(se)) = N2 (sp5, s15).
max J(sps, s1bs) < / A kz%ﬁ ()\_éX)|806|2> dX
s>0 2]? pC() p 2 ks k4
k k _1 2
s+ RO ) ax
229 pCo = / Vind

Két hop v6i £(0) = 0 va supp(gs, ¥s) C By, (0), ton tai Ay > 0 thoa man

v6i moi A > Ag, ta co

max I(sps, s1b5) <

Do vay, v6i moi A > Ay, ta co

?

V6i mdi o > 0, ta c6 thé chon § > 0 di nhé théa méan

=2 o5t <
p(pCo)72

(s(VAz), ¥s(VAX)). Cho Ay =

(4.24)

Ay, khi d6 ton tai 5, > 0

va e)(X) =
thoa man ||syey|lm > kx va T(sey) < 0 v6i moi s > 5. T (4.24), ta co
[l

e\ = 5)ey thoa méan diéu kien.
Tiép theo, st dung cac bo dé
Pinh Iy 4.3.
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Chiing minh. Dat

Cy = J?ri max T(v(s)),

trong do I'y = {v € C([0,1],H) : v(0) = 0,v(1) = €)}. Khi do ta c6, véi
mdi o > 0 sao cho 0 < EJVO, ton tai A, > 0 théa man A > A,. Ta c6 thé
1ay ¢y théa man cy < oA

Tt bd dé 1.4 ta c6 T thoéa man diéu kien (PS).

Suy ra, ton tai (vy,w,) € H thda man

. L F
L VOlcy < oAz

T(vy,wy) =cy va Y(vy,wy) = 0.

Do do, (vy, w)y) 1a nghiém yéu ctia bai toan (4.2). Ly luan tuong tu nhu
trong [22], ta c6 (vy,w)) 1a nghiém duong thoéa man bat dang thitc nang
lugng. Hon nita

1

T (v, wy) = T(vx, wy) — ]—?T/(UA, w)) (v, wy)
1 1
> (5~ Z—Q)H(Umwx)ﬂﬁ
Suy ra
-9 N
o ) < T, wa) = e < X2,
Do vay dinh ly dugc ching minh. []

KET LUAN CHUONG 4

Trong chuong nay, ching to6i nghién cttu sir ton tai nghiem yéu va
mot s6 tinh chat nghiém ctia mot 16p hé phuong trinh elliptic suy bién.
Cac két qua dat duge 1a sy ton tai nghiém yéu va tinh da nghiém cla
hé trén tuong ting véi cac 16p ham phi tuyén H(.,.,.), X(.,.,.), hon nita
con danh gid nghiém trong khong gian cé trong tuong tng. Cac két
qua d6 ducc thé hién cu thé trong cdc Dinh 1y 4.1, Dinh 1y 4.2 va
Dinh Iy 4.3. Trong chuong nay chung t6i st dung y tudng chitng minh
trong [22] va két qué ciia chuong 1a md rong cac két qua trong cong

trinh [22,82] tng vé6i toan tit elliptic suy bién.

99



KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Nhitng két qua dat dudc

Trong luan an nay, ching toi nghién ctu su ton tai nghiém, khong
ton tai nghiem khong tam thuong, tinh da nghiém va mot sé tinh chat
nghiém clia phuong trinh elliptic suy bién va hé phuong trinh elliptic

suy bién. Cac két qua chinh dat dugc trong luan an bao gom:

1. D6i véi phuong trinh elliptic suy bién ntta tuyén tinh chia toan ti
A.: Chiing minh duge tinh da nghiém ctia bai toan, hon nita phiém
ham clia bai toan tai cac nghiém 13 am va nghiém dan hoi tu ve 0
(Dinh 1t 2.1).

2. D6i v6i phuong trinh elliptic suy bién nita tuyén tinh chia toan
ti Ai;ii Thit nhat, xay dung dude dong nhat thic kiéu Pohozeav
cho phuong trinh trén, tit d6 chi ra trusng hop ham phi tuyén de
phuong trinh khong c6 nghiém khong tam thuong. Thit hai, ching
minh dudc sy ton tai nghiem khong tam thuong véi mot 16p ham
phi tuyén tong quat (Dinh 1y 3.2)

3. Déi v6i he phuong trinh elliptic suy bién chita toan ti AZ;zi, chiing

minh dude sy ton tai nghiem yéu va tinh da nghiém ctia hé tuong
ting véi cac 16p ham phi tuyén H(.,.,.),X(.,.,.), hon nita con ddnh
gid nghiém trong khong gian c6 trong tuong ting. Cac két qua do
dugc thé hién cu thé trong cac Dinh 1y 4.1, Dinh 1y 4.2 v& Dinh 1y
4.3.

2. Pé xuit mot s6 huéng nghién ciu tiép theo

Lién quan t6i chi dé luan an, nhiing van dé sau 1a md va theo

chung t6i la dang quan tam:
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. Xay dung dong nhat thitc kieu Pohozeav cho cic mién nhu mién

non, mien tru.

. Nghién cttu tinh tron ciia cac nghiém yéu déi v6i phuong trinh, heé
phuong trinh elliptic suy bién.

. Nghién cttu s ton tai nghiém va tinh da nghiém ciia cac phuong

trinh elliptic suy bién vdi cac diéu kién bién hén hop.

. Cac mo hinh ting dung thuc té.
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DAI HOC THAI NGUYEN CONG HOA XA HOI CHU NGHIA VIET NAM
TRUONG DAI HQC SU PHAM Doc lap - Tw do - Hanh phiic

Thai Nguyén, ngay 9 thang 3 nam 2026

BAO CAO VE VIEC BO SUNG, SUA CHUA LUAN AN TIEN ST THEO NGHI
QUYET CUA HQI PONG PANH GIA LUAN AN CAP TRUONG

Cua nghién ctru sinh: LE THI HONG HANH
Pé tai: Su ton tai va mot s tinh chét cua nghiém d6i voi bai toan Elliptic suy bién
Chuyén nganh: Toan Giai tich
Ma s6: 9460102
Ngudi huéng dan: TS. Duong Trong Luyén, Truong Pai hoc Hoa Lu
TS. Pham Thi Thuy, Truong Pai hoc Su pham, Pai hoc Thai Nguyén.

Can cr ndi dung nghi quyét, Bién ban chi tiét cudc hop Hoi ddng danh gia
luAn 4n tién si cap Pai hoc ngay 9 thang 2 nim 2026 thanh lap theo Quyét dinh sb
82/QD-DHSP, ngay 9 thang 1 nam 2026 cua Hiéu trudng truong Pai hoc Su pham,
nghién ciru sinh da nghién ctru nhitg ndi dung quyét nghi va két luan cua hdi dong,

doi chiéu véi noi dung ludn 4n, t6i xin giai trinh chi tiét cc ndi dung sau:

1. N6i dung thir nhat vé: Muc 1.3 tac gia nén thém trich dan theo tai [1€u nao?
Giai trinh ctia NCS: Tiép thu y kién clia cdn bd phan bién va da bd sung

trong muc 1.3 trang 22 duge trich dan trong céc tai liéu 12, 29 va 66 .

2. Noi dung thir hai vé: Gia thiét (F4) trong chuong 2 nén duoc viét vao gia thiét

trong (F1) va c6 thé c6 ca (F5), néu dé riéng thi (F1) hau nhu khong ¢6 ¥ nghia?
Giai trinh ctia NCS: Tiép thu ¥ kién cla céc thanh vién trong hdi dong va

chinh stra nhu sau: Pua phén tich f=f 1+f 2 va tinh lién tuc ctia cac ham 1én trén !
cac gia thiét (F1)-(F5) va diéu chinh lai gia thiét (F1) nhu sau: Ton tai cac hing s6 |
..., con cac gia thiét khac dé nguyén (nhu ndi dung trang 27, 28 ctia Luén an)
3. Noi dung thir ba vé: Trong chuong 4 nén sir dung céc ky hiéu gia thiét khac
(F1), (F2), (F3), (F4) vi céac ky hiéu nay da dugc sir dung trong chuong 2.
Giai trinh ciia NCS: Tiép thu y kién cua céc thanh vién trong hoi dong va

di chinh stra ky hiéu (F1), (F2), (F3), (F4) trong chuong 4 thanh céc ky hiéu (K1),

(K2) (K3), (K4) trang 73 dé tranh nham véi gia thiét & chuong 2.
4. N6i dung thir tur vé: Thong nhat ky hiéu F’ va F* trong phan ky hiéu viét tit va
trong chuong 1.
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Giai trinh ciia NCS: Tiép thu y kién ctia cdc thanh vién trong hoi dong va
da thong nhat chi st dung ky hiéu F* la khéng gian d6i ngau cua khong gian
Banch F.

5. V@ chinh stra céc 13i chinh ta va 16i danh may: Phan nay tac gia tiép thu tat ca
cac 15 chinh ta va 18i ddnh may ma c4c thanh vién trong Hoi dong da gép ¥ trong
ludn an cua tac gia nhu trang 23, 59, 60, 63, 64, 105.

Trén day la toan bo cac giai trinh ctia nghién ctru sinh vé cc ndi dung can
bo sung, stra chita theo Nghi quyét va Bién ban hop Hoi dong danh gia ludn 4n
tién si cap Trudng. Nghién ctru sinh xin tran trong cam on.
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