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MỘT SỐ QUY ƯỚC VÀ KÍ HIỆU

Trong toàn bộ luận án, ta thống nhất một số kí hiệu như sau:

RN Không gian vectơ thực N chiều.

D Là một miền trong không gian RN .

|x| Chuẩn Euclid của phần tử x trong không gian RN .

Ck(D) Không gian các hàm khả vi liên tục đến cấp k trên miền D.

Lp(D) Không gian các hàm lũy thừa bậc p khả tích

Lebesgue trên miền D.

B′ Không gian đối ngẫu của không gian Banach B.

〈·, ·〉 Đối ngẫu giữa B và B′.

(·, ·)B Tích vô hướng trong không gian B.

Id Ánh xạ đồng nhất.

⇀ Hội tụ yếu.

↪→ Phép nhúng liên tục.

↪→↪→ Phép nhúng compact.

Vol(D) Độ đo Lebesgue của tập D trong không gian RN .

∆x Toán tử Laplace theo biến x trong RN1 : ∆x :=
N1∑
i=1

∂2

∂x2i
.

∆y Toán tử Laplace theo biến y trong RN2 : ∆y :=
N2∑
j=1

∂2

∂y2j
.

∆z Toán tử Laplace theo biến z trong RN3 : ∆z :=
N3∑
l=1

∂2

∂z2l
.

h.k.n Hầu khắp nơi.
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Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài và tổng quan nghiên cứu

Phương trình đạo hàm riêng là một lĩnh vực trọng tâm của toán

học hiện đại, đóng vai trò nền tảng trong việc mô hình hóa nhiều hiện

tượng trong khoa học và kỹ thuật. Phương trình đạo hàm riêng là mô

hình toán học cụ thể các hiện tượng trong thực tế của các hiện tượng

vật lý như sự truyền nhiệt, dao động sóng, các phản ứng hoá học, các

mô hình quần thể trong sinh học, đến các bài toán trong tài chính và

xử lý ảnh. Đặc biệt, phương trình elliptic là một lớp quan trọng trong

số đó, thường được dùng để mô hình hóa các trạng thái cân bằng hoặc

các hiện tượng không phụ thuộc vào thời gian. Hơn nữa, từ các các bài

toán hình học vi phân, nhiều lớp phương trình elliptic phi tuyến quan

trọng đã được nghiên cứu từ các mô hình đó (xem trong một số quyển

sách chuyên khảo [1, trang 75-138], [24, trang 309-367], [29, trang 13-

216], [79, trang 1-68], [62, trang 251-266]). Do vậy, việc nghiên cứu những

lớp phương trình elliptic, hệ phương trình elliptic có ý nghĩa quan trọng

trong khoa học kỹ thuật và công nghệ. Trong quá trình nghiên cứu các

phương trình elliptic và hệ phương trình elliptic đã đẩy mạnh sự phát

triển các công cụ và nhiều kết quả của các chuyên ngành giải tích như:

Lý thuyết các không gian hàm, Giải tích hàm phi tuyến, Phép tính biến

phân, ..... Mặt khác, sự phát triển của các chuyên ngành giải tích đã dẫn

đến những tiến bộ lớn trong lý thuyết phương trình elliptic. Các nghiên

cứu về phương trình elliptic đã được đề cập khá nhiều trong các công
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trình [10,25,32,33,72] và các trích dẫn thêm ở trong đó.

Hiện nay các kết quả về phương trình elliptic, hệ phương trình

elliptic tổng quát như sự tồn tại, không tồn tại nghiệm, tính đa nghiệm

và một số tính chất của nghiệm đã tương đối hoàn chỉnh. Với sự phát

triển không ngừng của khoa học kỹ thuật và công nghệ nhiều bài toán

thực tế cũng như lĩnh vực toán học nhiều bài toán không elliptic đã

xuất hiện như phương trình Tricomi, phương trình elliptic suy biến,

.... đã được nhiều nhà toán học trong và ngoài nước nghiên cứu. Đối

với phương trình elliptic suy biến phi tuyến đã được nhiều nhà toán

học nước ngoài đã nghiên cứu như trong các công trình [30, 31, 35, 37]

và các trích dẫn các bài báo đó. Một số tác giả trong nước đã nghiên

cứu các phương trình, hệ các phương trình elliptic suy biến phi tuyến,

phương trình parabolic suy biến, và phương trình hyperbolic suy biến

như trong [2, 3, 20, 36, 52, 69, 71, 73–76] và các trích dẫn các bài báo đó.

Các kết quả đã đạt được là: sự tồn tại, không tồn tại nghiệm và tính đa

nghiệm, tính chính quy và một số tính chất nghiệm của bài toán biên

cho phương trình elliptic suy biến, sự tồn tại nghiệm, dáng điệu tiệm cận

nghiệm của phương trình parabolic suy biến, sự tồn tại nghiệm, dáng

điệu tiệm cận nghiệm của phương trình hyperbolic suy biến. Hơn nữa,

các ứng dụng trong thực tế cũng được nghiên cứu và công bố như môi

trường có cơ hai cơ chế lan truyền, chuyển động của hạt lượng tử trong

các đa tạp Riemannian suy biến, mô tả phân tán của sóng trong môi

trường suy biến xem trong [26–28].

Năm 1970 trong [31] nhà toán học người Nga V. V. Grushin đã

đưa ra và nghiên cứu toán tử dạng

Gk := ∆x + |x|2k∆y với (x, y) ∈ D ⊂ RN1+N2, N1, N2 ≥ 1, k ∈ Z+

trong đó D là miền bị chặn trong không gian RN1+N2 có biên trơn và

chứa gốc toạ độ. Ta gọi toán tử này là toán tử Grushin. Đây là ví dụ
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điển hình cho lớp toán tử elliptic suy biến, hơn nữa toán tử này toán tử

hypoelliptic. Kết quả mà V. V. Grushin đạt được là nếu Gkv là hàm khả

vi vô hạn trong miền D thì v cũng khả vi vô hạn trong miền D và một số

tính chất địa phương của toán tử Gk được trình bày chi tiết trong [31].

Từ năm 1970 đến nay đã nhiều nhà toán học nghiên cứu tồn tại nghiệm

yếu, không tồn tại nghiệm yếu, tính đa nghiệm của phương trình elliptic

suy biến và hệ phương trình elliptic suy biến chứa toán tử Grushin xem

trong [19–21,67,69,73,74,81] và các trích dẫn các bài báo đó.

Năm 2012, các tác giả Phạm Thị Thuỷ và Nguyễn Minh Trí trong

[70], đã nghiên cứu bài toán−Pk1,k2v + g(v) = 0 trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,
(1)

trong đó k1, k2 ≥ 0

Pk1,k2 := ∆x + ∆y + |x|2k1|y|2k2∆z

và D là miền giới nội với biên trơn trong không gian RN1+N2, x ∈ RN1,

y ∈ RN2,z ∈ RN3, g(ξ) = ξ|ξ|γ−1. Nhóm tác giả đã xây dựng được đồng

nhất thức kiểu Pohozeav từ đó chỉ ra điều kiện không tồn tại nghiệm

không tầm thường của bài toán khi γ >
4

N1 +N2 + (1 + k1 + k2)N3 − 2
với D là Pk1,k2- hình sao. Các tác giả đã chỉ ra số mũ tới hạn của định lí

nhúng là 2∗k1,k2 :=
2Nk1,k2

Nk1,k2 − 2
với Nk1,k2 := N1 +N2 + (1 + k1 + k2)N3, từ

đó chứng minh bài toán trên có nghiệm không tầm thường với một lớp

hàm phi tuyến g có độ tăng nhỏ hơn
Nk1,k2 + 2

Nk1,k2 − 2
.

Năm 2012, các tác giả Alessia E. Kogoj và Ermanno Lanconelli

trong [37] đã nghiên cứu toán tử tổng quát cho hai toán tử Grushin và

toán tử Pk1,k2. Kết quả mà các tác giả Alessia E. Kogoj và Ermanno

Lanconelli đạt được là đã chỉ ra số mũ tới hạn của định lí nhúng kiểu

Sobolev, xây dựng được đồng nhất thức kiểu Pohozaev từ đó chứng minh

6



được sự không tồn tại nghiệm không tầm thường. Hơn nữa, sử dụng định

lý nhúng kiểu Sobolev các tác giả đã chứng minh được sự tồn tại nghiệm

yếu và tính chính quy của nghiệm yếu đối với bài toán biên dạng:∆γv − λv + g(X, v) = 0 trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,
(2)

với D là tập mở bị chặn có biên trơn trong không gian RN , λ ≥ 0 và

toán tử ∆γ số chiều thuần nhất Ñ được định nghĩa trong Chương 1.

Hàm g : D× R→ R là hàm liên tục thỏa mãn các điều kiện:

• g(X, τ) = o(τ) khi τ → 0 là đều theo X ∈ D,

• g(X, τ) = o(τ
Ñ+2

Ñ−2 ) khi τ →∞ là đều theo X ∈ D,

• Tồn tại các hằng số µ0 > 2,M0 > 0 thỏa mãn các điều kiện

τg(X, τ) > µ0G(X, τ) khi |τ | > M0,

G(X, τ) > 0 khi τ > M0

với G(X, τ) =
τ∫
0

g(X, t)dt.

Từ năm 2012 đến nay nhiều nhà toán học trong và ngoài nước đã

nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu, tính đa nghiệm và một số tính chất

của nghiệm đối với phương trình elliptic suy biến và hệ phương trình

elliptic suy biến chứa toán tử ∆γ hoặc các trường hợp riêng của toán tử

này như trong [3–5,16,16–18,39–44,48–51,53, 55–57,64, 64] và các trích

dẫn các bài báo đó.

Việc nghiên cứu sự tồn tại, tính đa nghiệm và một số tính chất

nghiệm của phương trình elliptic suy biến và hệ phương trình elliptic

suy biến là vấn đề thời sự đang được nhiều nhà toán học trong và ngoài

nước nghiên cứu, như các vấn đề sau:
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• Tính đa nghiệm và một số tính chất của nghiệm đối với phương

trình elliptic suy biến nửa tuyến tính dạng

−∆γv = f(X, v) + g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

trong đó D là miền bị chặn với biên trơn trong không gian RN , N ≥ 2,

f(X, τ) là lẻ theo τ và g(X, τ) là số hạng nhiễu của phương trình.

• Sự tồn tại nghiệm và không tồn tại nghiệm yếu không tầm thường

của phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính dạng:

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

với D là miền bị chặn với biên trơn trong không gian RN và toán tử

∆k1,k2
k3,k4

có dạng ∆k1,k2
k3,k4

:= ∆x + ∆y + |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆z ở đây

X = (x, y, z) ∈ RN1×RN2×RN3 và N = N1+N2+N3, ki ≥ 0, i = 1, . . . , 4.

• Sự tồn tại nghiệm yếu và một số tính chất của nghiệm yếu đối

với hệ phương trình elliptic suy biến dạng:
−ε2∆k1,k2

k3,k4
v + κ(X)v = H(X, v, w) với X ∈ RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = K(X, v, w) với X ∈ RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞,

trong đó H(., ., .),K(., ., .) là các hàm cho trước

Với các vấn đề mở ở trên, trong luận án này chúng tôi nghiên cứu

sự tồn tại nghiệm yếu, không tồn tại nghiệm yếu, tính đa nghiệm yếu và

một số tính chất của nghiệm yếu đối với phương trình elliptic suy biến

và hệ phương trình elliptic suy biến.
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2. Mục đích nghiên cứu

Trong Luận án này chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu,

không tồn tại nghiệm, tính đa nghiệm và một số tính chất nghiệm của

nghiệm yếu đối với phương trình elliptic suy biến trong miền bị chặn, và

đối với hệ phương trình elliptic suy biến trong toàn không gian, cụ thể:

Nội dung 1 : Nghiên cứu sự nhiều nghiệm yếu và một số tính chất

của nghiệm yếu đối với phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính

dạng

−∆γv = f(X, v) + g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

trong đó D là một miền bị chặn có chứa gốc tọa độ với biên trơn trong

không gian RN , N ≥ 2, f(X, τ) là lẻ theo τ và g(X, τ) là số hạng nhiễu

của phương trình.

Nội dung 2 : Nghiên cứu sự không tồn tại nghiệm trong miền hình

sao và sự tồn tại nghiệm yếu không tầm thường của phương trình elliptic

suy biến nửa tuyến tính

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

với D là miền bị chặn có biên trơn trong không gian RN và RN và toán

tử ∆k1,k2
k3,k4

có dạng ∆k1,k2
k3,k4

:= ∆x+∆y+ |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆z ở đây

X = (x, y, z) ∈ RN1×RN2×RN3 và N = N1+N2+N3, ki ≥ 0, i = 1, . . . , 4.

Nội dung 3 : Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu và một số tính chất

của nghiệm đối với hệ phương trình elliptic suy biến
−ε2∆k1,k2

k3,k4
v + κ(X)v = H(X, v, w) trong RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = K(X, v, w) trong RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞,

trong đó H(., ., .),K(., ., .) là các hàm cho trước.
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3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu chính của luận án là phương trình elliptic

suy biến và hệ phương trình elliptic suy biến. Cụ thể, luận án tập trung

vào việc nghiên cứu các khía cạnh sau của nghiệm yếu:

• Sự tồn tại nghiệm.

• Sự không tồn tại nghiệm.

• Tính đa nghiệm.

• Một số tính chất khác của nghiệm.

Phạm vi nghiên cứu của luận án được chia thành ba phần chính, tương

ứng với ba chương nội dung:

1. Phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính trong miền bị chặn:

• Đối tượng: Phương trình có dạng

−∆γv = f(X, v) + g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D.

• Phạm vi: Luận án tập trung nghiên cứu vấn đề đa nghiệm và

một số tính chất của nghiệm yếu. Miền D được xét là một miền

bị chặn có chứa gốc tọa độ và biên trơn trong không gian RN .

2. Phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính trong miền bị chặn:

• Đối tượng: Bài toán biên có dạng

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D.

• Phạm vi: Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu không tầm thường

và sự không tồn tại nghiệm trong miền hình sao.

3. Hệ phương trình elliptic suy biến trong toàn không gian RN :
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• Đối tượng: Hệ phương trình dạng:
−ε2∆k1,k2

k3,k4
v + κ(X)v = H(X, v, w) trong RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = K(X, v, w) trong RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞.

với điều kiện v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞.

• Phạm vi: Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu và một số tính

chất của nghiệm, đồng thời đánh giá nghiệm trong không gian

Sobolev có trọng tương ứng.

4. Phương pháp nghiên cứu và công cụ nghiên cứu

Trong luận án này chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu lý

thuyết cơ bản trong lĩnh vực giải tích toán học, vận dụng các công cụ

của giải tích hàm phi tuyến và lý thuyết không gian Sobolev:

• Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu và vấn đề nhiều nghiệm cũng

như một số tính chất nghiệm của nghiệm yếu đối với lớp phương

trình, hệ phương trình elliptic suy biến, chúng tôi sử dụng các công

cụ của giải tích hàm phi tuyến và lý thuyết phương trình đạo hàm

riêng phi tuyến. Cụ thể như một số định lý về điểm tới hạn (Định lý

qua núi, Định lý biến dạng), Định lý nhúng kiểu Sobolev có trọng.

• Để nghiên cứu sự không tồn tại nghiệm chúng tôi xây dựng các

đồng nhất thức kiểu Pohozaev tương ứng đối với toán tử ∆k1,k2
k3,k4

và

khai thác cấu trúc hình học của miền đang xét để chỉ ra sự không

tồn tại nghiệm không tầm thường của bài toán.

5. Các kết quả đạt được và ý nghĩa của đề tài

Các kết quả của luận án là mới, có ý nghĩa khoa học và góp phần

vào hoàn thiện lý thuyết về lớp phương trình elliptic suy biến, hệ phương
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trình elliptic suy biến. Các kết quả của luận án được công bố trong 04

bài báo trên các tạp chí chuyên ngành quốc tế gồm 01 bài SCIE, 02 bài

ESCI và 01 bài trong tuyển tập ISAAC-ICMAM 2024, cụ thể như sau:

Đối với phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính dạng:

−∆γv = f(X, v) + g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

trong đó D là một miền bị chặn có chứa gốc tọa độ với biên trơn trong

không gian RN , N ≥ 2, f(X, τ) là lẻ theo τ và g(X, τ) là số hạng nhiễu

của phương trình. Kết quả mà chúng tôi đạt được trong chương này là

chỉ ra được lớp hàm phi tuyến g, f mà bài toán có vô số nghiệm. Hơn

nữa, phiếm hàm năng lượng của bài toán tại các nghiệm là âm và nghiệm

dần hội tụ về 0 trong không gian có trọng tương ứng. Kết quả đã được

công bố trong bài báo [1] trong Danh mục công trình khoa học của tác

giả liên quan đến luận án.

Đối với phương trình elliptic suy biến dạng:

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

trong đó D là miền bị chặn với biên trơn trong không gian RN . Kết quả

đạt được trong chương này là chỉ ra được đồng nhất thức kiểu Pohozeav

từ đó chỉ ra các trường hợp hàm phi tuyến để phương trình không có

nghiệm không tầm thường. Hơn nữa, sử dụng phương pháp biến phân

chúng tôi đã chứng minh được một lớp hàm phi tuyến tương ứng mà bài

toán có nghiệm yếu không tầm thường. Kết quả đã được công bố trong

bài báo [2] trong Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan

đến luận án.

Đối với hệ phương trình elliptic suy biến dạng
−ε2∆k1,k2

k3,k4
v + κ(X)v = H(X, v, w) trong RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = K(X, v, w) trong RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞,
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trong đó H(., ., .),K(., ., .) là các hàm cho trước. Kết quả mà chúng tôi

đạt được trong chương này là chỉ ra lớp hàm phi tuyến tương ứng mà

bài toán có nghiệm yếu không tầm thường và đánh giá nghiệm trong

không gian Sobolev có trọng tương ứng. Kết quả đã được công bố trong

bài báo [3,4] trong Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan

đến luận án.

Hơn nữa, các kết quả này đã được báo cáo tại:

• Xêmina của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán - Tin, Trường Đại học

Sư phạm Thái Nguyên;

• Hội thảo “Toán học và các ngành liên quan” của Viện Toán học

được tổ chức tại Trường Đại học Hoa Lư tháng 4/2023.

6. Cấu trúc luận án

Ngoài các phần mở đầu, tổng quan, kết luận, kiến nghị, danh mục

các công trình được công bố và danh mục tài liệu tham khảo, luận án

bao gồm 4 chương.

Chương 1 trình bày một số kiến thức chuẩn bị cho các chương sau.

Chương 2 trình bày kết quả nghiên cứu tính đa nghiệm của phương

trình elliptic suy biến nửa tuyến tính dạng

−∆γv = f(X, v) + g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

với D là một miền bị chặn có chứa gốc tọa độ và biên ∂D trơn trong

không gian RN , với N ≥ 2, f(X, τ) là lẻ theo τ và g(X, τ) là số hạng

nhiễu của phương trình.

Chương 3 trình bày kết quả nghiên cứu sự tồn tại và không tồn

tại nghiệm của bài toán biên elliptic suy biến

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,
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với D là miền bị chặn có biên trơn trong không gian RN ở đó N ≥ 3 và

toán tử ∆k1,k2
k3,k4

có dạng ∆k1,k2
k3,k4

:= ∆x + ∆y + |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆z

ở đây X = (x, y, z) ∈ RN1 ×RN2 ×RN3 và N = N1 +N2 +N3, ki ≥ 0, i =

1, . . . , 4.

Chương 4 trình bày kết quả nghiên cứu sự tồn tại và tính chất

nghiệm của hệ phương trình elliptic suy biến
−ε2∆k1,k2

k3,k4
v + κ(X)v = H(X, v, w) với X ∈ RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = K(X, v, w) với X ∈ RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞,

với H(., ., .),K(., ., .) là các hàm cho trước.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này chúng tôi trình bày một số khái niệm và kết quả

phục vụ cho các chương sau, với các nội dung cụ thể như sau: Khái niệm

toán tử elliptic suy biến, các ví dụ, một số không gian hàm tương ứng

với toán tử elliptic suy biến, các kết quả về phép nhúng tương ứng của

các không gian đó và một số định lý điểm tới hạn.

1.1. Toán tử elliptic suy biến

Trong mục này ta trình bày khái niệm toán tử elliptic suy biến và

đưa ra hai lớp toán tử elliptic suy biến là toán tử ∆γ được trình bày

trong [37] và toán tử ∆k1,k2
k3,k4

.

Xét toán tử vi phân

P(X,D) =
∑
|α|≤m

fα(X)Dα,

với D là miền bị chặn với biên trơn trong không gian RN , N ∈ N, N ≥ 2

và X = (x1, x2, ..., xN) ∈ D, α = (α1, ..., αn) ∈ NN ,

|α| = α1 + α2 + ...+ αN , D = (D1, ..., DN), Dj = −i ∂
∂xj

, j = 1, . . . , N,

Dα = Dα1Dα2...Dαn = (−i)|α| ∂|α|

∂α1x1...∂αnxN
, fα(X) ∈ C(D) là các hàm

trơn cho trước.
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Ta đặt

ξα = ξα1
1 ξ

α2
2 ...ξ

αN
N , với ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξN) ∈ RN .

Hàm số P(α, ξ) =
∑
|α|≤m

fα(N)ξα được gọi là biểu trưng của toán

tử P (N,D). Hàm số Pm(α, ξ) =
∑
|α|=m

fα(N)ξα được gọi là biểu trưng

chính của toán tử P(X,D). Khi đó toán tử P (X,D) được gọi là elliptic

tại X ∈ D nếu với mọi ξ ∈ RN thỏa mãn Pm(X, ξ) = 0 khi và chỉ khi

ξ = 0.

Toán tử P(X,D) được gọi là elliptic trên miền D nếu nó elliptic

tại mọi X ∈ D.
Ta xét toán tử

∆k1,k2
k3,k4

:= ∆x + ∆y + |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆z,

trong đó X = (x1, x2, ..., xN1
) ∈ RN1, y = (y1, y2, ..., yN2

) ∈ RN2, N =

N1 +N2 +N3, z = (z1, z2, ..., zN3
) ∈ RN3, k1 +k2 +k3 +k4 > 0, ki ≥ 0, i =

1, . . . , 4. Toán tử có biểu trưng và biểu trưng chính là

P
k1,k2
k3,k4

(x, y, z, ξ) = −
[
ξ2

1 + ξ2
2 + ...+ ξ2

N1
+ ξ2

N1+1 + ...+ ξ2
N1+N2

+
(
ξ2
N1+N2+1 + ...+ ξ2

N1+N2+N3

)
|x|2k1 |y|2k2

(
|x|k3 + |y|k4

)2 ]
.

Xét tại điểmM0(x
0, y0, z0), nếu x0 6= 0 và y0 6= 0 thì Pk1,k2k3,k4

(x, y, z, ξ) =

0 khi và chỉ khi ξi = 0, i = 1, ..., N1 +N2 +N3. Do vậy ∆k1,k2
k3,k4

là toán tử

elliptic tại M0.

Nếu x0 = 0 hoặc y0 = 0 thì tồn tại ξ = (0, ..., 0, 1) 6= 0 mà

P
k1,k2
k3,k4

(x, y, z, ξ) = 0. Do vậy ∆k1,k2
k3,k4

không là toán tử elliptic tại điểm có

x0 = 0 hoặc y0 = 0. Khi đó toán tử ∆k1,k2
k3,k4

là toán tử elliptic suy biến

trong miền D, trong đó D là một miền trong không gian RN có giao khác

rỗng với mặt phẳng x = 0 hoặc y = 0.

Tiếp theo ta sẽ giới thiệu toán tử ∆γ-Laplace (xem trong [37]) lớp

này là tổng quát của toán tử Grushin nhưng lớp toán tử ∆k1,k2
k3,k4

nói trên

16



không thỏa mãn lớp toán tử này. Xét toán tử

∆γ :=
N∑
`=1

∂

∂x`

(
γ2
`

∂

∂x`

)
,

với

γ` : RN −→ RN

(x1, . . . , xN) 7−→ γ` (x1, . . . , xN) = γ`(X)

thỏa mãn γ` là các hàm liên tục với ` = 1, 2, . . . , N và γ` > 0, với

` = 1, 2, . . . , N trong RN\Σ, ở đó

Σ :=

{
X = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN :

N∏
`=1

x` = 0

}
.

Hơn nữa các hàm γ`(X) thỏa mãn các điều kiện sau:

i) Tồn tại nhóm {δs}s>0 thỏa mãn:

δs : RN −→ RN

(x1, . . . , xN) 7−→ δs (x1, . . . , xN) =
(
st1x1, . . . , s

tNxN
)
,

với 1 = t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tN , sao cho γj là δs-thuần nhất bậc t`− 1, tức là

với mọi X ∈ RN , s > 0 ta có

γ` (δs (X)) = st`−1γ` (X) , ` = 1, . . . , N

ii) γ1(X) ≡ 1, γ` (X) = γ` (x1, x2, . . . , x`−1) , ` = 2, . . . , N ;

iii) Với mỗi X ∈ RN sao cho γ` (X) = γ` (X∗) , ` = 1, 2, . . . , N, với

X∗ = (|x1| , . . . , |xN |) nếu X = (x1, x2, . . . , xN);

iv) Tồn tại hằng số ρ ≥ 0 thỏa mãn

0 ≤ xk∂xkγ` (X) ≤ ργ` (X) ,∀k ∈ {1, 2, . . . , `− 1} ,∀` = 2, . . . , N,

với mỗi X ∈ RN
+ :=

{
X = (x1, . . . , xN) ∈ RN : x` ≥ 0,∀` = 1, 2, . . . , N

}
;

Khi đó toán tử ∆γ là δs-thuần nhất bậc hai, tức là

∆γ

(
v(δs)(X)

)
= s2(∆γv) (δs (X)) .
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Ta định nghĩa Ñ là số chiều thuần nhất của không gian RN đối

với nhóm {δs}s>0, tức là

Ñ := t1 + t2 + · · ·+ tN .

1.2. Không gian Sobolev có trọng và định lý nhúng

Nội dung phần này trình bày không gian Sobolev có trọng tương

ứng với toán tử suy biến.

a) Không gian Sobolev có trọng trong miền bị chặn tương ứng với

toán tử ∆γ-Laplace và định lý nhúng

Giả sử D là một miền bị chặn có chứa gốc tọa độ với biên trơn

trong không gian RN với N > 2. Ta định nghĩa như sau

Định nghĩa 1.1. Ta định nghĩa không gian Sqγ(D) với 1 ≤ q < ∞
là tập tất cả các hàm v ∈ Lq(D) thỏa mãn γ`∂x`v ∈ Lp(D) với mọi

` = 1, 2, . . . , N .

Chuẩn trong Sqγ(D) được định nghĩa như sau:

‖v‖Sqγ(D) :=


∫
D

(
|v|q +

N∑
`=1

|γ`∂x`v|
q

)
dX


1
q

.

Nếu q = 2 ta định nghĩa tích vô hướng trong S2
γ(D) như sau:

(v, w)S2γ(D) = (v, w)L2(D) +
N∑
`=1

(γ`∂x`v, γ`∂x`w)L2(D) .

Trong đó, không gian S
q
γ,0(D) là bao đóng của C1

0(D) trong không

gian Sqγ(D) và không gian C1
0(D) là tập các hàm khả vi liên tục cấp một

và có giá compact trong D.

Với v ∈ S2
γ,0 (D), ta đặt

∇γv := (γ1∂x1v, γ2∂x2v, . . . , γN∂xNv) , |∇γv| :=
( N∑
`=1

|γ`∂x`v|
2
) 1

2

.
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Từ Mệnh đề 3.2 và Định lý 3.3 trong [37], ta có định lý nhúng kiểu

Sobolev sau:

Định lý 1.1. Giả sử Ñ > 2. Khi đó phép nhúng

S2
γ,0 (D) ↪→ L2∗γ (D) , trong đó 2∗γ :=

2Ñ

Ñ − 2
,

là liên tục, nghĩa là tồn tại hằng số C2∗γ thỏa mãn

‖v‖
L2∗γ (D)

≤ C2∗γ ‖v‖S2γ,0(D) ,∀v ∈ S2
γ,0(D).

Hơn nữa, với mỗi q ∈ [1, 2∗γ) ta có phép nhúng S2
γ,0 (D) ↪→↪→ Lq (D) là

compact, ở đây Lq(D) là không gian Lebesgue với chuẩn ‖·‖Lq(D) .

b) Không gian Sobolev có trọng trong miền bị chặn tương ứng với

toán tử ∆k1,k2
k3,k4

-Laplace và định lý nhúng

Ta đặt

Nk1,k2
k3,k4

:= N1 +N2 + (1 + k1 + k2 + k3 + k4)N3, 2̃∗ :=
2Nk1,k2

k3,k4

Nk1,k2
k3,k4
− 2

.

∇k1,k2
k3,k4

:=
(
∇x,∇y, |x|k1 |y|k2

(
|x|k3 + |y|k4

)
∇z

)
.

Định nghĩa 1.2. Không gian Λ2(D) là tập tất cả các hàm v ∈ C(D)

thỏa mãn tồn tại các đạo hàm riêng
∂v

∂xi
,
∂v

∂yj
,

|x|k1 |y|k2
(
|x|k3 + |y|k4

) ∂v

∂zk
,
∂2v

∂x2
i

,
∂2v

∂y2
j

, |x|k1 |y|k2
(
|x|k3 + |y|k4

) ∂2v

∂z2
`

và thác triển liên tục tới biên D, trong đó i = 1, . . . , N1, j = 1, . . . , N2,

` = 1, . . . , N3.

Định nghĩa 1.3. Cho D là một miền bị chặn trong không gian RN .

không gian Sq1(D) với 1 ≤ q < +∞ là tập tất cả các hàm v ∈ Lq(D) thỏa

mãn ∇xv,∇yv, |x|k1 |y|k2
(
|x|k3 + |y|k4

)
∇zv ∈ Lq(D) với chuẩn tương

ứng là:
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‖v‖Sq1(D) :=

{∫
D

(
|v|q +

N1∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣q +

N2∑
j=1

∣∣∣∣ ∂v∂yj
∣∣∣∣q

+ |x|qk1 |y|qk2
(
|x|k3 + |y|k4

)q N3∑
`=1

∣∣∣∣ ∂v∂z`
∣∣∣∣q
)

dX

} 1
q

.

Nếu q = 2 không gian S2
1(D) là không gian Hilbert với tích vô hướng như

sau:

(v, w)S21(D) = (v, w)L2(D) + (∇xv,∇xw)L2(D) + (∇yv,∇yw)L2(D)

+
(
|x|k1 |y|k2

(
|x|k3 + |y|k4

)
∇zv, |x|k1 |y|k2

(
|x|k3 + |y|k4

)
∇zw

)
L2(D)

.

Không gian Sq1,0(D) định nghĩa là bao đóng của C1
0(D) trong không gian

Sq1(D).

Sử dụng Bổ đề 2 trong [70] và chứng minh tương tự như Mệnh đề

2, Mệnh đề 4 trong [70], ta có định lý nhúng kiểu Sobolev trong không

gian có trọng Sq1,0(D) sau:

Định lý 1.2. Giả sử D là một miền bị chặn trong không gian RN cùng

với biên của D là trơn thỏa mãn D ∩ {x = 0, y = 0} 6= ∅ và 1 ≤ q < Ñ.

Khi đó ta có phép nhúng

Sq1,0(D) ↪→ Lp(D), trong đó 1 ≤ p ≤
qNk1,k2

k3,k4

Nk1,k2
k3,k4
− q

là liên tục, tức là tồn tại hằng số dương Cq > 0 thỏa mãn

‖u‖Lp(D) ≤ Cq ‖u‖Sp1,0(D) , ∀u ∈ Sq1,0(D).

Hơn nữa, phép nhúng

Sq1,0(D) ↪→↪→ L

qN
k1,k2
k3,k4

N
k1,k2
k3,k4

−q
−ε

(D)

là compact với ε dương đủ nhỏ,
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Nhận xét 1.1. Từ Định lý 1.2, ta có chuẩn ‖·‖Sq1,0(D) và chuẩn |‖·‖|Sq1,0(D)

là tương đương, trong đó với mỗi v ∈ Sq1,0(D) ta định nghĩa chuẩn

|‖·‖|Sq1,0(D) như sau:

|‖v‖|Sq1,0(D) :

=


∫
D

(
|∇xv|q + |∇yv|q + |x|qk1 |y|qk2

(
|x|k3 + |y|k4

)q
|∇zv|q

)
dX


1
q

.

c) Không gian Sobolev có trọng trong toàn không gian tương ứng

với toán tử ∆k1,k2
k3,k4

-Laplace và định lý nhúng

Ta giả sử hàm κ : RN → R thỏa mãn điều kiện

(B0) κ ∈ C(RN ,R) và tồn tại hằng số M > 0 thỏa mãn

κ(0) = inf
X∈RN

κ(X) = 0,Vol
({
X ∈ RN , κ(X) ≤M

})
<∞;

Định nghĩa 1.4. Với 1 ≤ q < +∞, bao đóng của không gian C∞0 (RN)

với chuẩn

‖v‖Sqk1,k2,k3,k4(RN ) :=

∫
RN

(
|v|q +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣q) dX

 1
p

, dX := dxdydz.

được ký hiệu là Spk1,k2,k3,k4(R
N).

Khi q = 2 khi đó tích vô hướng trên không gian S2
k1,k2,k3,k4

(RN)

được định nghĩa như sau:

(v, w)S2
k1,k2,k3,k4

(RN ) = (v, w)L2(RN ) + (∇k1,k2
k3,k4

v,∇k1,k2
k3,k4

w)L2(RN ).

Ta ký kiệu

S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R

N) :=v ∈ S2
k1,k2,k3,k4

(RN) :

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 + λκ(X)v2

)
dX < +∞


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với κ(X) thỏa mãn điều kiện (B0), khi đó không gian S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R

N)

là không gian Hilbert với chuẩn như sau:

‖v‖S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(RN ) =

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 + λκ(X)v2

)
dX

 1
2

.

Do κ(X) thỏa mãn điều kiện (B0), nên phép nhúng

S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R

N) ↪→ S2
k1,k2,k3,k4

(RN) là liên tục. Chứng minh tương

tự như Bổ đề 2.2 trong [49], ta có kết quả sau:

Định lý 1.3. Giả sử κ(X) thỏa mãn điều kiện (B0). Khi đó ta có

phép nhúng S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R

N) ↪→ Lq(RN) với 2 ≤ q ≤ 2̃∗ là liên lục.

Hơn nữa, phép nhúng S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R

N) ↪→↪→ Lq(RN) là compact với

2 ≤ q < 2̃∗.

Đặt H = S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R

N) × S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R

N), khi đó H là

không gian Hilbert với chuẩn

‖(v, w)‖H =

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 + λκ(X)v2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2 + λκ(X)w2

)
dX

 1
2

,

với mỗi (v, w) ∈ H.

1.3. Một số kết quả của lý thuyết điểm tới hạn

Mục này, ta trình bày một số kết quả về điểm tới hạn và giá trị

tới hạn để sau này áp dụng trong chứng minh sự tồn tại nghiệm và vấn

đề nhiều nghiệm của bài toán Dirichlet đối với phương trình elliptic suy

biến được trích dẫn trong các tài liệu [12], [66]. Trước tiên ta nhắc lại

khái niệm đạo hàm của phiếm hàm trên không gian Banach.

Cho z là không gian Banach phản xạ và z∗ là không gian đối

ngẫu của z.

Định nghĩa 1.5. Cho V là một tập con mở trong không gian z. Ta nói

một hàm Ψ : V → R có đạo hàm Gateaux tại điểm v ∈ V nếu tồn tại

g ∈ z∗ sao cho với mọi h ∈ z ta có
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lim
t→0

Ψ(v + th)−Ψ(v)− 〈g, th〉
t

= 0

Đạo hàm Gateaux tại v của phiếm hàm Ψ, ký hiệu là Ψ′(v).

Định nghĩa 1.6. Ta nói phiếm hàm Ψ có đạo hàm Fréchet tại v ∈ V
nếu tồn tại g ∈ z∗ sao cho

lim
h→0

Ψ(v + h)−Ψ(v)− 〈g, h〉
‖h‖z

= 0.

Ta nói phiếm hàm Ψ ∈ C1(V,R) nếu đạo hàm Fréchet của Ψ tồn

tại và liên tục tại mọi điểm v ∈ V .

Dễ thấy rằng nếu Ψ khả vi Fréchet thì Ψ cũng khả vi Gateaux.

Điều ngược lại không phải luôn đúng, tuy nhiên nếu đạo hàm Gateaux

Ψ′ là liên tục thì Ψ cũng khả vi Fréchet.

Khi đó, điểm v ∈ z được gọi là điểm tới hạn của phiếm hàm Ψ

nếu Ψ′(v) = 0. Số c ∈ R được gọi là một giá trị tới hạn của phiếm hàm

Ψ nếu tồn tại v ∈ z sao cho Ψ′(v) = 0 và Ψ(v) = c. Tiếp theo, ta đưa

ra khái niệm về điều kiện Palais-Smale của phiếm hàm, điều kiện này

được giới thiệu bởi R. Palais và S.Smale vào năm 1964 (xem [60]).

Định nghĩa 1.7. Cho phiếm hàm Ψ ∈ C1(z,R). Với mỗi số thực c,

phiếm hàm Ψ được gọi là thỏa mãn điều kiện Palais-Smale tại mức c,

ký hiệu là (PS)c, nếu với bất kỳ dãy {vn}∞n=1 ⊂ z thoả mãn

Ψ(vn)→ c và ‖Ψ′(vn)‖z∗ → 0 khi n→∞

khi đó tồn tại một dãy con {vnk}∞k=1 hội tụ mạnh trong không gian z.

Nếu Ψ thỏa mãn điều kiện (PS)c với mọi c > 0 khi đó ta nói Ψ

thỏa mãn điều kiện Palais-Smale.

Tuy nhiên, trong khi áp dụng có những tình huống phiếm hàm

không thoả mãn điều kiện Palais-Smale, mà vẫn có điểm tới hạn. Khi

đó, ta có thể thay thế điều kiện Palais-Smale bằng một điều kiện compact

của Cerami được đưa ra vào những năm 1970 (xem [12]).
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Định nghĩa 1.8. Cho phiếm hàm Ψ ∈ C1(z,R). Với mỗi c ∈ R, phiếm
hàm Ψ được gọi là thỏa mãn điều kiện (C)c nếu với mỗi dãy {vn}∞n=1 ⊂ z
thỏa mãn

Ψ(vn)→ c và (1 + ‖vn‖z) ‖Ψ′(vn)‖z∗ → 0 khi n→∞

thì tồn tại một dãy con {vnk}∞k=1 của dãy {vn}∞n=1 hội tụ mạnh trong z.

Nếu Ψ thỏa mãn điều kiện (C)c với mọi c > 0 thì ta nói Ψ thỏa

mãn điều kiện Cerami.

Khi đó, ta có các phiên bản của Định lý qua núi (Mountain Pass

Theorem).

Định lý 1.4 (Xem trong [66]). Cho z là không gian Banach thực và

phiếm hàm Ψ ∈ C1(z,R) thỏa mãn điều kiện (PS)c với mỗi c ∈ R, và
Ψ thỏa mãn các điều kiện sau: Ψ(0) = 0,

(i) tồn tại các hằng số dương ρ0, τ sao cho với mọi v ∈ z thỏa mãn

‖v‖z = ρ0 thì Ψ(v) ≥ τ ;

(ii) tồn tại điểm v1 ∈ z, ‖v1‖z ≥ ρ0 sao cho Ψ(v1) ≤ 0.

Khi đó β := inf
θ∈Θ

max
0≤t≤1

Ψ(θ(t)) ≥ τ là giá trị tới hạn của phiếm hàm Ψ, ở

đây

Θ := {θ ∈ C ([0; 1],z) : θ(0) = 0, θ(1) = v1}.

Định lý 1.5 (Xem trong [12]). Giả sử z là không gian Banach thực và

phiếm hàm Ψ ∈ C1(z,R) thỏa mãn điều kiện (C)c với mỗi c ∈ R và J

thỏa mãn các điều kiện Ψ(0) = 0, hơn nữa

(i) tồn tại hằng số ρ, τ > 0 thỏa mãn Ψ(u) ≥ τ với mọi ‖v‖z = ρ;

(ii) tồn tại điểm v1 ∈ z, ‖v1‖z > ρ thỏa mãn Ψ(v1) ≤ 0.

Khi đó β := inf
θ∈Θ

max
0≤t≤1

Ψ(θ(t)) ≥ τ là giá trị tới hạn của phiếm hàm

Ψ, ở đây

Θ := {θ ∈ C ([0; 1],z) : θ(0) = 0, θ(1) = v1}.
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1.4. Một số không gian hàm và tính chất

Trong mục này ta giới thiệu hai lớp không gian hàm và một số

tính chất của các lớp không gian hàm này.

Định nghĩa 1.9. Giả sử σ là một hàm đo được trên D và q là số thực

dương. Xét ánh xạ

Tσ : S2
1,0(D) −→ Lq(D)

v 7−→ σv.

Ta có các định nghĩa sau:

(i) C2,q là tập tất cả các hàm σ thỏa mãn Tσ là ánh xạ liên tục từ

S2
1,0(D) vào Lq(D),

(ii) K2,q là tập tất cả các hàm σ sao cho Tσ là ánh xạ compact từ S2
1,0(D)

vào Lq(D).

Ta sẽ trình bày một số tính chất của các không gian C2,q và K2,q,

việc chứng minh các tính chất được trình bày một cách tường minh

trong [42].

Định lý 1.6. Giả sử ω1 ∈ C2,q1, ω2 ∈ C2,q2 sao cho ω1 và ω2 là không

âm, trong đó q1, q2 ∈ [1,+∞), q1 < q2. Đặt

ω = ω
q1(p2−q)
q(q2−q1)
1 ω

q2(q−q1)
q(q2−q1)
2 với bất kì q ∈ (q1, q2).

Khi đó ω ∈ C2,q.

Định lý 1.7. Giả sử rằng ω1 ∈ C2,q và ω2 là các hàm đo được trên D sao

cho ω1 ≥ 0 và |ω2| ≤ ω1
t0, ở đó q ∈ [1, 2̃∗), t0 ∈ (0, 1). Khi đó ω2 ∈ K2,q.

Từ Định lý 1.7, ta có các kết quả sau:

Hệ quả 1.1. Cho q ∈ [1, 2̃∗), η ∈
(

2qN
k1,k2
k3,k4

2N
k1,k2
k3,k4

−q(Nk1,k2
k3,k4

−2)
,+∞

)
và θ ∈

Lη(D). Khi đó θ ∈ K2,q.
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Hệ quả 1.2. Cho q ∈ [1, 2̃∗), t0 trong (0, 1) và η ∈ C2,2. Khi đó θ =

ηt0
2(2̃∗−q)
q(2∗−2) ∈ K2,q.

Sử dụng bất đẳng thức Hölder và Định lý 1.2 ta có:

Định lý 1.8. Cho q ∈ [1, 2̃∗), ω trong K2,q, một hàm h ∈ L
q
q−1 (D) và g

là hàm Carathéodory từ D× R vào R. Giả sử rằng

|g(X, τ)| ≤ |ω(X)|q−1|τ |q−1 + h(X), ∀(X, τ) ∈ D× R.

Khi đó E1(v) ∈ C1(S2
1,0(D),R) và

〈E ′1(v), ϕ〉 =

∫
D

g(X, v(X))ϕ(X)dX

với mọi ϕ ∈ S2
1,0(D), trong đó

E1 (v) =

∫
D

G (X, v(X)) dX,

và G(X, τ) =
τ∫
0

f(X, s)ds.
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Chương 2

Tính đa nghiệm của phương trình

elliptic suy biến nửa tuyến tính

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu vấn đề nhiều nghiệm yếu

và một số tính chất của nghiệm yếu đối với phương trình elliptic suy biến

nửa tuyến tính với số hạng phi tuyến và số hạng nhiễu thoả mãn các

điều kiện cho trước. Sử dụng phương pháp nhiễu của Rabinowitz (xem

trong [63]), với các điều kiện phù hợp của các hàm phi tuyến, chúng tôi

đã chứng minh được tính đa nghiệm yếu của bài toán, hơn nữa phiếm

hàm năng lượng ứng với nghiệm yếu có giá trị âm và dãy nghiệm dần

hội tụ về 0.

Nội dung của chương này dựa trên các bài báo [1] trong Danh mục

công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

2.1. Đặt bài toán

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu phương trình elliptic suy

biến dạng

−∆γv = f(X, v) + g(X, v) trong miền D, (2.1)

v = 0 trên biên ∂D, (2.2)

với D là miền bị chặn có chứa gốc tọa độ và biên ∂D là trơn trong không

gian RN , ở đây f(X, τ) ≡ f1(X, τ) + f2(X, τ),∀(X, τ) ∈ D×R trong đó
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fi : D×R→ R, i = 1, 2 và g : D×R→ R thuộc không gian C(D×R,R)

thỏa mãn các điều kiện

(F1) Tồn tại các hằng số C1 > 0, 1 < q < 2 sao cho

|f1(X, τ)| ≤ C1 |τ |q−1 , ∀(X, τ) ∈ D× R; (2.3)

(F2) Tồn tại hằng số 1 < µ < 2 thỏa mãn

f1(X, τ)τ − µF1(X, τ) ≤ 0, với mọi (X, τ) ∈ D× R,

ở đó F1(X, τ) :=
τ∫
0

f1(x, s)ds;

(F3) Tồn tại các hằng số C2 > 0, 1 < q1 < 2 và 2 < q2 < 2∗γ thỏa mãn

F1(X, τ) ≥ C2(|τ |q1 − |τ |q2), (X, τ) ∈ D0 × R;

ở đây D0 là một tập con mở không rỗng trong D;

(F4) Tồn tại các hằng số C3 > 0 và 2 < q3 < 2∗γ thỏa mãn

|f2(X, τ)| ≤ C3 |τ |q3−1 , với mọi (X, τ) ∈ D× R;

(F5) Hàm fi(X, τ) là lẻ theo τ với mỗi X ∈ D tức là với mọi (X, τ) ∈
D× R ta có fi(X, τ) = −fi(X,−τ), i = 1, 2;

(G) Tồn tại các hằng số C3 > 0, 2 < θ < 2∗γ thỏa mãn

|g(X, τ)| ≤ C3 |τ |θ−1 ,∀(X, τ) ∈ D× R,

và

q

2− q
>

Ñ

θ − 2
. (2.4)

Một ví dụ thoả mãn các điều kiện trên như sau:

Ví dụ 2.1. Ta xét D là một miền bị chặn chứa gốc tọa độ với biên

trơn trong không gian R2. Các hàm γi(x1, x2) được xác định như sau:

γ1(x1, x2) ≡ 1, γ2(x1, x2) = |x1| , khi đó toán tử ∆γ có dạng:

∆γ :=
∂2

∂x2
1

+ x2
1

∂2

∂x2
2

.
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Xét các hàm

f(x1, x2, s) = ψ(x1, x2) |s|−
1
2 s cos |s|

3
2 , g(x1, x2, s) = s

8
3 ,

trong đó ψ(x1, x2) ∈ C(D,R) là hàm đổi dấu trong D. Ta cho:

f1(x1, x2, s) = ψ(x1, x2) |s|−
1
2 s,

f2(x1, x2, s) = ψ(x1, x2) |s|−
1
2 s
(

cos |s|
3
2 − 1

)
.

Khi đó tất cả các điều kiện từ (F1) đến (F5) và (G) là thỏa mãn trong

đó

Ñ = 3; 2∗γ = 6; q = µ = q1 =
3

2
; q2 = q3 = 3, θ =

11

3
.

Định nghĩa 2.1. Hàm v(X) thuộc không gian S2
γ,0(D) được gọi là

nghiệm yếu của Bài toán (2.1)–(2.2) nếu với mọi ϕ ∈ S2
γ,0(D) ta có

đẳng thức sau:∫
D

∇γv · ∇γϕdX −
∫
D

f (X, v)ϕdX −
∫
D

g (X, v)ϕdX = 0.

Để chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán (2.1)–(2.2), ta

sử dụng phương pháp pháp nhiễu của Rabinowitz. Trước hết, ta định

nghĩa phiếm hàm Euler–Lagrange liên kết với bài toán (2.1)–(2.2), như

sau

Υ (v) =
1

2

∫
D

|∇γv|2 dX −
∫
D

F (X, v) dX −
∫
D

G (X, v) dX,

ở đó F (X, τ) :=

τ∫
0

f(X, s)ds và G(X, τ) :=

τ∫
0

g(X, s)ds.

Do hàm f và g thỏa mãn các điều kiện (F1), (F4) và (G) nên áp

dụng Mệnh đề 2.2 trong [49], ta có Υ xác định trên không gian S2
γ,0(D)

và Υ ∈ C1(S2
γ,0(D),R), hơn nữa

〈Υ′(v), ϕ〉 =

∫
D

∇γv · ∇γϕdX −
∫
D

f (X, v)ϕdX −
∫
D

g (X, v)ϕdX

(2.5)

với mọi ϕ ∈ S2
γ,0(D). Từ Định nghĩa 2.1 và (2.5), ta có điểm tới hạn của

phiếm hàm Υ là nghiệm yếu của bài toán (2.1)–(2.2).
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2.2. Tính đa nghiệm của phương trình elliptic suy

biến nửa tuyến tính

Trong mục này, trình bày kết quả chính và chứng minh kết quả

chính của chương. Trước tiên, ta trình bày định lý về tính đa nghiệm

của phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính.

Định lý 2.1. Giả sử các hàm f và g thỏa mãn các điều kiện (F1) đến

(F5) và (G). Khi đó bài toán (2.1)–(2.2) có một dãy nghiệm yếu {vn}∞n=1,

thỏa mãn Υ(vn) < 0 với mọi n và ‖vn‖S2γ,0(D) → 0 khi n→∞.

Để chứng minh Định lý 2.1, ta xây dựng hàm cắt k thuộc lớp

C∞(R,R) như sau 

k(s) = 1, s ∈ (−∞, 1],

0 ≤ k(s) ≤ 1, s ∈ (1, 2),

k(s) = 0, s ∈ [2,+∞),

|k′(s)| ≤ 2 s ∈ R.

(2.6)

Với mỗi v ∈ S2
γ,0(D), đặt

hK0
(v) := k

(
‖v‖2

S2γ,0(D)

K0

)
, (2.7)

trong đó K0 là một hằng số dương nhỏ, không phụ thuộc vào v được xác

định trong (2.14) và (2.53). Khi đó ta có đánh giá về hàm hK0
như sau:

Bổ đề 2.1. Hàm hK0
định nghĩa bởi (2.7) thỏa mãn các điều kiện

hK0
∈ C1(S2

γ,0(D),R) và
∣∣〈h′K0

(v), v〉
∣∣ ≤ 8,∀v ∈ S2

γ,0(D).

Chứng minh. Thật vậy, từ (2.7) ta có

〈h′K0
(v), ϕ〉 = 2α′

(
‖v‖2

S2γ,0(D)

K0

)
(v, ϕ)S2γ,0(D)

K0
, ∀v, ϕ ∈ S2

γ,0(D). (2.8)
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Giả sử dãy vn → u0 trong S2
γ,0(D). Từ định nghĩa của k và (2.8), với mỗi

ϕ ∈ S2
γ,0(D), ta có∣∣〈h′K0

(vn)− h′K0
(v0), ϕ〉

∣∣
= 2

∣∣∣∣∣k′
(
‖vn‖2

S2γ,0(D)

K0

)
(vn, ϕ)S2γ,0(D)

K0
− k′

(
‖v0‖2

S2γ,0(D)

K0

)
(v0, ϕ)S2γ,0(D)

K0

∣∣∣∣∣
≤ 2K−1

0 ‖ϕ‖S2γ,0(D)

[ ∣∣∣∣∣h′
(
‖vn‖2

S2γ,0(D)

K0

)∣∣∣∣∣ ‖vn − v0‖S2γ,0(D)

+

∣∣∣∣∣k′
(
‖vn‖2

S2γ,0(D)

K0

)
− k′

(
‖v0‖2

S2γ,0(D)

K0

)∣∣∣∣∣ ‖v0‖S2γ,0(D)

]
,

suy ra
∥∥h′K0

(vn)− h′K0
(v0)

∥∥
(S2γ,0(D))∗

→ 0, n→∞. Do đó hK0
∈ C1(S2

γ,0(D),R).

Từ (2.6) và (2.8), ta có∣∣〈h′K0
(v), v〉

∣∣ ≤ 8, ∀v ∈ S2
γ,0(D).

Bổ đề được chứng minh.

Từ định nghĩa của hàm hK0
, ta xây dựng một phiếm hàm ΥK0

như

sau:

ΥK0
(v) =

1

2

∫
D

|∇γv|2 dX −
∫
D

F1 (X, v) dX

− hK0
(v)

∫
D

F2 (X, v) dX +

∫
D

G (X, v) dX

 , (2.9)

trong đó F2(X, τ) =
τ∫
0

f2(X, s)ds. Từ Bổ đề 2.1 suy ra ΥK0
∈ C1(S2

γ,0(D),R)

và với mỗi v, ϕ ∈ S2
γ,0(D), ta có

〈Υ′K0
(v), ϕ〉 (2.10)

=

∫
D

∇γv · ∇γϕdX − kK0
(v)

∫
D

f2 (X, v)ϕdX +

∫
D

g (X, v)ϕdX


−
∫
D

f1 (X, v)ϕdX − 〈h′K0
(v), ϕ〉

∫
D

F2 (X, v) dX +

∫
D

G (X, v) dX

 .
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Tiếp theo, ta đánh giá ΥK0
tại các điểm tới hạn, ta có bổ đề sau.

Bổ đề 2.2. Giả sử f và g thỏa mãn các điều kiện (F1), (F2), (F4), (G)

và v là điểm tới hạn của ΥK0
. Khi đó

ΥK0
(v) ≤ µ− 2

4µ
‖v‖2

S2γ,0(D) . (2.11)

Chứng minh. Giả sử v là điểm tới hạn của ΥK0
, khi đó ta xét hai trường

hợp của ‖v‖2
S2γ,0(D) so với K0 như sau:

Trường hợp 1. Nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) > 2K0. Từ định nghĩa của k, ta có

hK0
(v) = 0 và h′K0

(v) = 0. Kết hợp điều kiện (F1) và (2.10), ta có

ΥK0
(v) = ΥK0

(v)− µ−1〈Υ′K0
(v), v〉

=
µ− 2

2µ
‖v‖2

S2γ,0(D) + µ−1

∫
D

(f1(X, v)v − µF1(X, v)) dX (2.12)

≤ µ− 2

4µ
‖v‖2

S2γ,0(D) , do 1 < µ < 2 và f1(X, v)v − µF1(X, v) ≤ 0.

Trường hợp 2. Nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) ≤ 2K0. Từ Định lý 1.1, Bổ đề 2.1,

các điều kiện (F2), (F4) và (G), ta có

ΥK0
(v) = ΥK0

(v)− µ−1〈Υ′K0
(v), v〉 (2.13)

≤ µ− 2

2µ
‖v‖2

S2γ,0(D) +
µ+ 9

µ
C3 ‖v‖q3Lq3(D) +

µ+ 9

µ
C4 ‖v‖θLθ(D)

≤ µ− 2

2µ
‖v‖2

S2γ,0(D) +
µ+ 9

µ
C3C

q3
q3
‖v‖q3

S2γ,0(D)
+
µ+ 9

µ
C4C

θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D) .

Do q3 > 2, q4 > 2, ta chọn K0 đủ nhỏ thỏa mãn nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) ≤

2K0 thì

µ+ 9

µ
C3C

q3
q3
‖v‖q3

S2γ,0(D)
+
µ+ 89

µ
C4C

θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D)

≤ 2− µ
4µ
‖v‖2

S2γ,0(D) , (2.14)

Từ (2.12) và (2.14), ta có điều phải chứng minh.

32



Tiếp theo, ta xây dựng hàm cắt χ ∈ C∞(R,R) như sau:

χ(s) = 1, s ∈ (−∞, A2 ],

0 ≤ χ(s) ≤ 1, s ∈ (A2 ,
A
4 ),

χ(s) = 0, s ∈ [A4 ,+∞),

|χ′(s)| ≤ −8A−1, s ∈ R, A := µ−2
4µ .

Đặt

`(v) := χ
(
‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(v)
)
, ∀v ∈ S2

γ,0(D)\{0}, (2.15)

ψ(v) :=


hK0

(v)`(v)
∫
D
G(X, v)dX, ∀v ∈ S2

γ,0(D)\{0},

0, v = 0,

(2.16)

và

Υ̃(v) :=
1

2

∫
D

|∇γv|2 dX −
∫
D

F1 (X, v) dX

− hK0
(v)

∫
D

F2 (X, v) dX − ψ(v),∀v ∈ S2
γ,0(D). (2.17)

Từ (F1), (F4) và (G), ta có `(v) ∈ C1(S2
γ,0(D)\{0},R). Hơn nữa, với mỗi

v ∈ S2
γ,0(D)\{0} và ϕ ∈ S2

γ,0(D), ta có

〈`′(v), ϕ〉 =χ′
(
‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(v)
)
‖v‖−4

S2γ,0(D)

×
(
‖v‖2

S2γ,0(D) 〈Υ
′
K0

(v), ϕ〉 − 2ΥK0
(v)(v, ϕ)S2γ,0(D)

)
. (2.18)

Từ định nghĩa của phiếm hàm ψ và các giả thiết của các hàm f

và g, ta có đánh giá sau:

Bổ đề 2.3. Giả sử f và g thỏa mãn (F1), (F2), (F4), (G). Khi đó

ψ ∈ C1(S2
γ,0(D),R) và

|〈ψ′(v), v〉| ≤ 89C4C
θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D) ,∀v ∈ S2

γ,0(D). (2.19)
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Chứng minh. Xét tại v = 0 với mỗi v ∈ S2
γ,0(D), từ (2.7), (2.16) và (G),

ta có

|〈ψ′(0), ϕ〉| = lim
t→0

∣∣∣∣ψ(tϕ)− ψ(0)

t

∣∣∣∣ ≤ C4 lim
t→0
|t|θ−1

∫
D

|ϕ(X)|θ dX = 0,

suy ra ψ′(0) = 0.

Với v ∈ S2
γ,0(D)\{0} và với mỗi ϕ ∈ S2

γ,0(D), từ (2.8), (2.16), (2.18)

và (G), ta có

〈ψ′(v), ϕ〉 = 〈h′K0
(v), ϕ〉`(v)

∫
D

G(X, v)dX + hK0
(v)〈`′(v), ϕ〉

∫
D

G(X, v)dX

+hK0
(v)`(v)

∫
D

g(X, v)ϕdX. (2.20)

Tiếp theo, ta chứng minh ψ ∈ C1(S2
γ,0(D),R). Thật vậy, giả sử

{vn}∞n=1 là một dãy bất kỳ trong không gian S2
γ,0(D) sao cho vn → v0

trong S2
γ,0(D). Khi đó ta xét 2 trường hợp của v0 như sau:

Trường hợp 1. Nếu v0 6= 0, từ Bổ đề 2.1, (2.18) và (G), ta có

ψ′(vn)→ ψ′(v0) khi n→∞.

Trường hợp 2. Nếu v0 = 0. Không mất tính tổng quát, giả sử

‖vn‖2
S2γ,0(D) < K0, từ (2.6), (2.7) ta có hK0

(vn) = 1 và h′K0
(vn) = 0, suy ra

〈ψ′(vn), ϕ〉 = 〈`′(vn), ϕ〉
∫
D

G(X, vn)dX

+`(vn)

∫
D

g(X, vn)ϕdX. (2.21)

Mặt khác, từ (2.18) ta có

〈`′(vn), ϕ〉
∫
D

G(X, vn)dX = χ′
(
‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)

)
‖vn‖−2

S2γ,0(D)

×〈Υ′K0
(vn), ϕ〉

∫
D

G(X, vn)dX − 2χ′
(
‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)

)
‖vn‖−4

S2γ,0(D)
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×ΥK0
(vn)(vn, ϕ)S2γ,0(D)

∫
D

G(X, vn)dX.

Từ định nghĩa của hàm χ, Định lý 1.1, Bổ đề 2.3 và (G), ta có∣∣∣∣∣∣χ′
(
‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)

)
‖vn‖−2

S2γ,0(D) 〈Υ
′
K0

(vn), ϕ〉
∫
D

G(X, vn)dX

∣∣∣∣∣∣
≤ C5

∥∥∥Υ
′
K0

(vn)
∥∥∥

(S2γ,0(D))∗
‖ϕ‖S2γ,0(D) ‖vn‖

θ−2
S2γ,0(D) , (2.22)∣∣∣∣∣∣2χ′

(
‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)

)
‖vn‖−4

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)(vn, ϕ)S2γ,0(D)

∫
D

G(X, vn)dX

∣∣∣∣∣∣
≤ C6 ‖vn‖θ−1

S2γ,0(D) ‖ϕ‖S2γ,0(D) , (2.23)∣∣∣∣∣∣`(vn)
∫
D

g(X, vn)ϕdX

∣∣∣∣∣∣ ≤ C7 ‖vn‖θ−1
S2γ,0(D) ‖ϕ‖S2γ,0(D) , (2.24)

trong đó Cj > 0, j = 5, 6, 7. Do hK0
(vn) = 1, h′K0

(vn) = 0 và vn → 0, khi

n→∞, kết hợp với Định lý 1.1, ta có∥∥∥Υ
′
K0

(vn)
∥∥∥

(S2γ,0(D))∗
→ 0, khi n→∞. (2.25)

Từ (2.21) - (2.25), khi n→∞ ta có

‖ψ′(vn)− ψ′(0)‖(S2γ,0(D))∗

= sup
‖ϕ‖

S2γ,0(D)
≤1

∣∣∣∣∣∣〈`′(vn), ϕ〉
∫
D

G(X, vn)dX + `(vn)

∫
D

g(X, vn)ϕdX

∣∣∣∣∣∣→ 0,

nên hàm ψ′ là liên tục, tức là ψ ∈ C1(S2
γ,0(D),R).

Tiếp theo, ta chứng minh bất đẳng thức (2.19). Thật vậy, nếu

‖v‖2
S2γ,0(D) > 2K0 hoặc v = 0 khi đó từ (2.6), Bổ đề 2.1 và (2.20), ta có

〈ψ′(v), v〉 = 0. Ngược lại, nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) ≤ 2K0 và v 6= 0, chứng minh

tương tự như đánh giá (2.13), ta có∣∣∣ΥK0
(v)− µ−1〈Υ′K0

(v), v〉
∣∣∣ ≤2 |A| ‖v‖2

S2γ,0(D) +
µ+ 9

µ
C3C

q3
q3
‖v‖q3

S2γ,0(D)

+
µ+ 9

µ
C4C

θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D) . (2.26)
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Từ (2.14) và (2.26), ta có∣∣∣〈Υ′K0
(v), v〉

∣∣∣ ≤ µ
(

3 |A| ‖v‖2
S2γ,0(D) +

∣∣ΥK0
(v)
∣∣) . (2.27)

Từ định nghĩa của χ ta có nếu ‖v‖−2
S2γ,0(D) ΥK0

(v) /∈ [A2 ,
A
4 ] thì `′(v) = 0.

Ngược lại, nếu

A

2
≤ ‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(v) ≤ A

4

thì ∣∣ΥK0
(v)
∣∣ ≤ |A| ‖v‖2

S2γ,0(D) . (2.28)

Kết hợp với (2.18), (2.27), (2.28) và Định lý 1.1, ta có∣∣∣∣∣∣kK0
(v)〈`′(v), v〉

∫
D

G(x, vn)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 80C4C
θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D) . (2.29)

Từ Định lý 1.1, Bổ đề 2.1 và (2.6), (2.15) ta có∣∣∣∣∣∣〈h′K0
(v), v〉`(u)

∫
D

G(X, v)dX + hK0
(v)`(v)

∫
D

g(X, v)vdX

∣∣∣∣∣∣
≤ 9C4C

θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D) . (2.30)

Kết hợp (2.20), (2.29) và (2.30) ta có đánh giá (2.19). Do vậy Bổ đề 2.3

được chứng minh.

Từ Bổ đề 2.1 và Bổ đề 2.3, ta có các khẳng định sau về phiếm hàm

Υ̃ như sau:

Bổ đề 2.4. Giả sử f và g thỏa mãn (F1), (F2), (F4), (F5) và (G). Khi

đó ta có

(K1) Phiếm hàm Υ̃ được định nghĩa bởi (2.17) thuộc lớp hàm C1(S2
γ,0(D),R)

và tồn tại hằng số dương C8 không phụ thuộc vào hàm u thỏa mãn∣∣∣Υ̃(v)− Υ̃(−v)
∣∣∣ ≤ C8

∣∣∣Υ̃(v)
∣∣∣ θ2 ,∀v ∈ S2

γ,0(D). (2.31)
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(K2) Υ̃ không có điểm tới hạn cùng với giá trị tới hạn dương trên S2
γ,0(D)

và K0 = {0}, trong đó K0 := {v ∈ S2
γ,0(D) : Υ̃(v) = 0, Υ̃′(v) = 0}.

Chứng minh. Từ các Bổ đề 2.1, Bổ đề 2.3 và các điều kiện (F1), (F4)

suy ra Υ̃ ∈ C1(S2
γ,0(D),R) và với mọi v, ϕ ∈ S2

γ,0(D) ta có

〈Υ̃′(v), ϕ〉 =

∫
D

∇γv · ∇γϕdX −
∫
D

f1 (X, v)ϕdX − hK0
(v)

×
∫
D

f2 (X, v)ϕdX − 〈h′K0
(v), ϕ〉

∫
D

F2 (X, v) dX − 〈ψ′(v), ϕ〉. (2.32)

Để chứng minh bất đẳng thức (2.31), ta xét hai trường hợp của

‖v‖2
S2γ,0(D) như sau:

Trường hợp 1. Nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) > 2K0 hoặc ‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(v) > A

4 ,

bởi định nghĩa của k và χ ta có ψ(v) = 0. Kết hợp với (F5) và (2.17)

bất đẳng thức (2.31) được chứng minh.

Trường hợp 2. Nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) ≤ 2K0 và ‖v‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(v) ≤ A

4 suy

ra ∣∣ΥK0
(v)
∣∣ ≥ |A|

4
‖v‖2

S2γ,0(D) . (2.33)

Từ (G), (2.7), (2.14), (2.15) và (2.33), ta có

∣∣∣Υ̃(v)
∣∣∣ ≥ ∣∣ΥK0

(v)
∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(X, v)dX

∣∣∣∣∣∣
≥|A|

4
‖v‖2

S2γ,0(D) − 2C4C
θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D) ≥ C9 ‖v‖2

S2γ,0(D) ,

suy ra ∣∣∣Υ̃(v)
∣∣∣ θ2 ≥ C10 ‖v‖θS2γ,0(D) . (2.34)

Từ (F5), (G), (2.7) và (2.15), ta có

∣∣∣Υ̃(v)− Υ̃(−v)
∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(X, v)dX

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2C4C
θ
θ ‖v‖

θ
S2γ,0(D) . (2.35)
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Kết hợp (2.34) và (2.35) ta có đánh giá (2.31).

Tiếp theo, ta chứng minh (K2) bằng phương pháp phản chứng.

Nếu v0 là điểm tới hạn của Υ̃ với Υ̃(v0) > 0, từ (F1), (F4) và (G) ta có

v0 6= 0. Ta xét hai trường hợp của v0 như sau:

Trường hợp 1. Nếu ‖v0‖2
S2γ,0(D) > 2K0 thì

hK0
(v0) = h′K0

(v0) = ψ′(v0) = 0.

Từ (F2), (2.17) và (2.32), ta có

0 ≤ Υ̃(v0) = Υ̃(v0)−
1

µ
〈Υ̃′(v0), v0〉

=
µ− 2

2µ

∫
D

|∇γv0|2 dX +
1

µ

∫
D

(f1(X, v0)v0 − µF1(X, v0)) dX < 0,

điều này là mâu thuẫn.

Trường hợp 2. Nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) ≤ 2K0 khi đó từ Định lý 1.1,

Bổ đề 2.1 và các điều kiện (2.3), (2.14), (2.17), (2.32), ta có

0 ≤ Υ̃(v0) = Υ̃(v0)−
1

µ
〈Υ̃′(v0), v0〉

≤ µ− 2

2µ
‖v0‖2

S2γ,0(D) +
µ+ 9

µ
C3C

q3
q3
‖v0‖q3S2γ,0(D)

+
µ+ 89

µ
C4C

θ
θ ‖v0‖θS2γ,0(D)

≤ µ− 2

4µ
‖v0‖2

S2γ,0(D) < 0,

điều này là mâu thuẫn. Do đó Υ̃ không có điểm tới hạn cùng với giá trị

tới hạn dương trên S2
γ,0(D).

Ta chứng minh K0 = {0}. Từ các giả thiết của f và g ta có 0 ∈ K0.

Nếu v0 6= 0 và v0 ∈ K0, đánh giá tương tự như trường hợp 1 và 2 ta có

mâu thuẫn, nên K0 = {0}. Do vậy bổ đề được chứng minh.

Tiếp theo, ta kiểm tra điều kiện Palais-Smale của phiếm hàm Υ̃

qua bổ đề sau:

Bổ đề 2.5. Giả sử f và g thỏa mãn các điều kiện (F1), (F4), (G). Khi

đó phiếm hàm Υ̃ thỏa mãn điều kiện Palais-Smale.
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Chứng minh. Để chứng minh phiếm hàm Υ̃ thỏa mãn điều kiện Palais-

Smale, trước tiên ta chứng minh phiếm hàm Υ̃ là bị chặn dưới. Thật vậy,

từ định nghĩa của h, điều kiện (F1) và Định lý 1.1, nếu ‖v‖2
S2γ,0(D) > 2K0

thì

Υ̃(v) ≥ 1

2
‖v‖2

S2γ,0(D) − C11 ‖v‖qS2γ,0(D)
. (2.36)

Do 1 < q < 2 và đánh giá (2.35) ta có

Υ̃(v)→ +∞ khi ‖v‖S2γ,0(D) → +∞. (2.37)

Tiếp theo, ta chứng minh Υ̃(v) thỏa mãn điều kiện Palais-Smale. Giả

sử dãy {vn}∞n=1 là một dãy trong không gian S2
γ,0(D) thỏa mãn điều kiện

Palais-Smale, tức là dãy {Υ̃(vn)}n∈N là bị chặn và

Υ̃′(vn)→ 0 khi n→ +∞.

Từ (2.37) ta có {vn}∞n=1 là bị chặn trong không gian S2
γ,0(D). Do đó,

không mất tính tổng quát, giả sử

vn ⇀ v0 trong S2
γ,0(D) khi n→∞

vn → v0 h.k.n trong D khi n→∞ (2.38)

vn → v0 trong Lp(D) khi n→∞, ở đây p ∈ [1, 2∗γ).

Từ các giả thiết (F1), (F4), (G) và (2.38), ta có∫
D

fi(X, vn)(vn − v0)dX → 0 khi n→∞, i = 1, 2, (2.39)

∫
D

g(X, vn)(vn − v0)dX → 0 khi n→∞. (2.40)

Từ (2.38), ta có

lim
n→∞

∣∣∣〈Υ̃′(vn), vn − v0〉
∣∣∣ = 0. (2.41)

Ta xét hai trường hợp của dãy {vn}∞n=1.
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Trường hợp 1. Nếu ‖vn‖2
S2γ,0(D) > 2K0 hoặc vn = 0, khi đó từ (2.6),

(2.7), (2.14), (2.16), ta có

hK0
(vn) = 0, h′K0

(vn) = 0, ψ′(vn) = 0.

Từ (2.32), ta có

〈Υ̃′(vn)− Υ̃′(v0), vn − v0〉 = ‖vn − v0‖2
S2γ,0(D) (2.42)

−
∫
D

(f1 (X, vn)− f1 (X, v0))(vn − v0)dX.

Trường hợp 2. Nếu ‖vn‖2
S2γ,0(D) ≤ 2K0 hoặc vn 6= 0, từ (2.32), ta có

〈Υ̃′(vn), vn − v0〉 = ‖vn − v0‖2
S2γ,0(D) +

∫
D

∇γv0 · ∇γ(vn − v0)dX

−
∫
D

f1 (X, vn) (vn − v0)dX − hK0
(vn)

∫
D

f2 (x, vn) (vn − v0)dX

−〈h′K0
(vn), vn − v0〉

∫
D

F2 (X, vn) dX − 〈ψ′(vn), vn − v0〉. (2.43)

Từ (F4), (2.6), (2.8) và Định lý 1.1, ta có∣∣∣∣∣∣〈h′K0
(vn), vn − v0〉

∫
D

F2 (X, vn) dX

∣∣∣∣∣∣
≤ C3C

q3
q3
‖vn‖q3S2γ,0(D)

∣∣∣∣∣2k′
(
‖vn‖2

S2γ,0(D)

K0

)
(vn, vn − v0)S2γ,0(D)

K0

∣∣∣∣∣
≤ 2

q3+4
2 C3C

q3
q3
K

q3−2
2

0

(
‖vn − v0‖2

S2γ,0(D) + (v0, vn − v0)S2γ,0(D)

)
. (2.44)

Mặt khác, từ (2.20), ta có

〈ψ′(vn), vn − v0〉 = 〈h′K0
(vn), vn − v0〉`(vn)

∫
D

G(X, vn)dX

+ hK0
(vn)〈`′(vn), vn − u0〉

∫
D

G(X, vn)dX

+ hK0
(vn)`(vn)

∫
D

g(X, vn)(vn − v0)dX. (2.45)
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Hơn nữa, từ (G), (2.8), (2.15) và Định lý 1.1, ta có∣∣∣∣∣∣〈h′K0
(vn), vn − v0〉`(vn)

∫
D

G(X, vn)dX

∣∣∣∣∣∣
≤ 2

θ+4
2 C4C

θ
θK

θ−2
2

0

(
‖vn − v0‖2

S2γ,0(D) + (v0, vn − v0)S2γ,0(D)

)
. (2.46)

Từ định nghĩa của χ, (G), (2.8) và (2.18) ta có

hK0
(vn)〈`′(vn), vn − v0〉

∫
D

G(X, vn)dX = hK0
(vn)χ

′
(
‖vn‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)

)

× ‖vn‖−4
S2γ,0(D)

(
‖vn‖2

S2γ,0(D) 〈Υ
′
K0

(vn), vn − v0〉

− 2ΥK0
(vn)(vn, vn − v0)S2γ,0(D)

)∫
D

G(X, vn)dX. (2.47)

Từ (2.10), ta có

〈Υ′K0
(vn), vn − v0〉 =

∫
D

∇γvn · ∇γ(vn − v0)dX

−
∫
D

f1 (X, vn) (vn − v0)dX − hK0
(vn)

(∫
D

f2 (X, vn) (vn − v0)dX

+

∫
D

g (X, vn) (vn − v0)dX

)
− 〈h′K0

(vn), vn − v0〉

×

∫
D

F2 (X, vn) dX +

∫
D

G (X, vn) dX

 . (2.48)

Do (F4), (G), (2.44), (2.46) và (2.48), ta có∣∣∣〈Υ′K0
(vn), vn − v0〉

∣∣∣ ≤ ‖vn − v0‖2
S2γ,0(D)

+

∣∣∣∣∣∣〈h′K0
(vn), vn − v0〉

∫
D

F2 (X, vn) dX

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣〈h′K0
(vn), vn − v0〉

∫
D

G (X, vn) dX

∣∣∣∣∣∣+ on(1)
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≤ (1 + C12) ‖vn − v0‖2
S2γ,0(D) + on(1), (2.49)

trong đó on(1)→ 0 khi n→∞ và

C12 = 2
q3+4

2 C3C
q3
q3
K

q3−2
2

0 + 2
θ+4
2 C4C

θ
θK

θ−2
2

0 .

Khi đó∣∣∣∣∣hK0
(vn)χ

′
(
‖vn‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)

)
‖vn‖−2

S2γ,0(D) 〈Υ
′
K0

(vn), vn − v0〉

×
∫
D

G (X, vn) dX

∣∣∣∣∣
≤ 2

θ+4
2 |A|−1C4C

θ
θK

θ−2
2

0 (1 + C12) ‖vn − v0‖2
S2γ,0(D) + on(1). (2.50)∣∣∣∣∣hK0

(vn)χ
′
(
‖vn‖−2

S2γ,0(D) ΥK0
(vn)

)
‖vn‖−4

S2γ,0(D) 2ΥK0
(vn)(vn, vn − v0)S2γ,0(D)

×
∫
D

G (X, vn) dX

∣∣∣∣∣ ≤ 2
θ+4
2 C4C

θ
θK

θ−2
2

0 ‖vn − v0‖2
S2γ,0(D) + on(1).

(2.51)

Từ (2.45), (2.46), (2.50) và (2.51), ta có

|〈ψ′(vn), vn − v0〉| ≤ C13 ‖vn − v0‖2
S2γ,0(D) + on(1), (2.52)

trong đó

C13 = 2
θ+4
2 C4C

θ
θK

θ−2
2

0 + 2
θ+4
2 |A|−1C4C

θ
θK

θ−2
2

0 (1 + C12) .

Do q3 > 2 và θ > 2, chọn K0 là một hằng số dương đủ nhỏ sao cho

2
q3+4

2 C3C
q3
q3
K

q3−2
2

0 + C13 ≤
1

2
. (2.53)

Từ (2.43), (2.44), (2.52) và (2.53), ta có∣∣∣〈Υ̃′(vn), vn − v0〉
∣∣∣ ≥ (1− 2

q3+4
2 C3C

q3
q3
K

q3−2
2

0 − C13

)
‖vn − v0‖2

S2γ,0(D)

+ on(1) ≥ 1

2
‖vn − v0‖2

S2γ,0(D) + on(1). (2.54)

Do (2.41) và (2.53) ta có vn → v0 khi n → ∞. Do vậy Bổ đề 2.5 được

chứng minh.
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Xét bài toán −∆γv = λv trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,
(2.55)

từ Mệnh đề 3.1 trong [15,34], ta có toán tử ∆γ− Laplace có một dãy phổ

rời rạc {λn}∞n=1 tương ứng với các hàm riêng {en}∞n=1 trực chuẩn thỏa

mãn

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · · , lim
n→∞

λn = +∞ và ‖en‖S2γ,0(D) = 1.

Đặt Vn = span{ei; i ≤ n} trong S2
γ,0(D) và V⊥n là phần bù trực giao của

Vn trong S2
γ,0(D).

Bổ đề 2.6. Tồn tại một dãy trực chuẩn {φn}∞n=1 ⊂ C∞0 (D) thỏa mãn

supp φn ⊂ D0, n ∈ N, trong đó D0 là tập mở không rỗng được xác định

trong (F3).

Chứng minh. Từ (F3), tồn tại X0 ∈ D0 và δ0 > 0 thỏa mãn

B(X0, δ0) := {X ∈ RN : |X −X0| < δ0} ⊂ D0. Chọn một dãy tăng

{rn}∞n=1 sao cho

0 < r1 < r2 < · · · < rn < · · · , rn →
δ0

4
, khi n→∞.

Đặt

On := B(X0, rn+1)\B(X0, rn), n ∈ N.

Giả sử Xn ∈ On và chọn ρn > 0 thỏa mãn

B(X0, ρn) ⊂ On, n ∈ N. (2.56)

Ta xét hàm ϕ0 như sau:

ϕ0(X) :=

e
1

|X|2−1 khi |X| < 1,

0 khi |X| ≥ 1.
(2.57)

Ta định nghĩa φn như sau:

φn(X) := ϕ0

(
X −Xn

ρn

)
, n ∈ N. (2.58)

43



Từ (2.57) và (2.58), ta có

φn ∈ C∞0 (D), n ∈ N.

Hơn nữa, từ (2.56)-(2.58) ta có supp φn ⊂ On ⊂ D0. Khi đó giá của φn

là rời nhau, tức là dãy {φn}∞n=1 là độc lập tuyến tính trong S2
γ,0(D). Bằng

phương pháp Gram-Schmidt, Ta xây dựng được một dãy trực chuẩn (ký

hiệu {φn}∞n=1) trong S2
γ,0(D) thỏa mãn supp φn ⊂ D0 với mọi n ∈ N.

Từ dãy {φn}∞n=1 trong Bổ đề 2.6, ta định nghĩa:

Wn :=span{φi : i ≤ n}, Bn :=
{
v ∈Wn : ‖v‖S2γ,0(D) ≤ 1

}
,

Sn :=
{
v ∈Wn : ‖v‖S2γ,0(D) = 1

}
,

và

Sn+1
+ :=

{
v = w + tφn+1 : ‖v‖S2γ,0(D) = 1, w ∈ Bn, 0 ≤ t ≤ 1

}
;

Λn :=
{
ψ ∈ C(Sn, S2

γ,0(D)) : ψ là lẻ
}
,

Γn :=
{
ψ ∈ C(Sn+1

+ , S2
γ,0(D)) : ψ

∣∣∣
Sn
∈ Λn

}
, (2.59)

αn = inf
ψ∈Λn

max
v∈Sn

Υ̃(ψ(v)), βn = inf
ψ∈Γn

max
v∈Sn+1

+

Υ̃(ψ(v)), n ∈ N. (2.60)

Với mỗi δ > 0, đặt

Γn(δ) :=
{
ψ ∈ Γn : Υ̃(ψ(v)) ≤ αn + δ, v ∈ Sn+1

+

}
, (2.61)

βn(δ) := inf
ψ∈Γn(δ)

max
v∈Sn+1

+

Υ̃(ψ(v)). (2.62)

Từ (2.59) - (2.62), ta có αn ≤ βn ≤ βn(δ), n ∈ N. Tiếp theo, ta đánh giá

các giá trị αn và βn(δ).

Bổ đề 2.7. Giả sử f và g thỏa mãn (F1), (F3), (F4), (G). Khi đó với

mỗi n ∈ N ta có αn < 0.
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Chứng minh. Do không gian Wn là hữu hạn chiều, nên từ các giả thiết

(F3), (F4), (G), với mỗi v ∈Wn ta có

Υ̃(v) ≤ 1

2
‖v‖2

S2γ,0(D) + C14 ‖v‖q2S2γ,0(D)

+ C15 ‖v‖q3S2γ,0(D)
+ C16 ‖v‖θS2γ,0(D) − C17 ‖v‖q1S2γ,0(D)

.

Suy ra, tồn tại hằng số ε(n) > 0 và κ(n) > 0 thỏa mãn Υ̃(κv) < −ε, v ∈
Sn. Ta chọn ϕ(v) = κv, v ∈ Sn, khi đó từ (2.60), ta có αn < 0.

Bổ đề 2.8. Giả sử f và g thỏa mãn (F1), (F3), (F4), (G). Khi đó, với

mỗi n ∈ N và δ > 0, ta có βn(δ) < 0.

Chứng minh. Từ (2.61) và (2.62), cố định n ∈ N, 0 < δ < δ′, ta có

Γn(δ) ⊂ Γn(δ
′) và βn(δ) > βn(δ

′). Khi đó, ta cần chứng minh βn(δ) < 0

với mỗi δ ∈ (0, |αn|). Thật vậy, với mỗi δ ∈ (0, |αn|), từ (2.60), tồn tại

ψ0 ∈ Λn thỏa mãn max
v∈Sn

Υ̃(ψ0(u)) ≤ αn + δ
2 . Do ψ0(Sn) là tập compact

trong S2
γ,0(D), nên tồn tại số nguyên dương n0 thỏa mãn

max
v∈Sn

Υ̃((Pn0 ◦ ψ0)(u)) ≤ αn + δ (2.63)

trong đó Pn0 là toán tử chiếu trực giao từ S2
γ,0(D) vào Vn0.

Với mỗi c ∈ R, ta định nghĩa

Υ̃c :=
{
v ∈ S2

γ,0(D) : Υ̃(v) ≤ c
}
.

Chọn ε = −αn+δ
2 > 0. Từ (F1), (F4), (G) và (2.17), tồn tại hằng số

dương ρ0 thỏa mãn nếu v ∈ B(0, ρ0) thì Υ̃(v) ≤ ε trong đó B(X0, ρ) là

hình cầu mở tâm X0 bán kính ρ trong không gian v0 trong S2
γ,0(D) và

B(X0, ρ) là tập đóng của B(X0, ρ) trong S2
γ,0(D). Từ (2.17) và Υ̃(0) = 0

suy ra dist(0, Υ̃−ε) > 0. Đặt

ρ′0 := min{ρ0, dist(0, Υ̃
−ε)},

khi đó ρ′0 > 0. Áp dụng Bổ đề biến dạng (Định lý 1.3 trong [6]) khi đó tồn

tại hằng số ε ∈ (0, ε) và ánh xạ liên tục η ∈ C([0, 1] × S2
γ,0(D), S2

γ,0(D))

thỏa mãn

η(1, v) = v khi Υ̃(v) /∈ [−ε, ε], (2.64)
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và

η(1, Υ̃ε\B(0, ρ′0)) ⊂ Υ̃−ε. (2.65)

trong đó B(0, ρ′0) là lân cận của K0.

Từ (2.59), ta có Pn0 ◦ ψ0 ∈ C(Sn,Vn0). Do Wn+1 là không gian

metric cùng với chuẩn ‖·‖S2γ,0(D) và Sn là tập đóng trong Wn+1, theo định

lý mở rộng Dugundji (Định lý 4.1 trong [23]), tồn tại ánh xạ

P̃n0 ◦ ψ0 : Wn+1 −→ Vn0,

hơn nữa (
(P̃n0 ◦ ψ0)Wn+1

)
⊂ co ((Pn0 ◦ ψ0)Sn) , (2.66)

trong đó co là bao lồi của tập. Do (Pn0 ◦ ψ0)Sn là tập compact trong Vn0,

từ định nghĩa của bao lồi ta có co ((Pn0 ◦ ψ0)Sn) là tập bị chặn trong Vn0.

Khi đó tồn tại hằng số ν thỏa mãn

Υ̃(u) ≤ ν, v ∈ co ((Pn0 ◦ ψ0)Sn) .

Từ (2.66), ta có

Υ̃
(

(P̃n0 ◦ ψ0)v
)
≤ ν, ∀v ∈Wn+1. (2.67)

xét hai trường hợp của ν như sau:

Trường hợp 1. ν ≤ ε. Do P̃n0 ◦ ψ0 ∈ C(Wn+1,Vn0), từ (2.67), ta có

(P̃n0 ◦ ψ0)v ⊂ Υ̃ε
n0
, v ∈Wn+1, (2.68)

trong đó Υ̃ε
n0

:= {v ∈ Vn0 : Υ̃(v) ≤ ε}. Ta định nghĩa ánh xạ Θ như sau:

Θ(v) :=

v, v /∈ B(0, ρ′0) ∩ Vn0,

v +
(
ρ′20 − ‖v‖

2
S2γ,0(D)

) 1
2

en0+1, v ∈ B(0, ρ′0) ∩ Vn0.
(2.69)

Hiển nhiên, ta có Θ ∈ C(Vn0,Vn0+1) và(
Θ ◦

(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v ∩B(0, ρ′0) = ∅, v ∈Wn+1. (2.70)
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Nếu v ∈ Wn+1 và
∥∥∥(P̃n0 ◦ ψ0

)
v
∥∥∥
S2γ,0(D)

> ρ′0, khi đó từ (2.68) và (2.69),

ta có (
Θ ◦

(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v =

(
P̃n0 ◦ ψ0

)
v ∈ Υ̃ε

n0
. (2.71)

Ngược lại, nếu v ∈Wn+1 và
∥∥∥(P̃n0 ◦ ψ0

)
v
∥∥∥
S2γ,0(D)

≤ ρ′0, từ (2.69) ta có∥∥∥(Θ ◦
(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v
∥∥∥
S2γ,0(D)

= ρ′0.

Từ định nghĩa của ρ′0 và (2.71), ta có(
Θ ◦

(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v ∈ Υ̃ε, ∀v ∈Wn+1. (2.72)

Định nghĩa ánh xạ

Θn0 : Wn+1 −→ S2
γ,0(D)

u 7−→ Θn0(u) = η
(

1,
(

Θ ◦
(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v
)
. (2.73)

Ta cần chứng minh Θn0 ∈ Γn(δ) và max
v∈Sn+1

+

Υ̃(Θn0(v)) < 0. Thật vậy, hiển

nhiên ta có Θn0 ∈ C(Sn+1
+ , S2

γ,0(D)). Tiếp theo ta Θn0

∣∣∣
Sn
∈ Λk. Từ Định

lý mở rộng Dugundji, ta có(
P̃n0 ◦ ψ0

)
v = (Pn0 ◦ ψ0) v, ∀v ∈ Sn. (2.74)

Từ (2.63) suy ra (Pm0
◦ ψ0) v ∈ Υ̃−2ε, v ∈ Sn. Từ Định nghĩa của ρ′0 và

Υ̃−2ε ⊂ Υ̃−ε, ta có

‖(Pn0 ◦ ψ0) v‖S2γ,0(D) ≥ ρ′0, ∀v ∈ Sn. (2.75)

Từ (2.69), (2.74) và (2.75), ta có(
Θ ◦

(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v = Θ ((Pn0 ◦ ψ0) v) = (Pn0 ◦ ψ0) v,∀v ∈ Sn. (2.76)

Do (Pn0 ◦ ψ0) v ∈ Υ̃−2ε,∀v ∈ Sn, kết hợp (2.63), (2.64), (2.73) và (2.76),

ta có

Θ0(v) = η
(

1,
(

Θ ◦
(
P̃n0 ◦ ψ0

))
u
)

= (Pn0 ◦ ψ0) v, ∀v ∈ Sn, (2.77)
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nên Θ0

∣∣∣
Sn
∈ Λn. Hơn nữa, từ (2.61), (2.63) và (2.77), ta có Θ0 ∈ Γn(δ).

Do Sn+1 ⊂ Vn+1, từ (2.70) và (2.72), với mọi v ∈ Sn+1 ta có(
Θ ◦

(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v ∩B(0, ρ′0) = ∅ và

(
Θ ◦

(
P̃n0 ◦ ψ0

))
v ∈ Υ̃ε.

Từ (2.65) và (2.73), ta có max
u∈Sn+1

+

Υ̃ (Θn0(v)) ≤ −ε < 0 nên βn(δ) < 0.

Trường hợp 2. ν > ε. Chứng minh tương tự như Bổ đề 2.3 và

Bổ đề 2.5, ta có Υ̃
∣∣∣
Vn0
∈ C1(Vn0,R) và thỏa mãn điều kiện Palais-Smale.

Hơn nữa, Υ̃
∣∣∣
Vn0

không có điểm tới hạn cùng với giá trị tới hạn dương

trên Vn0. Từ định lý khoảng không tới hạn (Định lý 5.1.6 trong [13]), ta

có Υ̃ε là sự rút lại biến dạng mạnh (strong deformation retraction) của

Υ̃ε
n0
. Vì vậy tồn tại ánh xạ σ thỏa mãn σ ∈ C(Υ̃ν

n0
, Υ̃ε

n0
) và σ(v) = v, if

v ∈ Υ̃ε
n0
. Ta định nghĩa ánh xạ từ Ψ : Vn+1 −→ S2

γ,0(D) như sau:

Ψ(·) := σ
(

1,
(

Θ ◦
(
P̃n0 ◦ ψ0

))
(·)
)
.

Lý luận tương tự như Trường hợp 1, ta có Ψ ∈ Γn(δ) và

max
u∈Sn+1

+

Υ̃(Ψ(u)) ≤ −ε < 0 nên βn(δ) < 0. Do vậy Bổ đề 2.8 được chứng

minh.

Bổ đề 2.9. Giả sử f và g thỏa mãn (F1), (F3), (F4), (G). Khi đó, tồn

tại hằng số dương C14 không phụ thuộc vào n sao cho với mọi n đủ lớn,

ta có

αn ≥ −C14n
−2q

Ñ(2−q) . (2.78)

Chứng minh. Với mỗi ψ ∈ Λn(n ≥ 2) và 0 /∈ ψ(Sn), thì giống của tập

genus ϑ(ψ(Sn)) là xác định và ϑ(ψ(Sn)) ≥ ϑ(Sn) = n. Từ

Mệnh đề 7.8 trong [63] suy ra ϑ(Sk) ∩ V⊥k−1 6= ∅. Ngược lại, nếu

0 ∈ ψ(Sn) thì 0 ∈ ϕ(Sn) ∩ V⊥n−1. Nên với mỗi ψ ∈ Λn(n ≥ 2) luôn

có ϕ(Sn) ∩ V⊥n−1 6= ∅. Do đó, với mỗi ψ ∈ Λn(n ≥ 2), ta có

max
v∈Sn

Υ̃(ψ(v)) ≥ inf
v∈V⊥n−1

Υ̃(v). (2.79)
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Từ (F1), (F4), (G), (2.14) và (2.17), với mọi v ∈ S2
γ,0(D) ta có

Υ̃(v) ≥ 1

2
‖v‖2

S2γ,0(D) − C15 ‖v‖qLq(D) − k(v)

∫
D

F2(X, v)dX − ψ(v)

≥ 1

4
‖v‖2

S2γ,0(D) − C15 ‖v‖qL2(D) . (2.80)

Hơn nữa, do v ∈ V⊥n−1, suy ra

‖v‖L2(D) ≤ λ
−1
2
n ‖v‖S2γ,0(D)) . (2.81)

Kết hợp (2.60), (2.79), (2.80) và (2.81), với mỗi n ≥ 2, ta có

αn ≥ inf
s≥0

(
1

4
s2 − C15λ

−q
2
n s

q

)
= −C16λ

−q
2−q
n , (2.82)

trong đó C16 là hằng số dương không phụ thuộc vào n và λn. Từ Định

lý 1.2 trong [14] (hoặc xem trong [15]), ta có

λn ≥ C17n
2

Ñ . (2.83)

Kết hợp (2.82) và (2.83) ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 2.10. Giả sử βn = αn với mọi n ≥ n0, trong đó n0 ∈ N. Khi đó

tồn tại số nguyên dương n1 thỏa mãn

|αn| ≥ C18n
2

2−θ , n ≥ n1, (2.84)

ở đó C18 là hằng số dương không phụ thuộc vào n.

Chứng minh. Với mỗi n ≥ n0 và ε ∈ (0, |αn|), từ (2.60) suy ra tồn tại

ánh xạ ψ0 ∈ Γn thỏa mãn

max
v∈Sn+1

+

Υ̃(ψ0(v)) < βn + ε = αn + ε. (2.85)

Từ Sn+1 = Sn+1
+ ∪ (−Sn+1

+ ), ta có hàm số ψ0 có thể thác triển liên tục

đến Sn+1 và nó là hàm lẻ, ta vẫn ký hiệu là ψ0, khi đó ψ0 ∈ Λn+1. Từ

(2.60), ta có

αn+1 ≤ max
v∈Sn+1

Υ̃(ψ0(v)) = Υ̃(ψ0(v0)) (2.86)
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với u0 ∈ Sn+1. Nếu u0 ∈ Sn+1
+ , kết hợp với các điều kiện (2.31), (2.85) và

(2.86), ta có

αn+1 < αn + ε+ C8 |αn+1|
θ
2 . (2.87)

Ngược lại, nếu v0 ∈ −Sn+1
+ , kết hợp với (2.31) và (2.85), ta có

Υ̃(ψ0(v0)) ≤ Υ̃(ψ0(−v0)) + C8

∣∣∣Υ̃(ψ0(v0))
∣∣∣ θ2

≤ αn + ε+ C8

∣∣∣Υ̃(ψ0(v0))
∣∣∣ θ2 . (2.88)

Ta xét hai trường hợp của Υ̃(ψ0(v0)) như sau:

Trường hợp 1. Υ̃(ψ0(v0)) ≤ |αn+1|, từ (2.86) và (2.87), ta có

αn+1 < αn + ε+ C8 |αn+1|
θ
2 . (2.89)

Trường hợp 2. Υ̃(ψ0(v0)) > |αn+1|. Do (2.85), tồn tại v1 ∈ Sn+1
+

thỏa mãn

Υ̃(ψ0(v1)) < αn + ε < 0. (2.90)

Mặt khác, do Υ̃ ◦ψ0 ∈ C(Sn+1,R) và Sn+1 là không gian liên thông cùng

với chuẩn là ‖·‖S2γ,0(D)) , áp dụng định lý giá trị trung bình, ta có tồn tại

v2 ∈ Sn+1 thỏa mãn Υ̃(ψ0(v2)) = |αn+1|
2 . Từ (2.85) suy ra v2 ∈ −Sn+1. Do

(2.31) và (2.85), ta có

Υ̃(ψ0(v2)) ≤ Υ̃(ψ0(−v2)) + C8

∣∣∣Υ̃(ψ0(v2))
∣∣∣ θ2

≤ αn + C8

∣∣∣Υ̃(ψ0(v2))
∣∣∣ θ2 ,

do vậy

αn+1 ≤ αn + ε+ C8 |αn+1|
θ
2 . (2.91)

Từ Bổ đề 2.7, (2.87), (2.89) và (2.91) ta có

|αn| ≤ |αn+1|+ C8 |αn+1|
θ
2 , n ≥ n0. (2.92)
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Ta chứng minh bất đẳng thức (2.84) bằng phương pháp quy nạp. Thật

vậy, với k0, k1 là các hằng số dương và k1 phụ thuộc vào k0, khi đó với

mọi t ∈ [0, k1], ta có bất đẳng thức sau

(1 + t)k0 ≥ 1 +
k0t

2
. (2.93)

Đặt k0 := 2(θ − 2)−1. Từ (2.93) khi đó tồn tại ñ0 ∈ N, sao cho với mọi

n ≥ ñ0 ta có (
1 +

1

n

) 2
θ−2

≥ 1 +
1

n(θ − 2)
. (2.94)

Định nghĩa

C18 := min

{
n

2
θ−2
1 |αn1| ,

(
1

C8(θ − 2)

) 2
θ−2
}
, (2.95)

ở đây n1 = max{n0, ñ0}.
Từ (2.95), ta có

|αn1| ≥ C18n
2

2−θ
1 . (2.96)

Nên (2.84) đúng với n1.

Giả sử (2.84) đúng với n ≥ n1. Ta cần chứng minh (2.84) đúng với

n+ 1. Ta chứng minh khẳng định bằng phản chứng, giả sử (2.84) là sai

với n+ 1, tức là

|αn+1| ≤ C18(n+ 1)
2

2−θ . (2.97)

Do (2.84) đúng với n, nên từ (2.31), (2.92) và (2.97), ta có

C18n
2

2−θ
1 ≤ |αn| ≤ |αn+1|+C8 |αn+1|

θ
2

≤C18(1 + n)
2

2−θ + C8C
θ
2
18(1 + n)

θ
2−θ . (2.98)

Chia cả hai vế của (2.98) cho C18(n + 1)
2

2−θ , sau đó kết hợp với (2.95),

ta có(
1 +

1

n

) 2
θ−2

< 1 + C8C
θ−2
2

18

1

n+ 1
< 1 + C8C

θ−2
2

18

1

n
≤ 1 +

1

n(θ − 2)
,

điều này là mâu thuẫn với (2.94). Do đó, theo phương pháp quy nạp ta

có (2.84) là đúng. Nên Bổ đề 2.10 được chứng minh.
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Bổ đề 2.11. Giả sử βn > αn. Khi đó với mỗi δ ∈ (0, βn − αn), βn(δ)

định nghĩa bởi (2.61) là giá trị tới hạn của Υ̃.

Chứng minh. Sử dụng Bổ đề biến dạng trong [6], lý luận tương tự như

Bổ đề 1.57 trong [63], ta có điều phải chứng minh.

Bây giờ sử dụng các bổ đề trên ta chứng minh kết quả chính của

chương này.

Từ (2.4) và các Bổ đề 2.7, Bổ đề 2.9 và Bổ đề 2.10, với n đủ lớn

ta có βn > αn nên ta chọn một dãy {nk}∞k=1 ⊂ N thỏa mãn βnk > αnk.

Từ các Bổ đề 2.8, Bổ đề 2.9 và Bổ đề 2.11, tồn tại một dãy các điểm tới

hạn {vnk}∞k=1 của Υ̃ thỏa mãn

−C14n
−2q

Ñ(2−q)
k ≤ αnk < βnk ≤ βnk(δk) = Υ̃(unk) < 0, (2.99)

trong đó δk ∈ (0, βnk − αnk). Hiển nhiên vnk 6= 0, k ∈ N. Khi đó ta xét

hai trường hợp của dãy {vnk}∞k=1 như sau:

Trường hợp 1. ‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) > 2K0. Từ (2.6), (2.7) và (2.20) suy ra

hK0
(vnk) = 0, h′K0

(vnk) = 0 and ψ′(vnk) = 0.

Từ (F2), (2.9) và (2.32), ta có

ΥK0
(vnk) = ΥK0

(vnk)− µ−1〈Υ̃′(vnk), vnk〉

= 2A ‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) +

∫
D

(
µ−1f1(X, vnk)vnk − F1(X, vnk)

)
dX

≤ A ‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) . (2.100)

Trường hợp 2. ‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) ≤ 2K0. Từ các Bổ đề 2.1, Bổ đề 2.3,

các điều kiện (F2), (F4), (G) (2.9) và (2.32) ta có

ΥK0
(vnk) ≤

1

2
‖vnk‖

2
S2γ,0(D))−

∫
D

F1(X, vnk)dX

+C3C
q3
q3
‖vnk‖

q3
S2γ,0(D))

+ C4C
θ
θ ‖vnk‖

θ
S2γ,0(D))
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và

〈Υ̃′(vnk), vnk〉 ≥ ‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) −

∫
D

f1(X, vnk)vnkdX

− 9C3C
q3
q3
‖vnk‖

q3
S2γ,0(D))

− 89C4C
θ
θ ‖vnk‖

θ
S2γ,0(D)) .

Khi đó

ΥK0
(vnk) = ΥK0

(vnk)− µ−1〈Υ̃′(vnk), vnk〉 ≤ 2A ‖vnk‖
2
S2γ,0(D))

+
µ+ 9

µ
C3C

q3
q3
‖vnk‖

q3
S2γ,0(D))

+
µ+ 89

µ
C4C

θ
θ ‖vnk‖

θ
S2γ,0(D))

≤ A ‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) . (2.101)

Do vậy, từ (2.15), (2.100) hoặc (2.101), ta có `(vnk) = 0 and `′(vnk) = 0.

Nên

Υ̃(vnk) = ΥK0
(vnk) ≤ A ‖vnk‖

2
S2γ,0(D)) < 0.

Từ (2.99), ta có

‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) → 0 khi k →∞.

Nên tồn tại k0 ∈ N sao cho ‖vnk‖
2
S2γ,0(D)) < K0 với mọi k ≥ k0. Từ (2.7)

và (2.20) suy ra

hK0
(vnk) = 1, h′K0

(vnk) = 0 với mọi k ≥ k0.

Kết hợp (2.20), (2.32) và (2.56), với k đủ lớn, ta có vnk là nghiệm yếu

của bài toán (2.1)–(2.2). Do vậy Định lý 2.1 được chứng minh.

KẾT LUẬN CHƯƠNG 2

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu tính đa nghiệm của phương

trình elliptic suy biến nửa tuyến tính chứa toán tử ∆γ, với một lớp các

hàm phi tuyến tương ứng. Tác giả đã xây dựng được một lớp hàm phi

tuyến không thuộc lớp hàm trong [50,51,63] tương ứng với toán tử ∆γ.

Chúng tôi sử dụng phương pháp nhiễu và phương pháp cắt chứng minh

được phương trình có một dãy nghiệm có phiếm hàm năng lượng âm và

dần hội tụ về 0.
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Chương 3

Sự tồn tại và không tồn tại nghiệm

của bài toán biên elliptic suy biến

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu sự không tồn tại nghiệm

trong miền hình sao và sự tồn tại nghiệm yếu không tầm thường của

phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính dạng:

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong miền D, (3.1)

v = 0 trên biên ∂D, (3.2)

trong đó D là miền bị chặn chứa gốc toạ độ và biên trơn trong không

gian RN với N ≥ 3 và toán tử ∆k1,k2
k3,k4

có dạng

∆k1,k2
k3,k4

:= ∆x + ∆y + |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆z

với X = (x, y, z) ∈ RN1×RN2×RN3 và N = N1 +N2 +N3, ki ≥ 0, 1 . . . , 4.

Nội dung chính của chương này là xây dựng đồng nhất thức kiểu

Pohozeav cho bài toán, từ đó chỉ ra trường hợp hàm phi tuyến để phương

trình không có nghiệm không tầm thường. Hơn nữa, sử dụng phương

pháp biến phân và các định lý về điểm tới hạn ta chỉ ra sự tồn tại

nghiệm yếu không tầm thường ứng với một lớp hàm phi tuyến.

Nội dung của chương gồm hai phần

- Phần thứ nhất: Trình bày kết quả sự không tồn tại nghiệm cổ

điển không tầm thường.
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- Phần thứ hai: Trình bày kết quả sự tồn tại nghiệm yếu không

tầm thường.

Nội dung của chương này được viết dựa vào công trình [2] trong

Danh mục các công trình của tác giả liên quan đến luận án.

3.1. Sự không tồn tại nghiệm không tầm thường

Trong mục này, chúng tôi xây dựng đồng nhất thức kiểu Pohozeav

từ đó chỉ ra lớp hàm phi tuyến để bài toán (3.1)-(3.2) chỉ có nghiệm tầm

thường v ≡ 0 trong miền hình sao. Ta đưa ra định nghĩa nghiệm cổ điển

của bài toán như sau:

Định nghĩa 3.1. Hàm v(X) được gọi là nghiệm cổ điển của bài toán

(3.1)-(3.2) nếu v(X) ∈ Λ2(D) và thỏa mãn các phương trình của bài toán

(3.1)-(3.2), tức là

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong miền D,

v = 0 trên biên ∂D,

Khi đó ta có đồng nhất thức kiểu Pohozeav.

Định lý 3.1. Giả sử g(X, t) = g(t) và v(X) ∈ Λ2(D) là nghiệm của bài

toán (3.1)-(3.2). Khi đó ta có∫
D

(
Nk1,k2
k3,k4

G(v)−
Nk1,k2
k3,k4
− 2

2
g(v)v

)
dX =

1

2

∫
∂D

νk1,k2k3,k4
ν̃k1,k2k3,k4

(∂v
∂ν

)2

ds,

(3.3)

trong đó ν := (νx1, · · · , νxN1
, νy1, · · · , νyN2

, νz1, · · · , νzN3
) là véc tơ pháp

tuyến đơn vị ngoài trên biên của D và

νk1,k2k3,k4
:= |νx|2 + |νy|2 + |x|2k1 |y|2k2

(
|x|k3 + |y|k4

)2

|νz|2,

ν̃k1,k2k3,k4
:= (x, νx) + (y, νy) + (1 + k1 + k2 + k3 + k4)(z, νz)

(x, νx) :=

N1∑
i=1

xiνi; (y, νy) :=

N2∑
j=1

yjνj; (z, νz) :=

N3∑
`=1

z`ν`, G(τ) :=

τ∫
0

g(t)dt,
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|νx|2 =

N1∑
i=1

|νi|2 ; |νy|2 =

N2∑
j=1

|νj|2 ; |νz|2 =

N3∑
`=1

|ν`|2 , dX := dxdydz.

Chứng minh. Với t1, t2 là các số thực, áp dụng công thức Green, ta có

(t1 + t2 + 1)

∫
D

G(v)dX

=−
∫
D

(t1(x,∇xv)

N1
+
t2(y,∇yv)

N2
+

(z,∇zv)

N3

)
f(v)dX

=

∫
D

[t1(x,∇xv)

N1
+
t2(y,∇yv)

N2
+

(z,∇zv)

N3

]
×
[
∆xv + ∆yv + |x|2k1 |y|2k2

(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆zv

]
dX. (3.4)

Hơn nữa, ta có∫
D

t1(x,∇xv)

N1
∆xvdX =

(N1 − 2)t1
2N1

∫
D

|∇xv|2dX

+
t1

2N1

∫
∂D

(x, νx)
(∂v
∂ν

)2

|νx|2ds,

∫
D

t1(x,∇xv)

N1
∆yvdX =

t1
2

∫
D

|∇yv|2dX

+
t1

2N1

∫
∂D

(x, νx)
(∂v
∂ν

)2

|νy|2ds,

∫
D

t1(x,∇xu)

N1
|x|2k1 |y|2k2

(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆zvdX

=
t1

2N1

∫
∂D

(x, νx)|νz|2 |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2 (∂v
∂ν

)2

ds

+
t1

2N1
(N1 + 2k1 + 2k3)

∫
D

|x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

|∇zv|2dX,
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∫
D

t2(y,∇yv)

N2
∆xvdX =

t2
2N2

∫
∂D

(y, νy)|νx|2
(∂v
∂ν

)2

ds

+
t2
2

∫
D

|∇xv|2dX,

∫
D

t2(y,∇yv)

N2
∆yvdX =

(N2 − 2)t2
2N2

∫
D

|∇yv|2dX

+
t2

2N2

∫
∂D

(y, νy)
(∂v
∂ν

)2

|νy|2ds,

∫
D

t2(y,∇yv)

N2
|x|2k1 |y|2k2

(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆zvdX

=
t2

2N2

∫
∂D

(y, νy)|νz|2 |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2 (∂v
∂ν

)2

ds

+
t2

2N2
(N2 + 2k2 + 2k4)

∫
D

|x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

|∇zv|2dX,

∫
D

(z,∇zv)

N3
∆xvdX =

1

2

∫
D

|∇xv|2dX

+
1

2N3

∫
∂D

(z, νz)
(∂v
∂ν

)2

|νx|2ds,

∫
D

(z,∇zv)

N3
∆yvdX =

1

2

∫
D

|∇yv|2dX

+
1

2N3

∫
∂D

(z, νz)
(∂v
∂ν

)2

|νy|2ds,

∫
D

(z,∇zv)

N3
|x|2k1 |y|2k2

(
|x|k3 + |y|k4

)2

∆zvdX

=
1

2N3

∫
∂D

(z, νz)|νz|2 |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2 (∂v
∂ν

)2

ds
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+
N3 − 2

2N3

∫
D

|x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

|∇zv|2dX.

Ta chọn

t1 =
N1

N3(k1 + k2 + k3 + k4 + 1)
, t2 =

N2

N3(k1 + k2 + k3 + k4 + 1)
,

khi đó vế phải của (3.4) trở thành

Ñ − 2

2N3(k1 + k2 + k3 + k4 + 1)

×
∫
D

{
|∇xv|2 + |∇yv|2 + |x|2k1 |y|2k2

(
|x|k3 + |y|k4

)2

|∇zv|2
}

dX

+
1

2N3(k1 + k2 + k3 + k4 + 1)

∫
∂D

νk1,k2k3,k4
ν̃k1,k2k3,k4

(∂v
∂ν

)2

ds. (3.5)

Do v = 0 trên ∂D nên ta có

∇xv = νx
∂v

∂ν
,∇yv = νy

∂v

∂ν
,∇zv = νz

∂v

∂ν
ở trên biên của D.

Suy ra∫
D

g(v)vdX =

∫
D

{
|∇xv|2 + |∇yv|2

+ |x|2k1 |y|2k2
(
|x|k3 + |y|k4

)2

|∇zv|2
}

dX. (3.6)

Từ (3.4),(3.5) và (3.6) ta có (3.3) được chứng minh.

Định nghĩa 3.2. Miền D được gọi là ∆k1,k2
k3,k4
− hình sao tại gốc tọa độ

nếu gốc toạ độ O ∈ D và bất đẳng thức ν̃k1,k2k3,k4
≥ 0 đúng với mọi điểm

trên biên của D.

Sử dụng Định lý 3.1, ta đưa ra một số trường hợp riêng của hàm

g mà bài toán (3.1)-(3.2) chỉ có nghiệm tầm thường, cụ thể như sau

Hệ quả 3.1. Giả sử g(X, τ) ≡ g(τ) và D là ∆k1,k2
k3,k4
− hình sao tại gốc tọa

độ và

Nk1,k2
k3,k4

G(τ)−
Nk1,k2
k3,k4
− 2

2
g(τ)τ < 0 (3.7)
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với mỗi τ 6= 0. Khi đó bài toán (3.1)-(3.2) không có nghiệm không tầm

thường v ∈ Λ2(D). Hơn nữa, nếu (3.7) là đúng với τ > 0 khi đó bài toán

(3.1)-(3.2) không có nghiệm dương không tầm thường v ∈ Λ2(D).

Hệ quả 3.2. Giả sử D là ∆k1,k2
k3,k4
− hình sao tại gốc tọa độ và

g(X, τ) = λτ + |τ |p τ với λ ≤ 0, p >
4

Nk1,k2
k3,k4
− 2

.

Khi đó bài toán (3.1)-(3.2) chỉ có nghiệm tầm thường v ≡ 0.

3.2. Sự tồn tại nghiệm yếu không tầm thường

Trong mục này, chúng tôi xây dựng một lớp hàm phi tuyến mà bài

toán (3.1)-(3.2) có nghiệm yếu không tầm thường. Ta giả sử lớp hàm phi

tuyến thỏa mãn các điều kiện sau:

(H1) g : D × R −→ R là một hàm Carathéodory thỏa mãn tồn tại

q1 ∈ (2, Nk1,k2
k3,k4

), ω ∈ K2,q1 và các hằng số dương C0 sao cho

|g(X, τ)| ≤ |ω(X)τ |q1−1 + C0 ∀(X, τ) ∈ D× R;

(H2) Tồn tại C ∈ [0,+∞) và h ∈ L1(D) sao cho |g(X, τ)| ≤ h(X) với

mọi X ∈ D và |τ | ≤ C;

(H3) Tồn tại một hàm không âm k trong Lq2(D), q2 >
N
k1,k2
k3,k4

2 sao cho

k(X) ≤ g(X,τ)
τ với mỗi (X, τ) ∈ D× R;

(H4) g(X, 0) = 0 với mỗi X ∈ D và giới hạn

lim
ξ→0

g(X, τ)

τ
= 0 đều theo X ∈ D;

(H5) lim
τ→+∞

g(X,τ)
τ = +∞ hoặc lim

τ→−∞
g(X,τ)
τ = +∞ h.k.n trong D;

(H6) g(X,τ)
τ tăng khi τ ≥ C và giảm khi τ ≤ −C với mọi X ∈ D.

Trước tiên, ta đưa ra khái niệm nghiệm yếu của bài toán.
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Định nghĩa 3.3. Hàm v thuộc không gian S2
1,0(D) được gọi là nghiệm

yếu của bài toán (3.1)-(3.2) nếu với mọi ϕ ∈ S2
1,0(D) ta có đồng nhất

thức sau ∫
D

∇k1,k2
k3,k4

v · ∇k1,k2
k3,k4

ϕdX −
∫
D

g (X, v(X))ϕ(X)dX = 0.

Định lý 3.2. Giả sử g thỏa mãn các điều kiện (H1)-(H6). Khi đó bài

toán (3.1)-(3.2) có một nghiệm yếu không tầm thường.

Để chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của bài toán, ta sử dụng

phương pháp biến phân. Ta xét phiếm hàm năng lượng của bài toán

(3.1)-(3.2) như sau:

Υ (v) =
1

2

∫
D

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 dX −

∫
D

G (X, v(X)) dX.

Từ Định lí 1.8 và g thỏa mãn (H1) ta có Υ xác định trên S2
1,0(D) hơn

nữa Υ ∈ C1(S2
1,0(D),R) và với mọi ϕ ∈ S2

1,0(D) ta có

〈Υ′(v), ϕ〉 =

∫
D

∇k1,k2
k3,k4

v · ∇k1,k2
k3,k4

ϕdX −
∫
D

g (X, v(X))ϕdX.

Từ định nghĩa nghiệm yếu của bài toán (3.1)-(3.2), ta có nghiệm yếu của

bài toán (3.1)-(3.2) là điểm tới hạn của phiếm hàm năng lượng Υ. Do

vậy, để chứng minh Định lý 3.2, ta chứng minh phiếm hàm Υ có điểm

tới hạn. Ta kiểm tra phiếm hàm Υ thỏa mãn các điều kiện của Định lý

1.5. Trước tiên ta đi kiểm tra điều kiện (i) trong Định lý 1.5.

Bổ đề 3.1. Giả sử rằng f thỏa mãn các điều kiện (H1) và (H4). Khi đó

tồn tại các hằng số dương ρ, % sao cho

Υ(v) ≥ %, ∀v ∈ S2
1,0(D), ‖v‖S21,0(D) = ρ.

Chứng minh. Để chứng minh bổ đề này, ta sử dụng phương pháp phản

chứng. Với mọi số tự nhiên n, ta giả sử

inf

{
Υ(v) : v ∈ S2

1,0(D), ‖v‖S21,0(D) =
1

n

}
≤ 0.
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Khi đó tồn tại một dãy {vn}+∞
n=1 sao cho

‖vn‖S2
γ,0(D) =

1

n
và Υ(vn) <

1

n3
.

Do đó

1

n
>

Υ(vn)

‖un‖2
S21,0(D)

=
1

2
−
∫
D

G(X, vn(X))

‖vn‖2
S21,0(D)

dX,

suy ra ∫
D

G(X, vn(X))

‖vn‖2
S21,0(D)

dX >
1

2
− 1

n
. (3.8)

Từ (H4) với mỗi ε > 0, khi đó tồn tại δ > 0 thỏa mãn

|G(X, τ)| ≤ ετ 2 với |τ | ≤ δ. (3.9)

Từ (H1) ta có

|G(X, τ)| ≤ 1

q1
|ω(X)|q1−1 |τ |q1 + C(δ) |τ |q1 với |τ | ≥ δ. (3.10)

Từ (3.9), (3.10), Định lý 1.1 và áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(X, vn(X))dX

∣∣∣∣∣∣
≤ε
∫
D

|vn(X)|2dX +
1

q1

∫
D

|ω(X)|q1−1 |vn(X)|q1 dX

+C(δ)

∫
D

|vn(X)|q1 dX ≤ ε ‖vn‖2
L2(D) + C(δ) ‖vn‖q1Lq1(D)

+
1

q1

∫
D

|ω(X)vn(X)|q1 dX


q1−1
q1

∫
D

|vn(X)|q1 dX

 1
q1

≤εC2
2 ‖vn‖

2
S21,0(D) +

Cq1
q1

q1
‖vn‖q1S21,0(D)

+ C(δ)Cq1
q1
‖vn‖q1S21,0(D)

.

Do đó ∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(X, vn(X))

‖vn‖2
S21,0(D)

dX

∣∣∣∣∣∣→ 0 khi n→ +∞,

điều này mâu thuẫn với (3.8). Nên Bổ đề 3.1 được chứng minh.
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Tiếp theo, ta kiểm tra điều kiện (ii) của Định lý 1.5.

Bổ đề 3.2. Giả sử f thỏa mãn các điều kiện (H3) và (H5) với ρ xác định

trong Bổ đề 3.1. Khi đó tồn tại hàm v1 trong không gian S2
1,0(D)\B(0, ρ)

sao cho Υ(u1) < 0.

Chứng minh. Trước hết ta xét trường hợp

lim
τ→+∞

g(X, τ)

τ
= +∞. (3.11)

Chọn v ∈ S2
1,0(D) sao cho ‖v‖S21,0(D) = 1, v > 0 và ‖v‖L2(D) 6= 0. Khi đó,

với bất kì hằng số R > 0, ta có

Υ(Mv) =
M 2

2
−
∫
D

G(X,Mv(X))dX.

Từ (3.11), tồn tại một số R > 0 sao cho g(X, τ) ≥ 4τ
‖v‖2

L2(D)
với τ ≥ R.

Hơn nữa, từ (H3) ta có

G(X, τ) ≥
R∫

0

k(X)τdτ = k(X)
R2

2
với 0 ≤ τ ≤ R,

G(X, τ) =

R∫
0

g(X, s)ds+

τ∫
R

g(X, s)ds

≥ k(X)
R2

2
+

2τ 2

‖v‖2
L2(D)

− 2R2

‖v‖2
L2(D)

với τ ≥ R.

Khi 0 ≤Mv ≤ R trên Dv
R
M

:= {X ∈ D : |v(X)| ≤ R
M } ta có∫

D

G(X,Mv(X))dX

=

∫
DvR
M

G(X,Mv(X))dX +

∫
D\DvR

M

F (X,Mv(X))dX

≥
∫

D\DvR
M

2M 2v2(X)

‖v‖2
L2(D)

dX +R2

∫
D

k(X)dX − 2R2

‖v‖2
L2(D)

Vol(D).
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Từ Định lí của Lebesgue tồn tại một số M0 sao cho∫
D\DvR0

M

v2(X)dX ≥
‖v‖2

L2(D)

2
.

Do vậy, nếu M ≥M0 thì∫
D

G(X,Mv(X))dX ≥M 2 +R2

∫
D

k(X)dX − 2R2

‖v‖2
L2(D)

Vol(D).

Do đó, nếu

M > max

2

√√√√−R2

∫
D

k(X)dX +
2R2

‖v‖2
L2(D)

Vol(D),M0


thì

Υ(Mv) ≤ −R2

∫
D

k(X)dX +
2R2

‖v‖2
L2(D)

Vol(D)− M 2

2
< 0.

Do vậy, Υ thỏa mãn điều kiện (ii) trong Định lý 1.5. Trong trường hợp

lim
τ→−∞

g(X, τ)

τ
= +∞.

chứng minh tương tự ta có Υ thỏa mãn điều kiện (ii) trong Định lý 1.5.

Nên bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 3.3. Giả sử g thỏa mãn các điều kiện (H2) và (H6). Khi đó tồn

tại một số thực dương C3 sao cho với mọi X ∈ D, |s| ≤ |t| ta có

g(X, s)s− 2G(X, s) ≤ g(X, t)t− 2G(X, t) + C3h(X).

Chứng minh. Từ (H6) và Bổ đề 2.3 trong [38], với mỗi X ∈ D ta có

τ 7→ g(X, τ)τ − 2G(X, τ).

tăng với τ ≥ C và giảm khi τ ≤ −C. Do vậy, với mọi X ∈ D,
C ≤ s ≤ t ta có

g(X, s)s− 2G(X, s) ≤ g(X, t)t− 2G(X, t).
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Cho (X) ∈ D và τ ∈ [−C,C]. Từ (H2) ta có

|g(X, τ)| ≤ h(X), |G(X, τ)| ≤
τ∫

0

h(X)dτ ≤ Ch(X).

Nên với mọi x ∈ D và 0 ≤ s ≤ t ≤ C, ta có

g(X, s)s−2G(X, s)

≤ g(X, t)t− 2G(X, t) + 6Ch(X),

g(X, s)s−2G(X, s)

≤ g(X,C)C − 2G(X,C) + 6Ch(X)

≤ g(X, t)t− 2G(X, t) + 6Ch(X).

Do vậy bổ đề đúng khi 0 ≤ s ≤ t. Tương tự ta có được điều phải chứng

minh nếu t ≤ s ≤ 0. Nên Bổ đề 3.3 được chứng minh.

Ta kiểm tra điều kiện (C)c của phiếm hàm Υ.

Bổ đề 3.4. Giả sử g thỏa mãn các điều kiện (H1)–(H3), (H5) và (H6).

Khi đó Υ thỏa mãn điều kiện (C)c với mọi c ∈ R.

Chứng minh. Giả sử {vn}+∞
n=1 là một dãy con của không gian S2

1,0(D) thỏa

mãn điều kiện (C)c với c bất kỳ, tức là

Υ(vn)→ c khi n→ +∞ và

lim
n→+∞

(
1 + ‖vn‖S21,0(D)

)
‖Υ′(vn)‖(S21,0(D))∗ = 0. (3.12)

Nên

lim
n→+∞

∫
D

(
1

2
g(X, vn(x))vn(X)−G(X, vn(X))

)
dX

= lim
n→+∞

(
Υ(vn)−

1

2
〈Υ′(vn), vn〉

)
= c. (3.13)

Sử dụng phương pháp phản chứng ta đi chứng minh dãy {vn}+∞
n=1 là bị

chặn trong không gian S2
1,0(D). Giả sử dãy {vn}+∞

n=1 không bị chặn trong
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không gian S2
1,0(D). Khi đó không mất tính tổng quát giả sử ‖vn‖S21,0(D) >

1 và

‖vn‖S21,0(D) → +∞ khi n→ +∞. (3.14)

Đặt

wn =
vn

‖vn‖S21,0(D)

,

khi đó ‖wn‖S21,0(D) = 1, do vậy tồn tại dãy con của dãy wn là hội tụ yếu

trong không gian S2
1,0(D). Không mất tính tổng quát, giả sử dãy {wn}+∞

n=1

hội tụ yếu tới w in S2
1,0(D). Do miền D là bị chặn, nên theo Định lý 1.1

ta có

wn → w trong Lq(D) khi n→ +∞, ở đây q ∈ [1, 2̃∗),

wn → w h.k.n trong D khi n→ +∞. (3.15)

Bây giờ, ta xét hai trường hợp của w là w = 0 hoặc w 6= 0.

Trường hợp 1: Nếu w = 0, khi đó với bất kì n ∈ N tồn tại kn ∈ [0, 1]

sao cho

Υ(knvn) = max {Υ(tvn) : t ∈ [0, 1]} . (3.16)

Cố định một số nguyên dương m và đặt ψn = (4m)1/2wn, khi đó ta có

ψn ⇀ 0 trong S2
1,0(D) khi n→ +∞,

ψn → 0 h.k.n trong D khi n→ +∞, (3.17)

ψn → 0 trong Lq(D) khi n→ +∞, ở đây q ∈ [1, 2̃∗),

ωψn → 0 trong Lq1(D) khi n→ +∞.

Từ (H1) và áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta có∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(X,ψn(X))dX

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
D

|ω(X)ψn(X)|q1−1 |ψn(X)| dX + C0

∫
D

|ψn(X)| dX
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≤

∫
D

|ω(X)ψn(X)|q1 dX


q1−1
q1

∫
D

|ψn(X)|q1 dX

 1
q1

+ C0

∫
D

|ψn(X)| dX. (3.18)

Từ (3.17) và (3.18), ta có∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(X,ψn(X))dX

∣∣∣∣∣∣→ 0 khi n→ +∞,

do đó

lim
n→+∞

∫
D

G(X,ψn(X))dX = 0.

Khi lim
n→+∞

(4m)1/2‖vn‖−1
S21,0(D)

= 0, tồn tại số nguyên Nm sao cho với mọi

n ≥ Nm, ta có

Υ(knvn) ≥ Υ(ψn) = 2m−
∫
D

G(X,ψn(X))dX ≥ m.

nghĩa là, lim
n→+∞

Υ(knvn) = +∞. Nên Υ(0) = 0 và lim
n→+∞

Υ(vn) = c, suy

ra với kn ∈ (0, 1) và n đủ lớn ta có∫
D

|∇k1,k2
k3,k4

(knvn)|2dX −
∫
D

g(X, knvn(X))knvn(X)dX

= 〈Υ′(knvn), knvn〉 = kn
d

dt

∣∣∣
t=kn

Υ(tvn) = 0.

Khi đó, từ Bổ đề 3.3 suy ra∫
D

(
1

2
g(X, vn(X))vn(X)−G(X, vn(X))

)
dX

≥
∫
D

(
1

2
g(X, knvn(X))knvn(X)

−G(X, knvn(X))

)
dX − C3‖h‖L1(D)
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=

∫
D

(
1

2
|∇k1,k2

k3,k4
knvn|2 −G(X, knvn(X))

)
dX − C3‖h‖L1(D)

= Υ(knvn)− C3‖h‖L1(D) → +∞,

mâu thuẫn với (3.13).

Trường hợp 2: Nếu ψ 6= 0, khi đó độ đo Lebesgue của tập

Θ := {(X) ∈ D : ψ(X) 6= 0} là dương và lim
n→+∞

|vn(X)| = +∞ với

mọi (X) ∈ Θ. Từ điều kiện (H5) suy ra

g(X, vn(X))

vn(X)
→ +∞ khi n→ +∞. (3.19)

Từ (3.15) và Định lý 4.9 trong [11], tồn tại hàm số ψ0 ∈ Lp(D) sao cho

với mọi n và với mọi X ∈ D ta có |ψn| ≤ ψ0. Từ điều kiện (H3), với mọi

X ∈ D, τ ∈ (0, 1) ta có

g(X, τvn(X))

τvn(X)
· τ |vn(X)|2

‖vn‖2
S21,0(D)

≥ τk(X)ψ2
0(X).

do đó, khi kψ2
0 ∈ L1(D) (khi k ∈ Lq2(D) với một số q2 >

Ñ
2 ). Từ (3.19),

(A3) suy ra Υ(vn) → c. Hơn nữa do ψ ≡ 0 trên D\Θ, áp dụng Bổ đề

Fatou tổng quát hoá, ta có

1

2
= lim inf

n→+∞

[
1

2
− Υ(vn)

‖vn‖2
S21,0(D)

]
= lim inf

n→+∞

∫
D

G(X, vn(X))

‖vn‖2
S21,0(D)

dX

= lim inf
n→+∞

∫
D

1∫
0

g(X, τvn(X))

τvn(X)
· τ |ψn(X)|2 dτ dX

= lim inf
n→+∞

∫
Θ

1∫
0

g(X, τvn(X))

τvn(X)
· τ |ψn(X)|2 dτ dX

≥
∫
Θ

1∫
0

lim inf
n→+∞

g(X, τvn(X))

τvn(X)
· τ |ψn(X)|2 dτ dX = +∞,

điều này là mâu thuẫn. Do đó, dãy {vn}+∞
n=1 là bị chặn trong không gian

67



S2
1,0(D). Do đó (bằng cách chuyển qua một dãy con nếu cần thiết) giả sử

vn ⇀ v yếu trong S2
1,0(D) khi n→ +∞,

vn → v h.k.n trong D khi n→ +∞, (3.20)

vn → v trong Lp(D) khi n→ +∞, ở đây p ∈ [1, 2̃∗)

ωvn → ωv trong Lq1(D) khi n→ +∞,

Do đó từ (H1) ta có∣∣∣∣∣∣
∫
D

g(X, vn(X))(vn(X)− v(X))dX

∣∣∣∣∣∣
≤ C0

∫
D

|vn(X)− v(X)| dX

+

∫
D

|vn(X)− v(X)| |ω(X)vn(X)|q−1 dX

≤ C0 ‖vn − v‖L1(D) +

∫
D

|vn(X)− v(X)|q1 dX

 1
q1

×

∫
D

|ω(X)vn(X)|q1 dX


q1−1
q1

. (3.21)

Từ (3.20) ta có∫
D

f(X, vn(X))(vn(X)− v(X))dX → 0 khi n→ +∞.

Do đó∫
D

(
g(X, vn(X))− g(X, v(X))

)
× (vn(X)− v(X)) dX → 0 khi n→ +∞. (3.22)

Từ lim
n→+∞

Υ′(vn) = 0 và (3.20) ta có

〈Υ′(vn)−Υ′(v), vn − v〉 → 0 khi n→ +∞. (3.23)
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Từ (3.22) và (3.23), ta có∫
D

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

vn −∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 dX → 0 khi n→ +∞.

Do đó, ta kết luận rằng vn → v mạnh trong S2
γ,0(D). Do vậy Bồ đề 3.4

được chứng minh.

Sử dụng các bổ đề trên ta chứng minh Định lý 3.2.

Chứng minh. Từ các Bổ đề 3.1, Bổ đề 3.2 và Bổ đề 3.4, ta có tất cả các

điều kiện trong Định lý 1.5 được thỏa mãn. Do vậy bài toán (3.1)-(3.2)

có một nghiệm yếu không tầm thường.

3.3. Ví dụ

Trong mục này, chúng tôi đưa ra ví dụ về lớp hàm phi tuyến thỏa

mãn các điều kiện của Định lý 3.2. Ta xét toán tử sau:

∆
1
2 ,

1
2

1
2 ,

1
2

:=
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ |x1| |x2|
(√
|x1|+

√
|x2|
)2 ∂2

∂x2
3

,

trong miền D = {X = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 < 1}. Khi đó ta có

N = 3, N
1
2 ,

1
2

1
2 ,

1
2

= 5, 2̃∗ = 10
3 , q = 3, α = 3

4 , q1 = 3.

Xét các hàm

ω0(X) =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)− 1
100 cos

(
2025

√
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
,

η(X) = (1− x2
1 − x2

2 − x2
3)
− 1

2 ,

θ(X) = (1− x2
1 − x2

2 − x2
3)
−1,

ρ(X) =

(
1

2
− x2

1 − x2
2 − x2

3

)2 (
1− x2

1 − x2
2 − x2

3

)−1
,

a(X) = ρ(X)s−1 =

(
1

2
− x2

1 − x2
2 − x2

3

)4 (
1− x2

1 − x2
2 − x2

3

)−2
.

Do
2pN

1
2 ,

1
2

1
2 ,

1
2

2N
1
2 ,

1
2

1
2 ,

1
2
−p(N

1
2 ,

1
2

1
2 ,

1
2
−2)

= 2.3.5
5.2−3(5−2) = 30 < 40 nên ω0 ∈ L40(D). Do đó,

theo Hệ quả 1.1, ta có ω0 ∈ K2,3. Hơn nữa ta có η ∈ C2,2, θ ∈ K2,3 suy
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ra ρ ∈ K2,3. Mặt khác ta cũng có a không khả tích trong D. Ta xét các

hàm sau:

ω1(X) = ρ(X),∀X ∈ D,

ϕ0(τ) =

τ
2(1− |τ |) nếu |τ | ≤ 1,

0 nếu |τ | ∈ R \ [−1, 1],

ϕ1(τ) =


0 nếu |τ | ≤ 1,

τ(|τ | − 1) ln(1 + |τ |) nếu |τ | ∈ (1, 2],

τ ln(1 + |τ |) nếu |τ | > 2,

g(X, τ) = ω2
0(X)ϕ0(τ) + ω2

1(X)ϕ1(τ),∀(X, τ) ∈ D× R.

Cho ω = |ω0| + ω1, C = 1, h(X) =
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)− 1
100 , k(X) = −h(X)

với mọi X ∈ D. Ta có

h ∈ L1(D), k ∈ L
N

1
2 ,

1
2

1
2 ,

1
2

2 (D), ω ∈ K2,3.

Do đó g thỏa mãn các điều kiện (H1)–(H5). Ta có

g(X, τ)

τ
= ω2

1(X)(|τ | − 1) ln(1 + |τ |),∀τ ∈ [−2, 2] \ [−1, 1]

g(X, τ)

τ
= ω2

1(X) ln(1 + |τ |),∀τ ∈ R \ [−2, 2].

Do đó g thỏa mãn (H6). Do vậy hàm g thỏa mãn các điều kiện trong

Định lý 3.2. Hơn nữa ω2 là không khả tích trên D và hàm g mà ta xây

dựng không thỏa mãn điều kiện (AR).

KẾT LUẬN CHƯƠNG 3

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu phương trình elliptic suy

biến nửa tuyến tính dạng:

−∆k1,k2
k3,k4

v = g(X, v) trong D,

v = 0 trên ∂D.

Các kết quả đạt được của Chương 3 như sau: Thứ nhất, xây dựng được

đồng nhất thức kiểu Pohozeav cho phương trình trên, từ đó chỉ ra trường
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hợp hàm phi tuyến để phương trình không có nghiệm không tầm thường.

Thứ hai, chứng minh được sự tồn tại nghiệm không tầm thường với một

lớp hàm phi tuyến tổng quát (Định lý 3.2). Toán tử trong chương 3 là

toán tử elliptic suy biến lần đầu tiên nhóm tác giả đưa vào nghiên cứu.

Hơn nữa, lớp hàm phi tuyến mà nhóm tác giả xây dựng không nằm trong

lớp các hàm phi tuyến đa được nghiên cứu đối với phương trình elliptic

suy biến trong [3, 37, 48].
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Chương 4

Sự tồn tại và tính chất nghiệm của

hệ phương trình elliptic suy biến

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu và

một số tính chất nghiệm của hệ phương trình elliptic suy biến dạng:
−ε2∆k1,k2

k3,k4
v + κ(X)v = H(X, v, w), X ∈ RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = K(X, v, w), X ∈ RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞,

trong đó H(., ., .),K(., ., .) là các hàm cho trước. Vận dụng phương pháp

biến phân ta đã chứng minh được một lớp hàm phi tuyến tương ứng mà

bài toán có nghiệm yếu không tầm thường và đánh giá nghiệm trong

không gian Sobolev có trọng tương ứng.

Nội dung của chương gồm hai phần

- Phần thứ nhất: Trình bày kết quả sự tồn tại nghiệm và tính đa

nghiệm của hệ phương trình elliptic suy biến với hàm phi tuyến có tăng

trưởng tới hạn.

- Phần thứ hai: Trình bày kết quả sự tồn tại nghiệm của hệ phương

trình elliptic suy biến với hàm phi tuyến có tăng trưởng dưới tới hạn.

Nội dung của chương này được viết dựa vào công trình [3,4] trong

Danh mục các công trình của tác giả liên quan đến luận án.
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4.1. Sự tồn tại nghiệm và tính đa nghiệm của hệ

phương trình elliptic suy biến với hàm phi tuyến

có tăng trưởng tới hạn

Trong mục này ta nghiên cứu sự tồn tại và tính đa nghiệm của hệ

phương trình sau:

−ε2∆k1,k2
k3,k4

v + κ(X)v = h(X)|v|2̃∗−2v +Hv(X, v, w), X ∈ RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = h(X)|w|2̃∗−2w +Hw(X, v, w), X ∈ RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞,

(4.1)

trong đó κ(X), h(X) và H(X, v, w) thỏa mãn các điều kiện

(B0) κ ∈ C(RN ,R) và tồn tại hằng số M > 0 thỏa mãn

κ(0) = inf
X∈RN

κ(X) = 0 : V ol
({
X ∈ RN , κ(X) ≤M

})
<∞;

(G0) h(X) ∈ C(RN ,R), 0 < inf
X∈RN

h(X) ≤ sup
X∈RN

h(X) <∞;

(K1) H ∈ C1(RN × R × R,R) thỏa mãn Hs(X, s, t) = o(|s| + |t|),
Ht(X, s, t) = o(|s|+ |t|) đều với X ∈ RN khi |s|+ |t| → 0;

(K2) Tồn tại các hằng số C̃0 > 0 và q ∈ (2, 2̃∗) sao cho

|Hs(X, s, t)| ≤ C̃0(1 + |s|q−1 + |t|q−1),

|Ht(X, s, t)| ≤ C̃0(1 + |s|q−1 + |t|q−1);

(K3) Tồn tại các hằng số C̃1 > 0, q1, q2 > 2 và µ ∈ (2, 2̃∗) sao cho với mọi

(X, s, t) ∈ RN × R2, ta có

|H(X, s, t)| ≥ C̃1 (|s|q1 + |t|q2) và

0 < µH(X, s, t) ≤ Hs(X, s, t)s+Ht(X, s, t)t.

(K4) Hs(X,−s, t) = −Hs(X, s, t), Hs(X, s,−t) = −Hs(X, s, t) với mọi

(X, s, t) ∈ RN × R2.
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Đặt λ = ε−2. Khi đó bài toán (4.1) trở thành

−∆k1,k2
k3,k4

v + λκ(X)v = λh(X)|v|2̃∗−2v + λHv(X, v, w), X ∈ RN ,

−∆k1,k2
k3,k4

w + λκ(X)w = λh(X)|w|2̃∗−2w + λHw(X, v, w), X ∈ RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞.

(4.2)

Do bài toán (4.1) và bài toán (4.2) là tương đương. Ta định nghĩa không

gian hàm tương ứng với bài toán như sau:

Hàm (v, w) được gọi là nghiệm yếu của bài toán (4.2) nếu nó thỏa

mãn (v, w) ∈ H và với mọi (ϕ, ψ) ∈ H ta có đẳng thức sau:∫
RN

(
∇k1,k2
k3,k4

v · ∇k1,k2
k3,k4

ϕ+ λκ(X)vϕ+∇k1,k2
k3,k4

w · ∇k1,k2
k3,k4

ψ + λκ(X)wψ
)

dX

= λ

∫
RN

(Hv(X, v, w)ϕ+Hw(X, v, w)ψ) dX

+ λ

∫
RN

h(X)
(
|v|2̃∗−2vϕ+ |w|2̃∗−2wψ

)
dX.

Khi đó ta có các khẳng định sau:

Định lý 4.1. Giả sử κ, h thỏa mãn các điều kiện (B0), (G0) và (K1)–

(K3). Khi đó với mỗi ρ > 0, tồn tại Λρ > 0 sao cho λ > Λρ thì bài toán

(4.2) có nghiệm yếu thỏa mãn (vλ, wλ)→ (0, 0) trong H khi λ→∞ và

µ− 2

2µ

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

vλ

∣∣∣2 +
∣∣∣∇k1,k2

k3,k4
wλ

∣∣∣2 + λκ(X)
(
|vλ|2 + |wλ|2

))
dX

≤ ρλ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 , (4.3)

1

Nk1,k2
k3,k4

∫
RN

h(X)
(
|vλ|2̃

∗
+ |wλ|2̃

∗
)

dX +
µ− 2

2

∫
RN

H(X, vλ, wλ)dX

≤ ρλ−
N
k1,k2
k3,k4
2 . (4.4)
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Định lý 4.2. Giả sử κ, h thỏa mãn các điều kiện (B0), (G0) và (K1)–

(K4). Khi đó với mỗi m ∈ N và ρ > 0, tồn tại Λmρ > 0 sao cho λ > Λmρ

thì bài toán (4.2) có m nghiệm (vλ, wλ) thỏa mãn đánh giá (4.3), (4.4)

trong Định lý 4.1 và (vλ, wλ)→ (0, 0) trong H khi λ→∞.

Để chứng minh các Định lý 4.1 và Định lý 4.2. Trước tiên, ta định

nghĩa phiếm hàm Euler–Lagrange sinh ra bởi bài toán (4.2) như sau:

I(v, w) =
1

2

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 + λκ(X)v2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2 + λκ(X)w2

)
dX

− λ

2̃∗

∫
RN

h(X)
(
|v|2̃∗ + |w|2̃∗

)
dX − λ

∫
RN

H(X, v, w)dX.

Do κ, h thỏa mãn các điều kiện (B0) và (K2), khi đó I ∈ C1(H,R). Hơn

nữa, điểm tới hạn của I là nghiệm yếu của của bài toán (4.2). Ta chứng

minh phiếm hàm I thoả mãn các điều kiện của Định lý 1.4.

Bổ đề 4.1. Giả sử các điều kiện (B0), (G0), (K1)–(K3) được thỏa mãn

và dãy {(vn, wn)}∞n=1 ⊂ H thỏa mãn

I(vn, wn)→ c và I′(vn, wn)→ 0 trong H.

Khi đó ta có c ≥ 0, dãy {(vn, wn)}∞n=1 là bị chặn trong không gian H
và tồn tại một dãy con {(vnk, wnk)}∞k=1 thỏa mãn với mỗi ε > 0, tồn tại

rε > 0 sao cho

lim sup
k→∞

∫
Bk\Br

(|vnk|q + |wnk|q) dX ≤ ε,

ở đó 2 ≤ q < 2̃∗, Br := {X ∈ RN : |X| ≤ r}.
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Chứng minh. Từ (G0) và (A3), ta có

c+ o(1)‖(vn, wn)‖H = I(vn, wn)−
1

µ
I′(vn, wn)(vn, wn)

=

(
1

2
− 1

µ

)
‖(vn, wn)‖2

H + λ

(
1

µ
− 1

2̃∗

)∫
RN

h(X)
(
|vn|2̃

∗
+ |wn|2̃

∗
)

dX

+ λ

∫
RN

[
1

µ
(Hv(X, vn, wn)vn +Hw(X, vn, wn)wn)−H(X, vn, wn)

]
dX

≥
(

1

2
− 1

µ

)
‖(vn, wn)‖2

H. (4.5)

Suy ra c ≥ 0, hơn nữa tồn tại hằng số dương C thỏa mãn

‖(vn, wn)‖2
H ≤ C.

Do đó, dãy {(vn, wn)}∞n=1 là bị chặn trong không gian H. Nên tồn tại

(v, w) ∈ H sao cho (có thể thông qua một dãy con)

(vn, wn) ⇀ (v, w) trong H khi n→∞;

vn → v, wn → w h.k.n trong RN khi n→∞;

(vn, wn)→ (v, w) trong Lqloc(R
N)× Lqloc(R

N) khi n→∞, 2 ≤ q < 2̃∗

Với mỗi k ∈ N, ta có∫
Bk

(|vn|q + |wn|q) dX →
∫
Bk

(|v|q + |w|q) dX khi n→∞.

Do đó, tồn tại n0 ∈ N sao cho với mọi n ≥ n0 + 1 ta có∫
Bj

(|vn|q + |wn|q − |v|q − |w|q) dX <
1

k
.

Không mất tính tổng quát ta chọn nk = n0 + k thỏa mãn∫
Bk

(|vnk|q + |wnk|q − |v|q − |w|q) dX <
1

k
.

Nên tồn tại rε sao cho với mọi r ≥ rε ta có∫
RN\Br

(|v|q + |w|q) dX < ε.
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Do vậy,∫
Bk\Br

(|vnk|q + |wnk|q) dX

<
1

k
+

∫
Br

(|v|q − |vnk|q + |w|q − |wnk|q) dX +

∫
RN\Br

(|v|q + |w|q) dX.

Suy ra (vn, wn)→ (v, w) trong Lqloc(RN)×Lqloc(RN). Do vậy, bổ đề được

chứng minh.

Giả sử χ : [0,∞)→ [0, 1] là hàm trơn thỏa mãn

χ(t) =

1, khi t ≤ 1

0, khi t ≥ 2.

Ta định nghĩa

ṽk(X) = χ

(
2|X|
k

)
v(X) và w̃k(X) = χ

(
2|X|
k

)
w(X).

Khi đó ta có

‖v − ṽk‖S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(RN ) → 0 khi k →∞,

‖w − w̃k‖S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(RN ) → 0 khi k →∞. (4.6)

Bổ đề 4.2. Giả sử {(vnk, wnk)}∞k=1 thỏa mãn các điều kiện trong

Bổ đề 4.1. Khi đó ta có

lim
k→∞

∫
RN

[
Hv(X, vnk, wnk)−Hv(X, vnk − ṽk, wnk − w̃k)

−Hv(X, ṽk, w̃k)
]
ϕdX = 0,

lim
k→∞

∫
RN

[
Hw(X, vnk, wnk)−Hw(X, vnk − ṽk, wnk − w̃k)

−Hw(X, ṽk, w̃k)
]
ψdX = 0,

đều với (ϕ, ψ) ∈ H và ‖(ϕ, ψ)‖H ≤ 1.
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Chứng minh. Từ (4.6) và Định lý 1.3, với mỗi r > 0, ta có

lim
k→∞

∫
Br

[
Hv(X, vnk, wnk)−Hv(X, vnk − ṽk, wnk − w̃k)

−Hv(X, ṽk, w̃k)
]
ϕdX = 0, (4.7)

đều với ‖ϕ‖S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(RN ) ≤ 1. Với mỗi ε > 0, tồn tại rε > 0 thỏa mãn

lim sup
k→∞

∫
Bk\Br

|ṽk|qdX ≤
∫

RN\Br

|v|qdX ≤ ε,∀r ≥ rε.

Bởi các điều kiện (K1) và (K2), nên ta có

|Hv(X, v, w)| ≤ C0

(
|v|+ |w|+ |v|q−1 + |w|q−1

)
. (4.8)

Từ (4.7) và (4.8), ta có

lim sup
k→∞

∫
RN

[
Hv(X, vnk, wnk)−Hv(X,wnk − ṽk, wnk − w̃k)

−Hv(X, ṽk, w̃k)
]
ϕdX

≤ lim sup
k→∞

∫
Bk\Br

[
Hv(X, vnk, wnk)−Hv(X, vnk − ṽk, wnk − w̃k)

−Hv(X, ṽk, w̃k)
]
ϕdX

≤C1 lim sup
k→∞

∫
Bk\Br

(|vnk|+ |ṽk|+ |wnk|+ |w̃k|)ϕdX

+ C2 lim sup
k→∞

∫
Bk\Br

(
|vnk|

q−1 + |ṽk|q−1 + |wnk|
q−1 + |w̃k|q−1

)
ϕdX

≤C1 lim sup
k→∞

(
‖vnk‖L2(Bk\Br) + ‖ṽk‖L2(Bk\Br) + ‖wnk‖L2(Bk\Br)

+ ‖w̃k‖L2(Bk\Br)

)
‖ϕ‖L2(RN ) + C2 lim sup

k→∞

(
‖vnk‖

q−1
L2(Bk\Br) ‖vnk‖

q−1
L2(Bj\Br)

+ ‖ṽk‖q−1
L2(Bk\Br) + + ‖w̃k‖q−1

L2(Bk\Br)

)
‖ϕ‖Lq(RN )

≤ C3ε
1
2 + C4ε

q−1
q ,

trong đó C1, C2, C3 và C4 là các hằng số dương. Chứng minh tương tự,

ta có bổ đề được chứng minh.
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Bổ đề 4.3. Giả sử {(vnk, wnk)}∞k=1 là một dãy thỏa mãn trong Bổ đề 4.1.

Khi đó

I(vnk − ṽnk, wnk − w̃k)→ c− I(v, w) khi k →∞,

I′(vnk − ṽk, wnk − w̃k)→ 0 trong H∗ khi k →∞,

trong đó H∗ là đối ngẫu của không gian H.

Chứng minh. Ta có

I(vnk − ṽnk, wnk − w̃k)

= I(vnk, wnk)− I(ṽk, w̃k) +
λ

2̃∗

∫
RN

h(X)×

(
|vnk|2̃

∗ − |vnk − ṽk|2̃
∗ − |ṽk|2̃

∗
+ |wnk|2̃

∗ − |wnk − w̃k|2̃
∗ − |w̃k|2̃

∗
)

dX

+ λ

∫
RN

(H(X, vnk, wnk)−H(X, vnk − ṽk, wnk − w̃k)−H(X, ṽk, w̃k)) dX.

Từ (vnk, wnk) ⇀ (v, w) và (ṽnk, w̃nk)→ (v, w) trong H khi k →∞, ta có

lim
k→∞

∫
RN

h(X)
(
|vnk|2̃

∗ − |vnk − ṽk|2̃
∗ − |ṽk|2̃

∗
+ |wnk|2̃

∗

− |wnk − w̃k|2̃
∗ − |w̃k|2̃

∗
)

dX = 0,

lim
k→∞

∫
RN

(
H(X, vnk, wnk)−H(X, vnk − ṽk, wnk − w̃k)

−H(X, ṽk, w̃k)
)

dX = 0.

Mặt khác, ta có

I(vnk, wnk)→ c và I(ṽnk, w̃nk)→ I(v, w) khi k →∞,

suy ra

I(vnk − ṽnk, wnk − w̃nk)→ c− I(v, w) khi k →∞.

Với mỗi (ϕ, ψ) ∈ H thỏa mãn ‖(ϕ, ψ)‖H ≤ 1, ta có

I′(vnk − ṽnk, wnk − w̃nk)(ϕ, ψ)
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= I′(vnk, wnnk )(ϕ, ψ)− I′(ṽj, w̃nk)(ϕ, ψ)

+ λ

∫
RN

h(X)
[ (
|vnk|2̃

∗−2vnk − |vnk − ṽk|2̃
∗−2(vnk − ṽk)− |ṽk|2̃

∗−2ṽk|
)
ϕ

+
(
|wnk|2̃

∗−2wnk − |wnk − w̃nk|2̃
∗−2(wnk − w̃nk)− |w̃nk|2̃

∗−2w̃nk|
)
ψ
]
dX

+ λ

∫
RN

[(
Hv(X, vnk, wnk)−Hv(X, vnk − ṽnk, wnk − w̃nk)

−Hv(X, ṽnk, w̃nk)
)
ϕ+

(
Hw(X, vnk, wnk)−Hw(X, vnk − ṽnk, wnnk − w̃nk)

−Hw(X, ṽnk, w̃nk)
)
ψ
]
dX.

Từ (vnk, wnk) ⇀ (v, w) và (ṽnk, w̃nk) → (v, w) trong H khi k → ∞, suy

ra

lim
k→∞

∫
RN

h(X)
(
|vnk|2̃

∗−2vnk − |vnk − ṽnk|2̃
∗−2(vnk − ṽnk)

− |ṽnk|2̃
∗−2ṽnk|

)
ϕdX = 0,

lim
k→∞

∫
RN

h(X)
(
|wnk|2̃

∗−2wnk − |wnk − w̃nk|2̃
∗−2(wnnk − w̃nk)

− |w̃nk|2̃
∗−2w̃nk|

)
ψdX = 0

đều với ‖(ϕ, ψ)‖H ≤ 1. Do Bổ đề 4.2, ta có

I′(vnk − ṽk, wnk − w̃nk)→ 0.

Đặt

ψk := vnk − ṽk và ϕk := wnk − w̃nk.

Khi đó

vnk − v = ψk + (ṽnk − v) và wnk − v = ϕk + (w̃nk − w).

Ta có (vnk, wnk)→ (v, w) khi và chỉ khi (ψk, ϕk)→ (0, 0). Do vậy

I(ψk, ϕk)−
1

2
I′(ψk, ϕk)(ψk, ϕk)
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=

(
1

2
− 1

2̃∗

)
λ

∫
RN

h(X)
(
|ψk|2̃

∗
+ |ϕk|2̃

∗
)

dX

+ λ

∫
RN

[
1

2
(Hv(X,ψk, ϕk)ψk +Hv(X,ψk, ϕk)ϕk)−H(X,ψk, ϕk)ψk

]
dX

≥ λ

Ñ
B0

∫
RN

(
|ψk|2̃

∗
+ |ϕk|2̃

∗
)

dX, (4.9)

trong đó B0 = inf
X∈RN

κ(X) > 0. Từ Bổ đề 4.3 và (4.9), suy ra∫
RN

(
|ψk|2̃

∗
+ |ϕk|2̃

∗
)

dX ≤ Ñ(c− I(v, w))

λB0
+ o(1). (4.10)

Ta định nghĩa κM(X) := max{κ(X),M}, ở đây M là hằng số xác định

trong điều kiện (B0). Do vậy

V ol
({
X ∈ RN , κ(X) ≤M

})
<∞

và (ψk, ϕk)→ (0, 0) trong L2
loc(RN)× L2

loc(RN). Nên ta có∫
RN

h(X)
(
|ψk|2 + |ϕk|2

)
dX

=

∫
RN

κM(X)
(
|ψk|2 + |ϕk|2

)
dX + o(1). (4.11)

Sử dụng các điều kiện (B0), (K1), (K2) và bất đẳng thức Young, tồn

tại hằng số CM > 0 thỏa mãn∫
RN

h(X)
(
|ψk|2̃

∗
+ |ϕk|2̃

∗
)

dX

+

∫
RN

(Hu(X,ψk, ϕk)ψk +Hv(X,ψk, ϕk)ϕk) dX (4.12)

≤M
(
‖ψk‖2

L2(RN ) + ‖ϕk‖2
L2(RN )

)
+ CM

(
‖ψk‖2̃∗

L2̃∗(RN ) + ‖ϕk‖2̃∗

L2̃∗(RN )

)
.

Giả sử CSpk1,k2,k3,k4(RN ) lằ hằng số tốt nhất trong bất đẳng thức Sobolev,

tức là với mọi v ∈ S2
k1,k2,k3,k4

(RN) ta có

CS2
k1,k2,k3,k4

(RN ) ‖v‖
2
L2̃∗(RN ) ≤ ‖v‖

2
S2
k1,k2,k3,k4

(RN ) . (4.13)

81



Bổ đề 4.4. Giả sử các điều kiện (B0), (G0) và (K1)–(K3) là thỏa mãn.

Khi đó, tồn tại hằng số C0 > 0 không phụ thuộc vào λ sao cho với mỗi

dãy {(vn, wn)}∞n=1 ⊂ H mà

I(vn, wn)→ c và I′(vn, wn)→ 0 trong H,

cùng với (vn, wn) ⇀ (v, w), thì một trong các điều sau sẽ xảy ra

(vn, wn)→ (v, w) trong H khi n→∞

hoặc c− I(v, w) ≥ C0λ
1−

N
k1,k2
k3,k4
2 .

Chứng minh. Ta chứng minh khẳng định của bổ đề bằng phản chứng.

Giả sử

(vn, wn) 6→ (v, w) trong H khi n→∞.

Khi đó

lim inf
n→∞

‖(ψn, ϕn)‖H > 0 và c− I(v, w) > 0.

Từ (4.15), (4.12) và (4.14), Ta có

CS2
k1,k2,k3,k4

(RN )

(
‖ψn‖2

L2̃∗(RN ) + ‖ϕn‖2
L2̃∗(RN )

)
≤
∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ψn

∣∣∣2 +
∣∣∣∇k1,k2

k3,k4
ϕn

∣∣∣2) dX

=

∫
RN

( ∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ψn

∣∣∣2 +
∣∣∣∇k1,k2

k3,k4
ϕn

∣∣∣2 + λκ(X)|ψn|2

+ λκ(X)|ϕn|2
)

dX −
∫
RN

λκ(X)
(
|ψn|2 + |ϕn|2

)
dX

= λ

∫
RN

[
h(X)

(
|ψn|2̃

∗
+ |ϕn|2̃

∗
)

+Hv(X,ψn, ϕn)ψn

+Hw(X,ψn, ϕn)ϕn

]
dX − λ

∫
RN

VM(X)
(
|ψn|2 + |ϕn|2

)
dX + o(1)

≤ λCM

(
‖ψn‖2̃∗

L2̃∗(RN ) + ‖ϕn‖2̃∗

L2̃∗(RN )

)
+ o(1).
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Từ (4.23), suy ra

CS2
k1,k2,k3,k4

(RN ) ≤ λCM

(
‖ψn‖2̃∗

L2̃∗(RN ) + ‖ϕn‖2̃∗

L2̃∗(RN )

) 2̃∗−2
2̃∗

+ o(1)

≤ λCM

(
Nk1,k2
k3,k4

(c− I(v, w))

λB0

) 2

N
k1,k2
k3,k4

+ o(1)

= λ
1− 2

N
k1,k2
k3,k4 CM

(
Ñ

B0

) 2

N
k1,k2
k3,k4

(c− I(v, w))

2

N
k1,k2
k3,k4 + o(1).

Đặt C0 := C
N
k1,k2
k3,k4
2

S2
k1,k2,k3,k4

(RN )
C
−
N
k1,k2
k3,k4
2

M

(
Nk1,k2
k3,k4

)−1

B0. Khi đó

C0λ
1−

N
k1,k2
k3,k4
2 ≤ c− I(v, w) + o(1).

Do đó Bổ đề được chứng minh.

Từ Bổ đề trên ta có

Bổ đề 4.5. Giả sử (B0), (G0) và (K1)–(K3) là thỏa mãn. Khi đó I(u, v)

thỏa mãn điều kiện (PS)c với mọi c < C0λ
1−

N
k1,k2
k3,k4
2 .

Bổ đề 4.6. Giả sử các điều kiện (B0), (G0) và (K1)–(K3) được thỏa

mãn. Khi đó phiếm hàm I thỏa mãn các điều kiện của Định lý 1.4, tức

là

(i) tồn tại ρ > 0 và θ > 0 thỏa mãn I(v, w) ≥ θ với ‖(v, w)‖H = ρ;

(ii) với mỗi không gian hữu hạn chiều E ⊂ H và (v, w) ∈ E, ta có

I(v, w)→ −∞ khi ‖(v, w)‖H →∞;

(iii) với mỗi % > 0, tồn tại hằng số Λ% > 0 thỏa mãn với mỗi λ ≥ Λ%,

tồn tại hằng số ēλ ∈ E với ‖ēλ‖H > %, I(ēλ) ≤ 0 và

max
s≥0

I(sēλ) ≤ %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 .
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Chứng minh. Trước hết ta chứng minh điều kiện (i). Từ các điều kiện

(K1), (K2) với mỗi ε > 0 tồn tại Cε > 0 thỏa mãn

1

2̃∗

∫
RN

h(X)
(
|v|2̃∗ + |w|2̃∗

)
dX +

∫
RN

H(X, v, w)dX (4.14)

≤ ε
(
‖v‖2

L2(RN ) + ‖w‖2
L2(RN )

)
+ Cε

(
‖v‖2̃∗

L2̃∗(RN ) + ‖w‖2̃∗

L2̃∗(RN )

)
.

Do đó

I(v, w) ≥ 1

2
‖(v, w)‖2

H − λε
(
‖v‖2

L2(RN ) + ‖w‖2
L2(RN )

)
−λCε

(
‖v‖2̃∗

L2̃∗(RN ) + ‖w‖2̃∗

L2̃∗(RN )

)
.

Từ ‖v‖2
L2(RN ) + ‖w‖2

L2(RN ) ≤ C1 ‖(v, w)‖2
H. Nếu ε ≤ (4λC1)

−1 khi đó

I(v, w) ≥ 1

4
‖(v, w)‖2

H − λCε
(
‖v‖2̃∗

L2̃∗(RN ) + ‖w‖2̃∗

L2̃∗(RN )

)
Do 2̃∗ > 2 nên ta có điều phải chứng minh.

(ii) Từ giả thiết (K2), (K3) với mọi (v, w) ∈ H, ta có

I(v, w) ≤ 1

2
‖(v, w)‖2

W − λC̃0

(
‖v‖q1L2(RN ) + ‖w‖q2L2(RN )

)
.

Do mọi chuẩn trong không gian hữu hạn chiều là tương đương và

q1, q2 > 2, nên điều khẳng định (ii) là đúng.

(iii) Từ Bổ đề 4.5, với λ là một số đủ lớn và cλ là một số đủ nhỏ,

khi đó I thỏa mãn điều kiện (PS)c.

Do vậy ta sẽ đi xây dựng không gian con thỏa mãn các điều kiện

của (iii). Ta định nghĩa các phiếm hàm sau:

I(v, w) =
1

2

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 + λκ(X)|v|2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2 + λκ(X)|w|2

)
dX

−λC̃1

∫
RN

(|v|q1 + |w|q2) dX,

J(v, w) =
1

2

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2 + A(λ−

1
2X)

(
|v|2 + |w|2

))
dX

−C̃1

∫
RN

(|v|q1 + |w|q2) dX.
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Khi đó I ∈ C1(H,R) và I(v, w) ≤ I(v, w) với mọi (v, w) ∈ H. Hơn nữa,

ta có

inf


∫
RN

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ϕ
∣∣∣2 dX : ϕ ∈ C∞0 (RN ,R), ‖ϕ‖Lq1(RN ) = 1

 = 0.

inf


∫
RN

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ψ
∣∣∣2 dX : ψ ∈ C∞0 (RN ,R), ‖ψ‖Lq2(RN ) = 1

 = 0.

Với mỗi δ > 0, tồn tại các hàm ϕδ, ψδ ∈ C∞0 (RN ,R) sao cho

‖ϕδ‖Lq1(RN ) = ‖ψδ‖Lq2(RN ) = 1 thỏa mãn

suppϕδ, suppψδ ⊂ Brδ(0) và
∥∥∥∇k1,k2

k3,k4
ϕδ

∥∥∥2

L2(RN )
< δ,

∥∥∥∇k1,k2
k3,k4

ψδ

∥∥∥2

L2(RN )
< δ.

Giả sử eλ(X) =
(
ϕδ(
√
λX), ψδ(

√
λX)

)
, khi đó supp eλ ⊂ B

λ−
1
2 rδ

(0) và

I(seλ) = λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 J(sϕδ, sψδ).

Hơn nữa, ta có

max
s≥0

J(sϕδ, sψδ)

≤ q1 − 2

2q1(q1C̃1)
2

q1−2


∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ϕδ

∣∣∣2 + κ(λ−
1
2X)|φδ|2

)
dX


q1
q1−2

+
q2 − 2

2q2(q2C̃1)
2

q2−2


∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ψδ

∣∣∣2 + κ(λ−
1
2X)|ψδ|2

)
dX


q2
q2−2

.

Từ κ(0) = 0 và suppϕδ, suppψδ ⊂ Brδ(0) tồn tại Λδ > 0 sao cho với mọi

|X| ≤ rδ, λ ≥ Λδ, ta có

κ(λ−
1
2X) ≤ δ

‖ϕδ‖2
L2(RN )

, κ(λ−
1
2X) ≤ δ

‖ψδ‖2
L2(RN )

.

Kết hợp với
∥∥∥∇k1,k2

k3,k4
ϕδ

∥∥∥2

L2(RN )
< δ,

∥∥∥∇k1,k2
k3,k4

ψδ

∥∥∥2

L2(RN )
< δ, suy ra

max
s≥0

I(sϕδ, sψδ) ≤ λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2

(
q1 − 2

q1(q1C̃1)
2

q1−2
(2δ)

q1
q1−2 +

q2 − 2

q2(q2C̃1)
2

q2−2
(2δ)

q2
q2−2

)
.
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Do đó, với mọi λ ≥ Λδ, ta có

max
s≥0

I(seλ)

≤ λ1− Ñ2

(
q1 − 2

q1(q1C̃1)
2

q1−2
(2δ)

q1
q1−2 +

q2 − 2

q2(q2C̃1)
2

q2−2
(2δ)

q2
q2−2

)
. (4.15)

Nên với mỗi % > 0, ta có thể chọn δ > 0 đủ nhỏ, thỏa mãn

q1 − 2

q1(q1C̃1)
2

q1−2
(2δ)

q1
q1−2 +

q2 − 2

q2(q2C̃1)
2

q2−2
(2δ)

q2
q2−2 ≤ %

và eλ(X) = (ϕδ(
√
λX), ψδ(

√
λX)). Ta cho Λδ = Λσ, tồn tại s̄λ > 0 thỏa

mãn ‖s̄λeλ‖H > ρ và I(seλ) ≤ 0 với mọi t ≥ s̄λ. Từ(4.15), ēλ = s̄λeλ ta

có

max
s≥0

I(sēλ) ≤ %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 .

Bây giờ ta chứng minh Định lý 4.1 như sau

Chứng minh. Từ Bổ đề 4.6, với mỗi 0 < % < θ, tồn tại Λ% > 0 sao cho

λ ≥ Λ%, ta có

c = inf
γ∈Γλ

max
s∈[0,1]

I(γ(s)) ≤ %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 ,

trong đó Γλ = {γ ∈ C([0, 1],H) : γ(0) = 0, γ(1) = ēλ}. Từ Bổ đề 4.5, ta

có I thỏa mãn điều kiện (PS)c, áp dụng Định lý 1.4, với (vλ, wλ) ∈ H ta

có

I(vλ, wλ) = c và I′(vλ, wλ) = 0.

Do vậy, (vλ, wλ) là nghiệm yếu của bài toán (4.2).

Hơn nữa

I(vλ, wλ) ≤ %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 và I′(vλ, wλ) = 0,

và với mỗi κ ∈ [2, 2̃∗], ta có

I(vλ, wλ) = I(vλ, wλ)−
1

κ
I′(vλ, wλ)(vλ, wλ)
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≥
(

1

2
− 1

κ

)
‖(vλ, wλ)‖2

W + λ
(µ
κ
− 1
) ∫
RN

H(X, vλ, wλ)dX

+

(
1

κ
− 1

2̃∗

)
λ

∫
RN

h(X)
(
|vλ|2̃

∗
+ |wλ|2̃

∗
)

dX.

Cho κ = µ suy ra

µ− 2

2µ

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

vλ

∣∣∣2 +
∣∣∣∇k1,k2

k3,k4
wλ

∣∣∣2 + λκ(X)
(
|vλ|2 + |wλ|2

))
dX

≤ %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 .

Cho κ = 2, ta có

1

Nk1,k2
k3,k4

∫
RN

h(X)
(
|vλ|2̃

∗
+ |wλ|2̃

∗
)

dX +
µ− 2

2

∫
RN

H(X, vλ, wλ) ≤ %λ−
N
k1,k2
k3,k4
2 .

Nên Định lý 4.1 được chứng minh.

Tiếp theo ta chứng minh Định lý 4.2.

Đặt
∑

:= {S ⊂ H : S đóng,−S = S}. Với mỗi S ∈
∑

ký hiệu

gen (S) là giống Krasnoselski và

i(S) = min
ψ∈Ψ

gen(ψ(S) ∩ ∂Bρ),

trong đó Ψ là tập tất cả các đồng phôi lẻ ψ ∈ C(H,H) và ρ xác định

trong 4.6. Khi đó i là giả Benci trong [7]. Từ (K4) suy ra I là chẵn. Đặt

ck := inf
i(S)≥k

sup
(v,w)∈S

I(v, w), 1 ≤ k ≤ m.

Nếu ck là hữu hạn và I thỏa mãn điều kiện (PS)ck, khi đó ck là giá trị

tới hạn của I.

Bước 1. ta chứng minh I thỏa mãn điều kiện (PS)ck với ck <

%λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 .

Lý luận tương tự như Bổ đề 4.6, với mỗi m ∈ N, ε > 0 và

k = 1, 2, . . . ,m, ta có thể chọn m hàm ϕkε , ψ
k
ε ∈ C∞0 (RN) thỏa mãn
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suppϕkε
⋂

suppϕiε = ∅, suppψkε
⋂

suppψiε = ∅ nếu i 6= k, ‖ϕkε‖Lq1(RN ) =

‖ψkε ‖Lq2(RN ) = 1 và
∥∥∥∇k1,k2

k3,k4
ϕkε

∥∥∥2

L2(RN )
< ε,

∥∥∥∇k1,k2
k3,k4

ψkε

∥∥∥2

L2(RN )
< ε.

Giả sử rmε > 0 thỏa mãn suppϕkε , suppψkε ⊂ Brmε (0). Ta đặt

ekλ(X) := (vkλ(X), wk
λ(X)) = (ϕkε (

√
λX), ψkε (

√
λX))

và định nghĩa

Fm
λ := span{ekλ(X), k = 1, 2, . . . ,m}.

Khi đó i(Fm
λ ) = dimFm

λ = m. Hơn nữa, ta có

(ṽλ(X), w̃λ(X)) =

(
m∑
k=1

skv
k
λ(X),

m∑
k=1

skw
k
λ(X)

)
∈ Fm

λ ,

I(ṽλ(X), w̃λ(X)) =
m∑
k=1

I(skv
k
λ(X), skw

k
λ(X)).

Chứng minh tương tự như Bổ đề 4.6, tồn tại Λmε > 0 thỏa mãn với mọi

λ ≥ Λmε và với mỗi % > 0, ta có thể chọn ε > 0 đủ nhỏ thỏa mãn

I(ṽλ(X), w̃λ(X)) ≤ %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 .

Suy ra

sup
(ṽλ(X),w̃λ(X))∈Fmλ

I(ṽλ(X), w̃λ(X)) ≤ %λ1− Ñ2 ,∀λ ≥ Λmε.

Do đó, với mỗi m ∈ N và % ∈ (0, C̃0), tồn tại Λm% = Λmε thỏa mãn

λ > Λmτ , ta có thể chọn không gian Fm
λ có số chiều là m thỏa mãn

cλ1 ≤ cλ2 ≤ · · · ≤ sup
(ṽλ(X),w̃λ(X))∈Fmλ

I(ṽλ(X), w̃λ(X)) ≤ τλ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 .

Từ Bổ đề 4.5, ta có I thỏa mãn điều kiện (PS)cλj do vậy cλj là giá trị

tới hạn.

Bước 2. Sử dụng Định lý 1.4 ta sẽ đi chứng minh bài toán (4.2)

có m cặp nghiệm. Thật vậy, từ Bổ đề 4.6, ta có I thỏa mãn các điều kiện

của Định lý 1.4. Trong bước 1, ta có I cũng thỏa mãn điều kiện (PS)cλk
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trong đó cλk < %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 . Áp dụng định lý điểm tới hạn, ta có cλk là

điểm tới hạn của I và có m điểm tới hạn không tầm thường thỏa mãn

θ ≤ I(u, v) ≤ %λ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 .

Do đó, bài toán (4.2) có m cặp nghiệm. Chứng minh tương tự như Định

lý 4.1, ta cũng có nghiệm thỏa mãn các điều kiện (4.3) và (4.4). Do vậy,

định lý được chứng minh

4.2. Sự tồn tại nghiệm của hệ phương trình elliptic

suy biến với hàm phi tuyến tăng trưởng dưới

tới hạn

Trong này, ta nghiên cứu hệ phương trình elliptic suy biến có dạng

−ε2∆k1,k2
k3,k4

v + κ(X)v = h(X)|v|p−2v +
a

a+ b
F (X)|v|a−2v|w|b, X ∈ RN ,

−ε2∆k1,k2
k3,k4

w + κ(X)w = k(X)|w|p−2w +
b

a+ b
F (X)|v|a|w|b−2w,X ∈ RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞,
(4.16)

trong đó 2 < p < 2̃∗, a > 1, b > 1 thỏa mãn a + b = 2̃∗ và ta giả sử

κ(X), F (X), h(X) và k(X) thỏa mãn các điều kiện

(A1) κ ∈ C(RN ,R), sao cho κ(0) = inf
X∈RN

κ(X) = 0 và với mỗi M > 0 ta

có

V ol
({
X ∈ RN , κ(X) ≤M

})
<∞;

(A2) F (X) ∈ C(RN ,R), 0 < inf
X∈RN

F (X) ≤ sup
X∈RN

F (X) <∞;

(A3) h(X), k(X) là các hàm dương và thỏa mãn

0 < h0 = inf
X∈RN

h(X) ≤ sup
X∈RN

h(X) <∞;

0 < k0 = inf
X∈RN

k(X) ≤ sup
X∈RN

k(X) <∞.
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Đặt λ = ε−2. Khi đó bài toán (4.16) trở thành

−∆k1,k2
k3,k4

v + λκ(X)v = λh(X)|v|p−2v +
λa

a+ b
F (X)|v|a−2v|w|b, X ∈ RN ,

−∆k1,k2
k3,k4

w + λκ(X)w = λk(X)|w|p−2w +
λb

a+ b
F (X)|v|a|w|b−2w,X ∈ RN ,

v(X), w(X)→ 0 khi |X| → ∞.
(4.17)

Do bài toán (4.16) và bài toán (4.17) là tương đương, nên ta chỉ ra sự

tồn tại nghiệm của bài toán (4.17) như sau:

Định lý 4.3. Giả sử κ(X), F (X), h(X) và k(X) thỏa mãn (A1)–(A3).

Khi đó với mỗi ρ > 0, tồn tại Λρ > 0 sao cho λ > Λρ thì bài toán (4.17)

có nghiệm dương (vλ, wλ) thỏa mãn điều kiện

p− 2

2p

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

vλ

∣∣∣2 +
∣∣∣∇k1,k2

k3,k4
wλ

∣∣∣2 + λκ(X)
(
|vλ|2 + |wλ|2

))
dX

≤ ρλ1−
N
k1,k2
k3,k4
2 . (4.18)

Để chứng minh các Định lý 4.3, ta xây dựng phiếm hàm Euler–

Lagrange sinh ra bởi bài toán (4.16) như sau:

Υ(v, w) =
1

2

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 + λκ(X)v2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2 + λκ(X)w2

)
dX

− λ

p

∫
RN

(h(X)|v|p + k(X)|w|p) dX − λ

a+ b

∫
RN

F (X)|v|a|w|bdX.

Từ bất đẳng thức Sobolev trong [54], ta có tồn tại hằng số Ca,b là

hệ số tốt nhất trong bất đẳng Sobolev định nghĩa như sau:

Ca,b := inf
v,w∈S2

k1,k2,k3,k4
(RN )

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2) dX(∫

RN
|v|a|w|bdX

) 2
2̃∗

.

Để chứng minh Định lý 4.3, ta kiểm tra các điều kiện trong Định

lý 1.4. Đầu tiên, ta sẽ đi kiểm tra điều kiện Palais-Smale, chứng minh

tương tự như Bổ đề 4.1, ta có.
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Bổ đề 4.7. Giả sử các giả thiết (A1)–(A3) là thỏa mãn {(vn, wn)}∞n=1 ⊂
H là một dãy (PS)c của phiếm hàm Υ. Khi đó c ≥ 0, {(vn, wn)}∞n=1 là

bị chặn trong không gian H và tồn tại một dãy con {(vnk, wnk)}∞k=1 sao

cho với mỗi ε > 0, tồn tại rε > 0 với r ≥ rε ta có

lim sup
k→∞

∫
Bk\Br

(|vnk|q + |wnk|q) dX ≤ ε

ở đây 2 ≤ q < 2̃∗.

Giả sử χ : [0,∞) → [0, 1] là hàm trơn thỏa mãn χ(s) ≡ 1 khi

s ≤ 1, χ(s) ≡ 0 khi s ≥ 2. Ta định nghĩa

ṽk(X) = χ

(
2|X|
k

)
v(X) và w̃k(X) = χ

(
2|X|
k

)
w(X).

Khi đó, ta có

(ṽk, w̃k)→ (v, w) trong H khi k →∞. (4.19)

Bổ đề 4.8. Khi đó ta có

lim
k→∞

∣∣∣∣∣
∫
RN

h(X)
(
|vnk|p−2vnk − |vnk − ṽk|p−2(vnk − ṽk)

−|ṽk|p−2ṽk

)
ϕdX

∣∣∣∣∣ = 0,

lim
k→∞

∣∣∣∣∣
∫
RN

k(X)
(
|wnk|p−2wnk − |wnk − w̃k|p−2(wnk − w̃k)

−|w̃k|p−2w̃k

)
ψdX

∣∣∣∣∣ = 0

đều trong (ϕ, ψ) ∈ H với ‖(ϕ, ψ)‖H ≤ 1.

Chứng minh. Chứng minh tương tự như Bổ đề 4.2

Bổ đề 4.9. Ta có khẳng định sau

Υ(vk − ṽk, wk − w̃k)→ c−Υ(v, w) khi k →∞,

Υ′(vk − ṽk, wk − w̃k)→ 0 trong H∗ khi k →∞.
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Chứng minh. Từ (vk, wk) ⇀ (v, w) và (ṽk, w̃k) → (v, w) trong H khi

k →∞, ta có

Υ(vk − ṽk, wk − w̃k) = Υ(vk, wk)−Υ(ṽk, w̃k)

+
λ

2̃∗

∫
RN

F (X)
(
|vk|a|wk|b − |vk − ṽk|a|wk − w̃k|b − |ṽk|a|w̃k|b

)
dX

+
λ

p

∫
RN

h(X) (|vk|p − |vk − ṽk|p − |ṽk|p) dX

+
λ

p

∫
RN

k(X) (|wk|p − |wk − w̃k|p − |w̃k|p) dX + o(1).

Từ (4.19) và áp dụng Bổ đề Brézis-Lieb (trong [9]), ta có

lim
k→∞

∫
RN

F (X)
(
|vk|a|wk|b − |vk − ṽk|a|wk − w̃k|b − |ṽk|a|w̃k|b

)
dX = 0,

lim
k→∞

∫
RN

h(X) (|vk|p − |vk − ṽk|p − |ṽk|p) dX = 0,

lim
k→∞

∫
RN

k(X) (|wk|p − |wk − w̃k|p − |w̃k|p) dX = 0.

Mặt khác, ta có

Υ(vk, wk)→ c và Υ(ṽk, w̃k)→ Υ(v, w) khi k →∞,

suy ra

Υ(vk − ṽk, wk − w̃k)→ c−Υ(v, w) khi k →∞.

Do vậy, với mỗi (ϕ, ψ) ∈ H, ta có

Υ′(vk − ṽk, wk − w̃k)(ϕ, ψ)

= Υ′(vk, wk)(ϕ, ψ)−Υ′(ṽk, w̃k)(ϕ, ψ) +
λa

2̃∗

∫
RN

F (X)
(
|vk|a−2vn|wk|b

− |vk − w̃k|a−2(vk − ṽk)|wk − w̃k|b − |ṽk|a−2ṽk|w̃k|b
)
ϕdX

+
λb

2̃∗

∫
RN

F (X)
(
|vk|a|wk|b−2wk − |vk − ṽk|a|wk − w̃k|b−2(wk − w̃k)

92



− |ṽk|a|w̃k|b−2w̃k

)
ψdX

+ λ

∫
RN

h(X)
(
|vk|p−2vk − |vk − ṽk|p−2(vk − ṽk)− |ṽk|p−2ṽk

)
ϕdX

+ λ

∫
RN

k(X)
(
|wk|p−2wn − |wk − w̃k|p−2(wk − w̃k)− |w̃k|p−2w̃k

)
ψdX.

Nên ta có

lim
n→∞

∫
RN

F (X)
(
|vk|a−2vk|wk|b − |vk − ṽk|a−2(vk − ṽn)|wk − w̃k|b

−|ṽk|a−2ṽk|w̃k|b
)
ϕdX = 0,

lim
k→∞

∫
RN

F (X)
(
|vk|a|wk|b−2wk − |vk − ṽk|a|wk − w̃k|b−2(wk − w̃k)

−|ṽk|a|w̃k|b−2w̃k

)
ψdX = 0

đều với ‖(ϕ, ψ)‖H ≤ 1. Từ 4.8 và Υ′(vk, wk)→ 0 khi k →∞, ta có điều

phải chứng minh.

Đặt

ψk := vk − ṽk và ϕk := wk − w̃k.

Suy ra

vk − v = ψk + (ṽk − v) và wk − v = ϕk + (w̃k − w).

Khi đó (vk, wk) → (v, w) trong H khi k → ∞ khi và chỉ khi (ψk, ϕk) →
(0, 0) trong H khi k →∞. Do vậy, ta có

Υ(ψk, ϕk)−
1

2
Υ′(ψk, ϕk)(ψk, ϕk) =

(
1

2
− 1

a+ b

)
λ

∫
RN

F (X)|ψn|a|ϕk|bdX

+

(
1

2
− 1

p

)
λ

∫
RN

(h(X)|ψk|p + k(X)|ϕk|p) dX

≥ λ

Ñ
F0

∫
RN

|ψk|a|ϕk|bdX, (4.20)
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trong đó F0 = inf
X∈RN

F (X) > 0. Từ Bổ đề 4.9 và (4.20), suy ra

∫
RN

|ψk|a|ϕk|bdX ≤
Ñ(c−Υ(v, w))

λF0
+ o(1). (4.21)

Từ các điều kiện (A2) và (A3), với mỗi M > 0, tồn tại hằng số CM > 0

thỏa mãn∫
RN

(
F (X)|ψk|a|ϕk|b + h(X)|ψk|p + k(X)|ϕk|p

)
dX

≤M
(
‖ψk‖2

L2(RN ) + ‖ϕk‖2
L2(RN )

)
+ CM

∫
RN

|ψk|a|ϕk|bdX.

Giả sử κM(X) := max{κ(X),M}, trong đó M là hằng số dương xác

định trong điều kiện (A1). Do

V ol
({
X ∈ RN , κ(X) ≤M

})
<∞

và (ψk, ϕk)→ (0, 0) trong L2
loc(RN)× L2

loc(RN), Ta có∫
RN

κ(X)
(
|ψk|2 + |ϕk|2

)
dX

=

∫
RN

VM(X)
(
|ψk|2 + |ϕk|2

)
dX + o(1). (4.22)

Bổ đề 4.10. Giả sử các giả thiết (A1)–(A3) là thỏa mãn {(vk, wk)}∞k=1 ⊂
H là một dãy (PS)c của phiếm hàm Υ. Khi đó, tồn tại hằng số C0 > 0

không phụ thuộc vào λ thỏa mãn với mỗi dãy {(vk, wk)}∞k=1 thỏa mãn

điều kiện (PS)c của Υ với (vk, wk) ⇀ (v, w) trong không gian H thì một

trong các khẳng định sau sẽ xảy ra

(vk, wk)→ (v, w) trong H khi k →∞

hoặc c−Υ(v, w) ≥ C0λ
1− Ñ2 .

Chứng minh. Ta chứng minh bổ đề bằng phản chứng, giả sử

(vk, wk) 6→ (v, w) trong H khi k →∞,
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Suy ra

lim inf
k→∞

‖(ψk, ϕk)‖H > 0 và c−Υ(v, w) > 0

Áp dụng bất đẳng thức Sobolev và (4.22), ta có

Ca,b

∫
RN

|ψk|a|ϕk|bdX

 2
a+b

≤
∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ψk

∣∣∣2 +
∣∣∣∇k1,k2

k3,k4
ϕk

∣∣∣2) dX

=

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ψk

∣∣∣2 +
∣∣∣∇k1,k2

k3,k4
ϕk

∣∣∣2 + λκ(X)|ψk|2 + λκ(X)|ϕk|2
)

dX

−
∫
RN

λκ(X)
(
|ψk|2 + |ϕk|2

)
dX

= λ

∫
RN

(
F (X)|ψk|a|ϕk|b + h(X)|ψk|q + k(X)|ϕk|q

)
dX

− λ
∫
RN

VM(X)
(
|ψk|2 + |ϕk|2

)
dX + o(1)

≤ λCM

∫
RN

|ψk|a|ϕk|bdX + o(1).

Từ (4.21), ta có

Ca,b ≤ λCM

∫
RN

|ψk|a|ϕk|b
1− 2

a+b

dX + o(1)

≤ λCM

(
Ñ(c−Υ(v, w))

λF0

) 2

Ñ

+ o(1)

= λ1− 2

ÑCM

(
Ñ

F0

) 2

Ñ

(c−Υ(v, w))
2

Ñ + o(1).

Đặt C0 := C
Ñ
2

a,bC
− Ñ2
M Ñ−1K0. Suy ra

C0λ
1− Ñ2 ≤ c−Υ(v, w) + o(1).
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Do đó Bổ đề được chứng minh.

Từ bổ đề trên ta có

Bổ đề 4.11. Giả sử (A1)–(A3) là thỏa mãn. Khi đó Υ(v, w) thỏa mãn

điều kiện (PS)c với mọi c < C0λ
1− Ñ2 .

Bổ đề 4.12. Giả sử các điều kiện (A1)–(A3) được thỏa mãn và λ ≥ 1.

Khi đó, tồn tại ηλ > 0, κλ > 0 thỏa mãn

Υ(v, w) > 0 nếu 0 < ‖(v, w)‖H < κλ và Υ(v, w) ≥ ηλ nếu ‖(u, v)‖H = κλ.

Chứng minh. Từ bất đẳng thức Sobolev, với mỗi p ∈ [2, 2̃∗], khi đó tồn

tại Cp thỏa mãn nếu λ ≥ 1 thì

‖v‖Lp(RN ) ≤ Cp‖v‖S2
k1,k2,k3,k4,λκ(X)(RN ) với mọi v ∈ S2

k1,k2,k3,k4,λκ(X)(R
N).

Áp dụng bất đẳng thức Young, ta có

|v|a|w|b ≤ a

a+ b
|v|a+b +

b

a+ b
|w|a+b.

Suy ra ∫
RN

F (X)|v|a|w|bdX ≤C1

(
‖v‖2̃∗

L2̃∗(RN )
+ ‖w‖2̃∗

L2̃∗(RN )

)
≤C1C2̃∗‖(v, w)‖2̃∗

H . (4.23)

Từ điều kiện (A3) và (4.23), tồn tại hằng số Cδ thỏa mãn

Υ(v, w) ≥1

4
‖(v, w)‖2

H − Cδ‖(v, w)‖2̃∗

H

=
1

4
‖(v, w)‖2

H

(
1− 4Cδ‖(v, w)‖2̃∗−2

H

)
.

Đặt κλ =
(

1
8Cδ

) 1
2̃∗−2

, khi đó với ‖(v, w)‖H = κλ, ta có

Υ(v, w) ≥ 1

8
κ2
λ =: ηλ > 0.

Nên bổ đề được chứng minh.
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Bổ đề 4.13. Giả sử các điều kiện (A1)–(A3) được thỏa mãn. Khi đó với

mỗi không gian hữu hạn chiều E ⊂ H, ta có

Υ(v, w)→ −∞ nếu ‖(v, w)‖H →∞ với (v, w) ∈ H.

Chứng minh. Từ các điều kiện (A2) và (A3), với mọi (v, w) ∈ H ta có

Υ(v, w) ≤ 1

2
‖(v, w)‖2

H − λC̃0‖(v, w)‖p
Lp(RN )×Lp(RN )

,

trong đó C̃0 := min{h0,k0}
p . Do các chuẩn trong không gian hữu hạn chiều

là tương đương và p > 2, nên ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 4.14. Giả sử các điều kiện (A1)–(A3) được thỏa mãn. Khi đó với

mỗi σ > 0, tồn tại Λσ > 0 thỏa mãn với λ ≥ Λσ, tồn tại ēλ ∈ H với

‖ēλ‖H > κλ, ta có Υ(ēλ) ≤ 0 và

max
s≥0

Υ(sēλ) ≤ σλ1−N2 ,

trong đó κλ được xác định trong Bổ đề 4.12.

Chứng minh. Ta xác định các phiếm hàm sau:

I(v, w) =
1

2

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 + λκ(X)|v|2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2 + λκ(X)|w|2

)
dX

−λC̃0

∫
RN

(|v|p + |w|p) dX,

J(v, w) =
1

2

∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

v
∣∣∣2 +

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

w
∣∣∣2 + κ(λ−

1
2X)

(
|v|2 + |w|2

))
dX

−C̃0

∫
RN

(|v|p + |w|p) dX.

Ta có I ∈ C1(H,R) và Υ(v, w) ≤ I(v, w) với mọi (v, w) ∈ H. Hơn nữa

inf


∫
RN

∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ϕ
∣∣∣2 dX : ϕ ∈ C∞0 (RN ,R), ‖ϕ‖Lp(RN ) = 1

 = 0.
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Với mỗi δ > 0, tồn tại ϕδ, ψδ ∈ C∞0 (RN ,R) sao cho ‖ϕδ‖Lp(RN ) =

‖ψδ‖Lp(RN ) = 1 thỏa mãn

supp(ϕδ, ψδ) ⊂ Brδ(0) và
∥∥∥∇k1,k2

k3,k4
ϕδ

∥∥∥2

L2(RN )
< δ,

∥∥∥∇k1,k2
k3,k4

ψδ

∥∥∥2

L2(RN )
< δ.

Giả sử eλ(X) =
(
ϕδ(
√
λX), ψδ(

√
λX)

)
, khi đó supp eλ ⊂ B

λ−
1
2 rδ

(0). Hơn

nữa, ta có

I(seλ) = λ1− Ñ2 J(sϕδ, sψδ).

max
s≥0

J(sϕδ, sψδ) ≤
p− 2

2p(pC̃0)
2
p−2


∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ϕδ

∣∣∣2 + κ(λ−
1
2X)|ϕδ|2

)
dX


p
p−2

+
p− 2

2p(pC̃0)
2
p−2


∫
RN

(∣∣∣∇k1,k2
k3,k4

ψδ

∣∣∣2 + κ(λ−
1
2X)|ψδ|2

)
dX


p
p−2

.

Kết hợp với κ(0) = 0 và supp(ϕδ, ψδ) ⊂ Brδ(0), tồn tại Λδ > 0 thỏa mãn

với mọi λ ≥ Λδ, ta có

max
s≥0

I(sϕδ, sψδ) ≤ λ1−N2
(p− 2)

p(pC̃0)
2
p−2

(2δ)
p
p−2 .

Do vậy, với mọi λ ≥ Λδ, ta có

max
s≥0

Υ(seλ) ≤ λ1− Ñ2
(p− 2)

p(pC̃0)
2
p−2

(2δ)
p
p−2 . (4.24)

Với mỗi σ > 0, ta có thể chọn δ > 0 đủ nhỏ thỏa mãn

(p− 2)

p(pC̃0)
2
p−2

(2δ)
p
p−2 ≤ σ

và eλ(X) = (ϕδ(
√
λx), ψδ(

√
λX)). Cho Λδ = Λσ, khi đó tồn tại s̄λ > 0

thỏa mãn ‖s̄λeλ‖H > κλ và Υ(seλ) ≤ 0 với mọi s ≥ s̄λ. Từ (4.24), ta có

ēλ = s̄λeλ thỏa mãn điều kiện.

Tiếp theo, sử dụng các bổ đề trên ta chứng minh

Định lý 4.3.
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Chứng minh. Đặt

cλ := inf
γ∈Γλ

max
s∈[0,1]

Υ(γ(s)),

trong đó Γλ = {γ ∈ C([0, 1],H) : γ(0) = 0, γ(1) = ēλ}. Khi đó ta có, với

mỗi σ > 0 sao cho σ < C̃0, tồn tại Λσ > 0 thỏa mãn λ ≥ Λσ. Ta có thể

lấy cλ thỏa mãn cλ ≤ σλ1− Ñ2 .

Từ bổ đề 1.4 ta có Υ thỏa mãn điều kiện (PS)cλ với cλ ≤ σλ1− Ñ2 .

Suy ra, tồn tại (vλ, wλ) ∈ H thỏa mãn

Υ(vλ, wλ) = cλ và Υ′(vλ, wλ) = 0.

Do đó, (vλ, wλ) là nghiệm yếu của bài toán (4.2). Lý luận tương tự như

trong [22], ta có (vλ, wλ) là nghiệm dương thỏa mãn bất đẳng thức năng

lượng. Hơn nữa

Υ(vλ, wλ) = Υ(vλ, wλ)−
1

p
Υ′(vλ, wλ)(vλ, wλ)

≥ (
1

2
− 1

p
)‖(vλ, wλ)‖2

H.

Suy ra
p− 2

2p
‖(vλ, wλ)‖2

H ≤ Υ(vλ, wλ) = cλ ≤ σλ1− Ñ2 .

Do vậy định lý được chứng minh.

KẾT LUẬN CHƯƠNG 4

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm yếu và

một số tính chất nghiệm của một lớp hệ phương trình elliptic suy biến.

Các kết quả đạt được là sự tồn tại nghiệm yếu và tính đa nghiệm của

hệ trên tương ứng với các lớp hàm phi tuyến H(., ., .),K(., ., .), hơn nữa

còn đánh giá nghiệm trong không gian có trọng tương ứng. Các kết

quả đó được thể hiện cụ thể trong các Định lý 4.1, Định lý 4.2 và

Định lý 4.3. Trong chương này chúng tôi sử dụng ý tưởng chứng minh

trong [22] và kết quả của chương là mở rộng các kết quả trong công

trình [22,82] ứng với toán tử elliptic suy biến.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Những kết quả đạt được

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm, không

tồn tại nghiệm không tầm thường, tính đa nghiệm và một số tính chất

nghiệm của phương trình elliptic suy biến và hệ phương trình elliptic

suy biến. Các kết quả chính đạt được trong luận án bao gồm:

1. Đối với phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính chứa toán tử

∆γ: Chứng minh được tính đa nghiệm của bài toán, hơn nữa phiếm

hàm của bài toán tại các nghiệm là âm và nghiệm dần hội tụ về 0

(Định lí 2.1).

2. Đối với phương trình elliptic suy biến nửa tuyến tính chứa toán

tử ∆k1,k2
k3,k4

. Thứ nhất, xây dựng được đồng nhất thức kiểu Pohozeav

cho phương trình trên, từ đó chỉ ra trường hợp hàm phi tuyến để

phương trình không có nghiệm không tầm thường. Thứ hai, chứng

minh được sự tồn tại nghiệm không tầm thường với một lớp hàm

phi tuyến tổng quát (Định lý 3.2)

3. Đối với hệ phương trình elliptic suy biến chứa toán tử ∆k1,k2
k3,k4

, chứng

minh được sự tồn tại nghiệm yếu và tính đa nghiệm của hệ tương

ứng với các lớp hàm phi tuyến H(., ., .),K(., ., .), hơn nữa còn đánh

giá nghiệm trong không gian có trọng tương ứng. Các kết quả đó

được thể hiện cụ thể trong các Định lý 4.1, Định lý 4.2 và Định lý

4.3.

2. Đề xuất một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Liên quan tới chủ đề luận án, những vấn đề sau là mở và theo

chúng tôi là đáng quan tâm:
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1. Xây dựng đồng nhất thức kiểu Pohozeav cho các miền như miền

nón, miền trụ.

2. Nghiên cứu tính trơn của các nghiệm yếu đối với phương trình, hệ

phương trình elliptic suy biến.

3. Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm và tính đa nghiệm của các phương

trình elliptic suy biến với các điều kiện biên hỗn hợp.

4. Các mô hình ứng dụng thực tế.
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